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Представлены результаты применения деформационной и блочной моделей для определения параметров 
напряженно-деформированного состояния, расчета прочности, ширины раскрытия трещин и прогибов предва-
рительно напряженных изгибаемых железобетонных элементов, усиленных в растянутой зоне пластинами  
из углеродных волокон, приклеенными к наружной поверхности бетона и вклеенными в предварительно выполнен-
ные вертикальные пазы. При расчете параметров напряженно-деформированного состояния усиленных элементов 
учтено распределение относительных деформаций и напряжений в поперечном сечении элемента до усиления, 
включая влияние усилия обжатия, передаваемого на бетон предварительно напряженной основной арматурой. 
Приведено распределение относительных деформаций и напряжений в поперечном сечении опытных образцов  
на основных этапах, соответствующих различным стадиям нагружения. Проведена экспериментальная верифи-
кация предложенной методики для расчета прочности, ширины раскрытия трещин и прогибов предварительно 
напряженных изгибаемых железобетонных элементов, усиленных композитным материалом. 
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Введение. Деформационная расчетная модель сопротивления для расчета железобетонных конструкций, поз-
воляющая получить параметры их напряженно-деформированного состояния на любом этапе работы под нагрузкой, 
нашла практическое применение благодаря началу широкого использования компьютерной техники, осуществ-
ляющей итерационные процессы решения системы уравнений деформационного метода в течение короткого времени. 
При этом начали разрабатываться методы расчета на основе деформационной модели с использованием диаграмм 
деформирования материалов и для усиленных железобетонных конструкций1 [1; 2]. Действующие нормативные 
документы по проектированию усиления железобетонных конструкций композиционными материалами на основе 
углеродных волокон также рекомендуют деформационную модель для расчета прочности усиленных элементов2. 

Деформационная модель позволяет определять параметры напряженно-деформированного состояния кон-
струкции в любом поперечном сечении по ее длине и любой его конфигурации, используя в т.ч. нелинейные диа-
граммы деформирования бетона и арматуры. Преимущество применения деформационной модели для расчета 
усиленных конструкций заключается в возможности учета напряженно-деформированного состояния конструкции 
до ее усиления, что не позволяют осуществить другие методы. 

Целью настоящего исследования является экспериментальная верификация деформационной и блочной мо-
делей для расчета прочности, ширины раскрытия трещин и прогибов предварительно напряженных железобетон-
ных изгибаемых элементов, усиленных в растянутой зоне дополнительной арматурой из композитного материала 
(пластинами из углеродных волокон), с учетом влияния напряженно-деформированного состояния элемента при 
отпуске предварительно напряженной основной арматуры на распределение относительных напряжений и дефор-
маций в поперечном сечении элемента после усиления. Рассмотрены элементы, усиленные приклеиванием пластин 
к наружной поверхности бетона и вклеиванием в предварительно выполненные вертикальные пазы. 

Методика экспериментального исследования. Опытными образцами для экспериментальных исследо-
ваний являлись железобетонные многопустотные плиты поперечным сечением 720×220 мм, которые испытывали 
по однопролетной балочной схеме с расчетным пролетом 5840 мм. При испытании нагружали верхнюю грань плит 
четырьмя сосредоточенными силами, моделируя равномерно распределенную нагрузку. Основное армирование рас-
тянутой (нижней) зоны плит выполнялось двумя предварительно напряженными арматурными стержнями диа-
метром 12 мм класса S800. Дополнительное армирование растянутой зоны плит осуществляли пластинами из угле-
родных волокон с ftk,ad=2465 МПа, Es,ad=191000 МПа. Плиту П-4 усиливали приклеиванием двух пластин попереч-
ным сечением 50×1,2 мм к бетону наружной грани, плиту П-6 – вклеиванием двух пластин поперечным сечением 
25×1,2 мм в предварительно выполненные вертикальные пазы3. 

                                                           
1 Кремнева Е.Г. Прочность нормальных сечений изгибаемых железобетонных элементов, усиленных намоноличиванием 

под нагрузкой: дис. … канд. техн. наук: 05.23.01. – М., 1996. – 162 л. 
Усиление железобетонных конструкций: Пособие П1-98 к СНиП 2.03.01-84*. – Введ. 01.05.1998. – Минск: Минстрой-

архитектуры Респ. Беларусь, 1998. – 189 с. 
Жукьян А.П. Прочность, жесткость и трещиностойкость железобетонных плит перекрытий, усиленных созданием нераз-

резности: дис. … канд. техн. наук: 05.23.01. – Новополоцк, 2003. – 112 л. 
2 СТО 38276489.001-2017 Усиление железобетонных конструкций композитными материалами. Проектирование и тех-

нология производства работ. – М.: ООО «НЦК», 2017. – 125 с. 
Guide for the design and construction of externally bonded FRP systems for strengthening concrete structures / Reported by ACI 

Committee 440: ACI 440.2R-17, 2017. – 110 p. URL: https://afzir.com/knowledge/wp-content/uploads/2018/03/ACI_440_2R_17_Gui 
de_for_the_Design.pdf. 

FRP reinforcement in RC structures: Fib Bulletin 40. Technical report. – Switzerland, 2007. – 147 p. URL: http://composite-
groupworld.com/pdf/40%20-%20FRP%20reinforcement%20in%20RC%20structures.pdf. 

3 Бадалова Е.Н. Усиление железобетонных многопустотных плит перекрытий приклеиванием арматуры из углеродных 
волокон: дис. … канд. техн. наук: 05.23.01. – Новополоцк, 2013. – 140 л. 

https://afzir.com/knowledge/wp-content/uploads/2018/03/ACI_440_2R_17_Guide_for_the_Design.pdf
https://afzir.com/knowledge/wp-content/uploads/2018/03/ACI_440_2R_17_Guide_for_the_Design.pdf
http://compositegroupworld.com/pdf/40%20-%20FRP%20reinforcement%20in%20RC%20structures.pdf
http://compositegroupworld.com/pdf/40%20-%20FRP%20reinforcement%20in%20RC%20structures.pdf
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В результате экспериментальных исследований были установлены значения изгибающих моментов, соот-
ветствующих моменту разрушения конструкции: для плиты П-4 Mu=67,7 кН·м; для плиты П-6 Mu=72,9 кН·м. 
Разрушение опытной плиты П-4 определилось разрушением контактного соединения дополнительной арматуры 
с бетоном. При этом относительные продольные деформации дополнительной арматуры составили 5,5‰, что 
меньше их предельного значения. При разрушении опытной плиты П-6 установлен разрыв пластины из углеродных 
волокон, что соответствует предельному значению относительных продольных деформаций дополнительной арма-
туры 12,9‰ и напряжению 2465 МПа. 

Расчетная модель. Для установления значений деформаций и напряжений в бетоне, основной и дополни-
тельной арматуре усиленных предварительно напряженных изгибаемых железобетонных элементов на любых 
этапах нагружения применяли деформационную модель. Согласно деформационной модели поперечное сечение 
опытных образцов моделировали совокупностью элементарных площадок.  

Основными рассматриваемыми этапами, соответствующими различным стадиям нагружения конструкции, 
являются: стадия отпуска предварительно напряженной основной арматуры с передачей усилия предварительного 
напряжения на бетон конструкции; стадия эксплуатации, предшествующая усилению конструкции, учитывающая 
деформации в основном сечении от внешних воздействий, включая нагрузку от собственного веса конструкции  
и усилие обжатия; стадия эксплуатации конструкции после усиления под влиянием внешних воздействий вплоть 
до ее предельного состояния. 

Для первого этапа характерно наличие относительных деформаций и напряжений сжатия в бетоне нижней 
зоны плиты, в которой при последующих нагружениях возникает растяжение (рисунок 1). При отпуске предва-
рительно напряженной основной арматуры в бетоне верхней зоны плиты появились относительные деформации 
и напряжения растяжения, которые не превысили значений, соответствующих образованию трещин. 

 

 
 

Рисунок 1. – Моделирование напряженно-деформированного состояния опытной плиты  
на стадии отпуска предварительно напряженной арматуры  

 
Для стадии отпуска предварительно напряженной основной арматуры напряженно-деформированное состоя-

ние конструкции описывается следующей системой уравнений: 
 

{
 
 

 
 
∑ 𝜎𝑐𝑖 ∙ 𝐴𝑐𝑖 ∙ (𝑦0 − 𝑦𝑖)
𝑛
𝑖=1 + ∑ 𝜎𝑝𝑗 ∙ 𝐴𝑝𝑗 ∙ (𝑦0 − 𝑦𝑗)

𝑚
𝑗=1 = 0

∑ 𝜎𝑐𝑖 ∙ 𝐴𝑐𝑖
𝑛
𝑖=1 +∑ 𝜎𝑝𝑗 ∙ 𝐴𝑝𝑗

𝑚
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𝜀0𝑐𝑖 =
1

𝑟
(𝑦0 − 𝑦𝑖),     𝜀0𝑝𝑗 =

1

𝑟
(𝑦0 − 𝑦𝑗)                                 

𝜎𝑐𝑖 = 𝑓(𝜀0𝑐𝑖),     𝜎𝑝𝑗 = 𝑓(𝜀0𝑝𝑗)                                                  

,                                   (1) 

 
где  Aci, σci, ε0ci и Apj, σpj, ε0pj – площадь сечения, нормальные напряжения, продольные относительные деформации 
элементарной площадки соответственно бетона и предварительно напряженной основной арматуры; 

y0 – координата центра тяжести сечения конструкции в момент обжатия; 
yi и yj – координата центра тяжести элементарной площадки соответственно бетона и основной арматуры; 
1

𝑟
 – кривизна продольной оси конструкции в рассматриваемом поперечном сечении в момент обжатия.  

Для стадии эксплуатации конструкции до усиления относительные деформации и напряжения в бетоне  
и основной арматуре опытной плиты определяли с учетом нагрузки от собственного веса конструкции и усилия 
обжатия из решения следующей системы уравнений: 
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{
 
 

 
 
∑ 𝜎𝑐𝑖 ∙ 𝐴𝑐𝑖 ∙ (𝑦0,1 − 𝑦𝑖)
𝑛
𝑖=1 + ∑ 𝜎𝑝𝑗 ∙ 𝐴𝑝𝑗 ∙ (𝑦0,1 − 𝑦𝑗)

𝑚
𝑗=1 −𝑀1 = 0

∑ 𝜎𝑐𝑖 ∙ 𝐴𝑐𝑖
𝑛
𝑖=1 +∑ 𝜎𝑝𝑗 ∙ 𝐴𝑝𝑗

𝑚
𝑗=1 = 0                                                              

𝜀1𝑐𝑖 =
1

𝑟1
(𝑦0,1 − 𝑦𝑖) + 𝜀0𝑐𝑖 ,     𝜀1𝑝𝑗 =

1

𝑟1
(𝑦0,1 − 𝑦𝑗) + 𝜀0𝑝𝑗                   

𝜎𝑐𝑖 = 𝑓(𝜀1𝑐𝑖),     𝜎𝑝𝑗 = 𝑓(𝜀1𝑝𝑗)                                                                    

,                               (2) 

 

где  y0,1 – координата центра тяжести сечения конструкции перед усилением; 
M1 – изгибающий момент от внешних воздействий перед усилением конструкции; 
1

𝑟1
 – кривизна продольной оси конструкции в рассматриваемом поперечном сечении перед усилением. 

Работа конструкции на втором этапе характеризовалась упругими относительными деформациями и соот-
ветствующими им напряжениями в бетоне и основной арматуре (рисунок 2). Образования трещин в бетоне растя-
нутой зоны конструкций не происходило. Определенные на втором этапе относительные деформации и напряжения 
учитывались при расчете параметров напряженно-деформированного состояния усиленной конструкции. 

 

 
 

Рисунок 2. – Моделирование напряженно-деформированного состояния опытной плиты  
на стадии эксплуатации, предшествующей усилению 

 

На третьем этапе определяли относительные деформации и напряжения в бетоне, основной арматуре и допол-
нительной арматуре усиления плиты при ее работе под влиянием внешних воздействий исходя из решения системы 
уравнений 
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∑ 𝜎𝑐𝑖 ∙ 𝐴𝑐𝑖 ∙ (𝑦0,𝑎𝑑 − 𝑦𝑖)
𝑛
𝑖=1 + ∑ 𝜎𝑝𝑗 ∙ 𝐴𝑝𝑗 ∙ (𝑦0,𝑎𝑑 − 𝑦𝑗)

𝑚
𝑗=1 +

                        + ∑ 𝜎𝑠,𝑎𝑑𝑘 ∙ 𝐴𝑠,𝑎𝑑𝑘 ∙ (𝑦0,𝑎𝑑 − 𝑦𝑘)
𝑡
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𝑛
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𝑚
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𝑡
𝑘=1 = 0        

𝜀𝑐𝑖 =
1

𝑟𝑎𝑑
(𝑦0,𝑎𝑑 − 𝑦𝑖) + 𝜀0𝑐𝑖 + 𝜀1𝑐𝑖                                                 

𝜀𝑝𝑗 =
1

𝑟𝑎𝑑
(𝑦0,𝑎𝑑 − 𝑦𝑗) + 𝜀0𝑝𝑗 + 𝜀1𝑝𝑗                                              

𝜀𝑠,𝑎𝑑𝑘 =
1

𝑟𝑎𝑑
(𝑦0,𝑎𝑑 − 𝑦𝑘)                                                                  

𝜎𝑐𝑖 = 𝑓(𝜀𝑐𝑖),     𝜎𝑝𝑗 = 𝑓(𝜀𝑝𝑗),     𝜎𝑠,𝑎𝑑𝑘 = 𝑓(𝜀𝑠,𝑎𝑑𝑘)                   

,                                  (3) 

 

где  As,adk, σs,adk, εs,adk – площадь сечения, нормальные напряжения, продольные относительные деформации 
элементарной площадки дополнительной арматуры из углеродных волокон; 

y0,ad – координата центра тяжести сечения усиленной конструкции; 
yk – координата центра тяжести элементарной площадки дополнительной арматуры из углеродных волокон; 
M – изгибающий момент от внешних воздействий после усиления; 
1

𝑟𝑎𝑑
 – кривизна продольной оси усиленной конструкции в рассматриваемом поперечном сечении от нагрузки, 

приложенной после усиления.  
В расчете принималась диаграмма деформирования бетона при осевом кратковременном сжатии криволи-

нейного очертания с ниспадающей ветвью4, описанная уравнением: 

                                                           
4 СП 5.03.01 Бетонные и железобетонные конструкции. – Минск: Минстройархитектуры Респ. Беларусь, 2022. – 236 с. 
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𝜎𝑐

𝑓𝑐𝑚
=

𝑘𝑐𝜂𝑐−𝜂𝑐
2

1+(𝑘𝑐−2)𝜂𝑐
.                                                                               (4) 

 

Диаграмму деформирования для основной предварительно напряженной арматуры принимали идеализи-
рованной двухлинейной согласно СП 5.03.015, для дополнительной арматуры – линейную зависимость «напря-
жение – относительная деформация», полученную по результатам испытаний на растяжение пластин из углерод-
ных волокон6 [3]. При этом для конструкций, усиленных приклеиванием к наружной поверхности бетона пластин 
из углеродных волокон, наступление предельного состояния в результате разрушения контактного соединения 
дополнительной арматуры с бетоном учитывается ограничением относительных деформаций дополнительной 
арматуры7. 

На третьем этапе рассматривается стадия эксплуатации конструкции до образования трещин в бетоне с пря-
молинейной эпюрой распределения напряжений по высоте поперечного сечения и стадия эксплуатации конструкции 
с трещинами в бетоне растянутой зоны. Значения относительных деформаций и напряжений в бетоне и арматуре 
на участке между трещинами определяли решением системы уравнений блочной модели [4] 
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      (5) 

 

где  N – суммарное усилие в растянутом бетоне, основной и дополнительной арматуре; 
τb, τad – касательные напряжения по контакту соответственно основной предварительно напряженной и допол-

нительной композитной арматуры с бетоном. 
Закон сцепления основной предварительно напряженной арматуры с бетоном τb=f(sb) принимали в соответ-

ствии с СП 5.03.018, дополнительной арматуры из углеродных волокон – в соответствии с данными9 и [1]. 
При разбиении поперечного сечения усиленной многопустотной плиты на элементарные площадки допол-

нительную арматуру в виде пластины из углеродных волокон, приклеенную к наружной грани конструкции, ввиду 
ее малой толщины моделируем одной элементарной площадкой (рисунок 3). Дополнительную арматуру в виде 
пластины из углеродных волокон, вклеенной в предварительно выполненный вертикальный паз, разбиваем по высоте 
на ряд элементарных площадок, что позволяет учесть работу на изгиб арматуры из углеродных волокон, располо-
женной вертикально (рисунки 4, 5). 

 

 
 

Рисунок 3. – Моделирование напряженно-деформированного состояния опытной плиты,  
усиленной приклеиванием к наружной поверхности бетона пластин из углеродных волокон 

                                                           
5 См. сноску 4. 
6 См. сноску 3. 
7 См. сноску 3. 
8 См. сноску 4. 
9 См. сноску 3. 
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Рисунок 4. – Моделирование напряженно-деформированного состояния опытной плиты, усиленной вклеиванием  

в предварительно выполненные вертикальные пазы пластин из углеродных волокон 

 
Узел 1 

 
 

Рисунок 5. – Моделирование напряженно-деформированного состояния пластины из углеродных волокон,  

вклеенной в предварительно выполненный вертикальный паз в бетоне растянутой зоны усиливаемой плиты  

 

Ширину раскрытия трещин, нормальных к продольной оси железобетонного элемента, усиленного допол-

нительной арматурой из углеродных волокон, определяли как сумму взаимных смещений приведенной арматуры 

и бетона на уровне центра тяжести основной арматуры по длине зон сдвигов слева lt(l) и справа lt(r) от трещины 

(рисунок 6) аналогично [4] 

 

𝑤 = ∫ 𝑠(𝑥)𝑑𝑥 =
𝑙𝑡(𝑟)
−𝑙𝑡(𝑙)

∫ [𝜀𝑠,𝑟𝑒𝑑(𝑥) − 𝜀𝑐𝑡(𝑥)]𝑑𝑥
𝑙𝑡(𝑟)
−𝑙𝑡(𝑙)

.                                                  (6)  

 

Для определения прогибов жесткость изгибаемого железобетонного элемента, усиленного дополнительной 

арматурой из углеродных волокон, на участке с трещинами вычисляли с учетом работы растянутого бетона как сред-

нее значение суммы жесткостей элементарных площадок бетона, основной и дополнительной арматуры по грани-

цам участка 

 

         
2 22 2

, , , 0, , , , 0, , , , 0, , , , 0,
11

/ 2.c p c p c p a d s a d s a d s a d a d c p c p c p a d s a d s a d s a d a di
i ii i

EI E A y y E A y y E A y y E A y y         
    

                                
   (7) 

1 



2024                                                  ВЕСТНИК ПОЛОЦКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА. Серия F 

 

26 

 
 

а – приклеенным к наружной поверхности бетона; б – вклеенным в предварительно выполненные  

вертикальные пазы; в – на первой стадии трещинообразования; г – на второй стадии трещинообразования 
 

Рисунок 6. – Распределение относительных деформаций бетона и арматуры по длине железобетонного блока  

изгибаемого элемента, усиленного композитным материалом 

 

Анализ результатов экспериментально-теоретического исследования. При сравнении эксперименталь-

ных значений изгибающего момента, соответствующего моменту разрушения конструкции, ширины раскрытия 

трещин, нормальных к продольной оси элемента, и прогиба при изгибающем моменте от эксплуатационной нагрузки 

с расчетными значениями, определенными по деформационной и блочной моделям, для плит, усиленных пласти-

нами из углеродных волокон, приклеенными к наружной поверхности бетона и вклеенными в предварительно вы-

полненные вертикальные пазы, получена удовлетворительная сходимость (таблица 1). 

 

Таблица 1. – Сопоставление экспериментальных и расчетных значений изгибающего момента,  

соответствующего прочности опытных плит, ширины раскрытия трещин и прогиба 
 

Шифр 

опытной 

плиты 

Mexp, 

кНм 

Mcalc, 

кНм 

Mexp 

--------- 

Mcalc 

wexp, 

мм 

wcalc, 

мм 

wexp 

--------- 

wcalc 

aexp, 

мм 

acalc, 

мм 

aexp 

--------- 

acalc 

П-4 67,7 65,9 1,03 0,325 0,287 1,13 32,5 30,9 1,05 

П-6 72,9 69,7 1,05 0,523 0,539 0,97 77,0 77,2 1,00 

 

Заключение. Предложена обобщенная методика расчета основных параметров напряженно-деформирован-

ного состояния предварительно напряженных изгибаемых железобетонных элементов, усиленных в растянутой зоне 

дополнительной арматурой из углеродных волокон, позволяющая учесть относительные деформации и напряжения 

в поперечном сечении элемента до усиления, включая нагрузку от обжатия, передаваемого на бетон предварительно 

напряженной основной арматурой. 

Произведена экспериментальная верификация предложенной методики для расчета прочности, ширины 

раскрытия трещин и прогибов предварительно напряженных изгибаемых железобетонных элементов, усиленных 

композитным материалом на основе углеродных волокон. 
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MODELING OF THE STRESS-STRAIN STATE OF PRESTRESSED REINFORCED  

CONCRETE ELEMENTS REINFORCED WITH COMPOSITE MATERIAL 

 

D. LAZOVSKI, E. BADALOVA 

(Euphrosyne Polotskaya State University of Polotsk) 
 

The results of applying a deformation and block models to determine the parameters of the stress-strain state and 

calculate the strength of prestressed bent reinforced concrete elements reinforced in a stretched zone with carbon fiber 

plates glued to the outer surface of concrete and glued into pre-made vertical grooves are presented. When calculating 

the parameters of the stress-strain state of reinforced elements, the distribution of relative deformations and stresses in the 

cross section of the element before reinforcement is taken into account, including the effect of the compression force 

transmitted to the concrete by the prestressed main reinforcement. The distribution of relative deformations and stresses 

in the cross section of the prototypes at the main stages corresponding to different loading stages is given. The verification 

of the proposed methodology for calculating the strength of prestressed bent reinforced concrete elements reinforced with 

composite material has been carried out. 

 

Keywords: deformation calculation model, block model, stress-strain state, prestressed reinforced concrete element, 

additional reinforcement, carbon fiber plate. 

https://doi.org/10.36773/1818-1112-2023-131-2-9-19

