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Рассматриваются два двумерных интегральных преобразования со специальными функциями од-
ного типа в ядрах. Применяя технику преобразования Меллина, показываем, что они являются частными 
случаями двумерного G-преобразования. На основании теории G-преобразования в работе исследованы 
свойства рассматриваемых интегральных преобразований в весовых пространствах интегрируемых функций 

в области 2 1 1R R R    . Результаты исследования обобщают полученные ранее для соответствующих 

одномерных аналогов. 

Ключевые слова: двумерное интегральное G-преобразование, G-функция Мейера, двумерное преоб-
разование Меллина, пространство интегрируемых функций, дробные интегралы и производные. 

Введение. Рассматриваются двумерные интегральные преобразования  
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и двумерное G-преобразование [1–4] 
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где (см., например, [1–6; 7, §28.4]) 2

1 2x ( , )x x R  ; 2

1 2t ( , )t t R   – векторы, 
2R  – Евклидово двумер-
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; 1 2d t td d t  ; 1 2( ) (t , )f tt ; функции в ядрах преобразований (1.1) и (1.2) представ-

ляют собой следующие произведения соответственно: 
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является произведением G-функций Мейера  ,

,

m n

p qG z  [8, гл. 1]. 

G-функцией Мейера порядка ( , , ,m n p q ), где 0 , 0m q n p    , называется функция, определяемая 

интегралом Меллина – Барнса 
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Здесь L – специально выбранный бесконечный контур, оставляющий полюса ,js b k    1, 2, ..., ,j m

0,1, 2, ...,k   слева, а полюса 1 , 1, 2, ..., ,  0,1, 2, ...js a k j n k      – справа, пустые произведения, если 

таковые имеются, считаются равными единице. Более подробно с теорией G-функции (1.4) можно ознако-
миться, например, в [8, гл. 6]. 

Настоящая работа продолжает исследования, начатые в [1–6; 9]. Мы рассматриваем еще два класса 

интегральных преобразований вида (1.1) и (1.2) в весовых пространствах 
,2

L , 2

1 2( , ) R      1 2( )   , 

2 (2,2) , интегрируемых функций 1 2( ) ( ,x )f f xx  на 2R
, для которых 

,2
f


  , где  
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    
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  . 

Используя технику преобразования Меллина, показываем, что преобразования (1.1) и (1.2) являются 
частными случаями двумерного G-преобразования (1.3). На основании теории G-преобразования, построен-

ной в [1], мы исследуем свойства рассматриваемых интегральных преобразований в пространствах 
,2

L . 

Результаты исследования обобщают полученные ранее для соответствующих одномерных аналогов в [8]. 

2. Предварительные сведения. Двумерное преобразование Меллина функции 1 2(x) ( ,x )f f x , 

1 20,  x 0,x    определяется формулой (см., например, [1–6; 9; 10])  
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1 2( , ), ( 1, 2)js s s C j  s . 

Обратное преобразование Меллина для 2

1 2x ( ,x )x R   дается формулой 
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В [1] получили формулу преобразования Меллина (2.1) от G -преобразования (1.3) 
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где функция 
m,n

p,q ( )s  является произведением функций вида (1.5) 

 
m,n

p,q ( ) s
2

1,1,p ,m ,n

p,q ,
1,1,q 1

( )( )

( )( )
k kk k

k k

k k

i pi m n

p q k
j qj k

a
s

b


  
   

      


a
s

b
.  



ФУНДАМЕНТАЛЬНЫЕ НАУКИ. Математика № 11 

 119 

Исключительным множеством  функции 
m,n

p,q ( )s  [1–6; 9] назовем множество векторов 

2

1 2( , ) R      1 2( )    таких, что 1 1 11    , 2 2 21     и функции вида (1.5) 1 1

1 1

,

, 1( )
m n

p q s , 

2 2

2 2

,

, 2( )
m n

p q s  имеют нули на прямых 1 1Re( ) 1s    , 2 2Re(s ) 1   соответственно. 

Нам понадобятся: гамма-функция ( )z  

 1

0

( ) , Re( ) 0z zz x e dx z



    ,  (2.3) 

бета-функция 
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1 1

0

( , ) (1 ) , Re( ) 0, Re( ) 0zz x x dx z        ,  (2.4) 

которая выражается через гамма-функцию (2.3) по формуле  

 
( ) ( )

( , )
( )

z
z

z

  
  

  
 (2.5) 

(см., например, [7, формулы (1.54), (1.68), (1.69)]). 

Для формулировки утверждений, представляющих 
,2

L -теорию 1,0;0,1G - и 1,0;1,1G -преобразований, 

нам понадобятся следующие постоянные [1, формулы (3.3)–(3.7)]: 
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 1 1 1 1 12( ) ,a m n p q     2 2 2 2 22( )a m n p q     ;  (2.8) 

 1 1 1 2 2 2, ;q p q p        (2.9) 
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Через [ , ]X Y  обозначим множество ограниченных линейных операторов, действующих из банахова про-

странства X  в банахово пространство .Y  

3. G1,0;0,1- и G1,0;1,1-преобразования как G-преобразование. Применяем двумерное преобразова-

ние Меллина (2.1) к 1,0;0,1G -преобразованию (1.1), далее последовательно меняем порядок интегрирования 

и используем формулу (2.3) во внутреннем интеграле, с учетом (1.5) окончательно получаем 
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Таким образом, имеем 
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Из (2.2) и (3.1) следует представление преобразования (1.1) 1,0;0,1G f  в виде G-преобразова- 

ния (1.3): 
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1,0;0,1 0,1
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  
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Определим параметры (2.6)–(2.10) в (3.1): 

 1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 2 21; 0; 0; 1; Re( ), Re( )m m n n p p q q b b              , 1 2    ; 

 
1 2 1a a   ; 1 2 1;     1 1 2 2

1 1
Re( ) , Re( )

2 2
b b      . 

Применяем двумерное преобразование Меллина (2.1) к 1,0;1,1G -преобразованию (1.2), далее после-

довательно меняем порядок интегрирования, во внутреннем интеграле вводим новые переменные  

1 2x , ( , )
1


    
 

 и используем формулы (2.4), (2.5), с учетом (1.5) окончательно получаем 
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 1,0

1,1

1( s)
)(1 s) )(1 s).

( s 1)
f f

  
    

    
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Таким образом, получили 

 1,0

1,0;11 1,1

1
G )(s) )(1 s).f f

 
  

 
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Из (2.2) и (3.3) вытекает представление преобразования (1.2) 1,0;1,1G f  в виде G-преобразова- 

ния (1.3): 

 1, 0

1,0;1,1 1,1

0

1
(G )(x) G xt (t) t (x 0)f f d

  
  

 
 . (3.4) 

Определим параметры (2.6)–(2.10) в (3.2): 

 1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 2 21; 0; 1; 1; Re( ), Re( )m m n n p p q q                , 1 2    ; 

 1 2 0a a   ; 1 2 0;     1 1 2 2Re( ) 1, Re( ) 1          . 

4. 
,2

L -теория G1,0;0,1-преобразования. В следующей теореме представлена 
,2

L -теория преобразова-

ния 1,0;0,1G f  (1.1). 

Теорема 4.1. Пусть  

 1 1 21 min[Re( ), Re( )]b b     , 2 1 21 min[Re( ), Re( )]b b     , 1 2   , (4.1) 

 * *

1 21,  1a a  .  (4.2) 
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Верны следующие утверждения:  

A. Существует взаимно однозначное преобразование 1,0;0,1 ,2 1 ,2
G [ , ]

 
 L L  такое, что равенство (3.1) 

выполняется для 
,2

f


L  и Re( ) 1 s . 

B. Если 
,2

f


L  и 
,2

,g


L  то имеет место формула  

    1,0;0,1 1,0;0,1

0 0

(x) G (x) x G (x) (x) x.f g d f g d

 

    

C. Пусть 2

1 1( , ) C      и 
,2

f


L . Если Re( )   , преобразование 1,0;0,1G f  (1.1) предста-

вимо в виде 

 
1

1,0;0,1(G )(x) x x
x

d
f

d

 
1,1

1,2

0

xt (t) t
, 1

G f d
b

  
 

   
 ,  

а при Re( )    дается формулой  

 
1

1,0;0,1(G )(x) x x
x

d
f

d

   2,0

1,2

0

xt (t) t
1,

G f d
b

  
 

   
 .  

D. Преобразование 1,0;0,1G f  не зависит от   в том смысле, что если   и   удовлетворяют (4.1) 

и выполняются условия (4.2), а также преобразования 1,0;0,1G f  и 1,0;0,1G f  определяются в пространствах 

,2
L  и 

,2
L  равенством (3.1), то 1,0;0,1G f  1,0;0,1G f  для f 

,2
L

,2
L . 

E. Если выполняются условия (4.2), то для 
,2

f


L  преобразование 1,0;0,1G f  дается формула-

ми (1.1) и (3.2). 

Доказательство следует из непосредственной проверки с учетом представления (3.1), из результа-

тов в [1, теорема 1; 8, теорема 6.1], из существования всех приведенных операторов в указанных классах 

функций. 

5. 
,2

L -теория G1,0;1,1-преобразования. В следующей теореме представлена 
,2

L -теория преобразо-

вания 1,0;1,1G f  (1.2). 

Теорема 5.1. Пусть  

 1 1 21 min[Re( ), Re( )]       , 2 1 21 min[Re( ), Re( )]       , 1 2   , (5.1) 

 * *

1 2 1 20, 0, Re( ) 1 0, Re( ) 1 0a a        . (5.2) 

Верны следующие утверждения:  

A. Существует взаимно однозначное преобразование 1,0;1,1 ,2 1 ,2
G [ , ]

 
 L L  такое, что равенство (3.3) 

выполняется для 
,2

f


L  и Re( ) 1 s . 

B. Если 
,2

f


L  и 
,2

g


L ,то имеет место формула  

    1,0;1,1 1,0;1,1

0 0

(x) G (x) x G (x) (x) xf g d f g d

 

  .  

C. Пусть 2

1 1( , ) C      и 
,2

f


L . Если Re( )   , преобразование (1.2) представимо в виде  

1

1,0;1,1(G )(x) x x
x

d
f

d

  1,1

2,2

0

, 1
xt (t) t

, 1
G f d

     
 

    
 , 

а при Re( )    дается формулой  

 
1

1,0;1,1(G )(x) x x
x

d
f

d

   2,0

2,2

0

1,
xt (t) t

1,
G f d

    
 

    
 . 
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D. Преобразование 1,0;1,1G f  не зависит от   в том смысле, что если   и   удовлетворяют (5.1) 

и выполняются условия (5.2), а также преобразования 1,0;1,1G f  и 1,0;0,1G f  определяются в пространствах 

,2
L  и 

,2
L  равенством (3.3), то 1,0;1,1G f  1,0;1,1G f  для f 

,2
L

,2
L . 

E. Если выполняются условия (5.2), то для 
,2

f


L  преобразование 1,0;1,1G f  дается формулами 

(1.2) и (3.4). 
Доказательство следует из непосредственной проверки с учетом представления (3.3), из результа-

тов в [1, теорема 1; 8, теорема 6.1], из существования всех приведенных операторов в указанных классах 
функций. 

Заключение. В работе получены условия ограниченности и взаимной однозначности операторов 
преобразований (1.1) и (1.2) из одних пространств интегрируемых функций в другие, получены аналоги 
формулы интегрирования по частям. Для таких преобразований установлены различные интегральные 
представления. 

Работа выполнена в рамках ГПНИ «Конвергенция – 2025», подпрограмма «Математические модели 
и методы», задание 1.2.01. 
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TWO SPECIAL CASES OF TWO-DIMENSIONAL INTEGRAL G-TRANSFORMATION  

IN THE WEIGHTED SPACES OF SUMMABLE FUNCTIONS 

S. SITNIK  

(Belgorod State National Research University "BelGU"); 

O. SKOROMNIK, M. PAPKOVICH 

(Euphrosyne Polotskaya State University of Polotsk) 

Two-dimensional integral transformations with special functions of the same type in kernels are considered. 

Using the Mellin transformation technique, it is shown that they are special cases of a two-dimensional G-transfor-

mation. Based on the theory of the G-transformation, the properties of the considered integral transformations in the 

weighted spaces of integrable functions in the domain 2 1 1R R R     are investigated. The results obtained generalize 

the data obtained for the corresponding one-dimensional analogues. 

Keywords: two-dimensional integral G-transform, Meijer G-function, two-dimensional Mellin transform, 

the space of integrable functions, fractional integrals and derivatives.  




