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Введено понятие обобщенного импульса ранга n  { } { },( ) ,i i
n k k nP p n p= =  1, ,i m=  0,k n= , являю-

щееся обобщением импульсов в преобразовании Остроградского 2 2( ) :   n n
L m mF x T X T X→ , индуциро-

ванного невырожденной функцией Лагранжа : n
mL T X → ℜ . 

Исследован закон преобразования компонент импульсов порядка 0,k n=  ранга n  при замене  

координат в базе mX  расслоения  n
mT X , они преобразуются как тензоры типа (0,1) (ковекторы):   
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Введение. Между основным уравнением динамики и законами сохранения имеется принципиаль-
ная разница. Законы динамики дают нам представление о детальном ходе процесса. Так, если задана 
сила, действующая на материальную точку и начальные условия, то можно вывести закон движения, 
определить траекторию, величину и направление скорости в любой момент времени и т. п. Законы же 
сохранения не дают нам прямых указаний на то, как должен идти тот или иной процесс. Они говорят 
лишь о том, какие процессы запрещены и потому в природе не происходят.  

Таким образом, законы сохранения проявляются как принципы запрета: любое явление, при кото-
ром не выполняется хотя бы один из законов сохранения, запрещено, и в природе такие явления никогда 
не наблюдаются. Всякое явление, при котором не нарушается ни один из законов сохранения, в принципе 
может происходить.  

Рассмотрим следующий пример. Может ли покоящееся тело за счет внутренней энергии начать 
двигаться? Этот процесс не противоречит закону сохранения энергии. Нужно лишь, чтобы возникающая 
кинетическая энергия точно равнялась убыли внутренней энергии.  

На самом деле такой процесс никогда не происходит, ибо он противоречит закону сохранения им-
пульса. Раз тело покоилось, то его импульс был равен нулю. А если оно станет двигаться, то его импульс 
сам собой увеличится, что невозможно. Поэтому внутренняя энергия тела не может превратиться в кине-
тическую, если тело не распадётся на части.  

Если же допустить возможность распада этого тела на части, то запрет, налагаемый законом со-
хранения импульса, снимается. При этом возникшие осколки могут двигаться так, чтобы их центр масс 
оставался в покое, – а только этого и требует закон сохранения импульса.  

Поэтому, чтобы внутренняя энергия покоящегося тела могла превратиться в кинетическую, это 
тело должно распасться на части. Если же есть еще один какой-либо закон, запрещающий распад этого 
тела на части, то его внутренняя энергия и масса покоя будут постоянными величинами.  

Фундаментальность законов сохранения заключается в их универсальности. Они справедливы при 
изучении любых физических процессов (механических, тепловых, электромагнитных и др.); одинаково 
применимы в релятивистском и нерелятивистском движении, в микромире, где справедливы квантовые 
представления, и в макромире с его классическими представлениями. Дифференциально-геометрическое 
рассмотрение импульса-энергии в физической и математической постановке изложен в литературе [1–8, 
11]. Свойства тензора энергии-импульса при простейших линейных преобразованиях координаты – вре-
меня объясняет законы сохранения импульса в макроскопической системе. Но тензор энергии-импульса 
в дифференциальной форме является инвариантным относительно произвольного невырожденного пре-
образования координат, что приводит к локальным законам сохранения энергии-импульса, например, 
в физике элементарных частиц. Функция Лагранжа определяет некоторую вариационную задачу, напри-
мер, минимизацию интеграла действия в механической системе и динамику этой системы (уравнения 
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Эйлера – Лагранжа) [6]. Если интегрант (подынтегральная функция в простейшей вариационной задаче) 
вырожден относительно переменных времени либо координат, то это вырождение приводит соответст-
венно к закону сохранения энергии либо импульса относительно данной координаты [7]. Задача Лагран-
жа содержит также уравнения связи (ограничения на краевые условия неизвестной функции). Перемен-
ные в уравнениях связи могут содержать производные выше второго порядка по времени от координат. 
Эти производные неявно входят в функцию Лагранжа, зависящую от ограничений. Поэтому рассмотрен-
ная задача актуальна в робототехнике, где перемещение механизмов могут иметь старшие производные 
по времени. Данная работа является продолжением работы [9]. 

Основные определения и математические объекты.  

Пусть mX  –  гладкое многообразие размерности m; n
mT X  –  гладкое расслоенное пространство 

скоростей порядка n с базой расслоения  mX . 

: n
mL T X → ℜ  – невырожденная функция в точке  n n

x mv T X∈  [9]. 

Определение 1. Пусть k
tD  – оператор  k-кратного полного дифференцирования по переменной t  

( )
(2 ).
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а в любой другой системе локальных координат ( )x x  в базе mX ,  

(2 ). (2 ) (2 ). .

1

( ) ( )
  ( , ,..., ) ( , ,..., ) ( , ,..., )

n k i jm n k n k
j ji

k k kj i
j

x x x x
p x x x p x x x p x x x

x x

− − −

=

∂ ∂= ⋅ = ⋅
∂ ∂

∑ (свертка)  , 1, ,0i j m k n= ≤ ≤  

называется преобразованием Остроградского в расслоении скоростей 2n
mT X , а функции 

(2 ).
( , ,..., )

n k
i
kp x x x

−
 зависят от производных координат не более (2 )n k− порядка (нижний индекс – но-

мер порядка импульса, верхний – номер координаты) и называются импульсами порядка k  по i-й 
координате. 

Обобщением определения 1 является следующее определение. 

Определение 2. Система функций { } { },( )i i
n k k nP p n p= = , таких, что    
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называется обобщенным импульсом ранга n для функции  : p
mL T X → ℜ , 

где 
( ).

( , ,..., )
p

L x x x  – локальная запись функции L  при выборе локальных координат ( )x  в базе mX  

расслоения   p
mT X ; 

(2min( , ) ).

, ( , ,..., )
n p k

i
k np x x x

−
 – функция, называемая k -й компонентой обобщенного импульса nP  

ранга n по i-й координате или импульсами порядка k  ( k -импульсами) по i-й координате обобщенного 
импульса nP  ранга n . 

Замечание 1.  Обобщенный импульс ранга n определен для функций  : p
mL T X → ℜ . 

Из определения  
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 и все ( ) 0i
kp n ≡  (тривиальные импульсы), то есть для нетривиальных 
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импульсов k p≤ . Поскольку , min( , )k n k p k n p≤ ≤ ⇒ ≤ , то в определении 2 можно считать, что 

0,min( , ),  1,k n p i m= = . 

Максимальный порядок производной по t в ( )i
kp n  равен 2l l k l k+ + = ⋅ +  при  

( )

( )

( ,..., )
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L x x
l k p

x
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∂+ > ⇒ ≡
∂

, и коэффициент при производной 
( )l k i

x
+

 равен 0, значит, при определении 

максимального порядка производной по t можно считать l k p+ ≤ , кроме того,  

min( , ) min( , ) 2 2 (min( , ) )l n k l k n l k n p l n p k l k n p k k≤ − ⇔ + ≤ ⇒ + ≤ ⇒ ≤ − ⇒ ⋅ + ≤ ⋅ − + =  

2 min( , ) 2 2 min( , )n p k k n p k= ⋅ − ⋅ + = ⋅ − . 

Хотя более грубая оценка порядка старшей производной по t в ( )i
kp n  дает 
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 и часть членов в сумме 
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Пограничным является случай p n= , который будет рассмотрен в дальнейшем без ограничения 

общности рассмотрения. 
 

При  p n=  в локальных координатах (x)  в базе mX  расслоения n
mT X  получаем импульсы в пре-

образовании Остроградского: 
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которые представляют собой нуль-импульсы (функционалы в уравнении Эйлера – Лагранжа): 
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Теорема 1 [10]. Пусть 1 2( , ,..., )
i i

mx S x x x=  : ( ) ( )S x x→  – невырожденное преобразование коор-

динат в базе гладкого многообразия mX  расслоения скоростей порядка  ,  max( , )p
mT X p s l= , 1,i m= , 

тогда  

( ).
( )

1( )

( ) !
, , ! ,( , ,..., ) ! ( )!

0,

i ll s l s sl i l t lj
ks j

x x l
C D C l k l sx x x x s l sx

x l s

−

=

  ∂⋅ = = ≥  ∂    ⋅ −=  ∂ 
∂ <

∏
. 

Имеет место следующая теорема. 

Теорема 2 (о связи импульсов k-го порядка рангов n  и 1n+ ).  Пусть   : p
mL T X → ℜ . 

( ).
( , ,..., )

p
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Тогда имеет место следующее соотношение: 
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( ) ( ) ( )
1

1
, 1 ( ) ( ) ( 1 )

0 0

( ,..., ) ( ,..., ) ( ,..., )
( 1) ( ) ( 1) ( ) ( 1) ( )

p p p
n k n k

i l l l l n k l
k n t t tl k i l k i n k k i

l l

L x x L x x L x x
p D D D

x x x

+ − −
+ −

+ + + + − +
= =

∂ ∂ ∂= − = − + − =
∂ ∂ ∂

∑ ∑  

( ) ( ) ( )

1 1 1
,( ) ( 1) ( 1)

0

( ,..., ) ( ,..., ) ( ,..., )
( 1) ( ) ( 1) ( ) ( 1) ( )

p p p
n k

l l n k l i n k n k
t t k n tl k i n i n i

l

L x x L x x L x x
D D p D

x x x

−
+ − + − + −

+ + +
=

∂ ∂ ∂− + − = + −
∂ ∂ ∂

∑ . 

Теорема доказана. 
 

Математическая постановка задачи.  

Пусть : n
mL T X → ℜ  – функция в точке n n

x mv T X∈ . Исследовать закон преобразования компо-

нент обобщенного импульса  nP  ранга n  при замене локальной системы координат ( )x x x
−

=  в базе mX  

расслоения скоростей n
mT X . 

Теорема 3 (закон преобразования импульсов при замене системы координат в базе mX  расслое-

ния 2n
mT X ).    

При замене ( ) ( ( )) :x x x→  в базе многообразия mX  расслоения 2n
mT X  импульсы  
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Доказательство. Проведем доказательство индукцией по рангу обобщенного импульса  n. 
База индукции n = 1. 

1 21 2( , ,..., ), ( , ,..., )
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Для импульса 0-го порядка (0-импульса) 1-го ранга в локальных координатах имеем: 
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( , ) ( , ) ( , ) ( , )
( ) ( ) ( )

s s s sm m m

t t s i s i
s s ss i i s

L x x x L x x x L x x x L x x x
D D

x xx x
x xx x

= = =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂− ⋅ − ⋅ + ⋅ + ⋅
∂ ∂∂ ∂∂ ∂∂ ∂

∑ ∑ ∑ . 

Поскольку 

.

.

( , )
0

s

s
i

L x x x

x
x

∂ ∂⋅ =
∂

∂

, то по ранее доказанной теореме 1  

(0)
0

. (1)1
0

s
ss

t
i

i it

D xx x

D x
x x

∂∂ ∂= = =
∂

∂ ∂

 и 0 1<  (это 

и понятно, так как sx  не зависит от 

.
i

x ).  Продолжим преобразование: 

. .
. . . .

. . . .
1 1 1

( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )
( ) ( ) ( )

s s s sm m m

t t s i s i
s s ss i i s

L x x x x L x x x x L x x x x L x x x x
D D

x xx x
x xx x

− − − −

= = =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂− ⋅ − ⋅ + ⋅ + ⋅ =
∂ ∂∂ ∂∂ ∂∂ ∂

∑ ∑ ∑  

. .
. . .

. . .
1 1

( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )
( ) ( )

s s sm m

t i s i
s ss i s

L x x x x L x x x x L x x x x
D

xx x
x xx

− − −

= =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= − ⋅ + ⋅ + ⋅
∂∂ ∂∂ ∂∂

∑ ∑ = 

. .
. . .

. . .
1 1 1

( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )
( ) .

s s sm m m

t i s i
s s ss i s

L x x x x L x x x x L x x x x
D

xx x
x xx

− − −

= = =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= − ⋅ + ⋅ + ⋅
∂∂ ∂∂ ∂∂

∑ ∑ ∑  

Так как 

. .. .

. . . .
1 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

ks s s s s s sm m mk k
ik k k i i

k k ki i i i

x x x x x x x x x x x x x x
x

x x x x x
x x x x

− − − − − −

= = =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= = ⋅ = ⋅ = ⋅δ = =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂

∑ ∑ ∑ , 

где    
1,

0,

k
i

i k

i k

=δ = 
≠

 – символ Кронекера, то   
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. (1)

1 1 1 0
1. (1)

( ) ( ) ( ) ( )
1

s
s s s s

t ti i i i
i

x x x x x x x x x
С D D

x x xxx

− − − −
−

− − −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂= = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =

∂ ∂ ∂∂∂

. 

. . .2

1 1 1

( ) ( ) ( )
( ( )) ( ) ( )

s s s sm m mk k ks
t ti i i k i k i k

k k k

x x x x x x x
D x x D x x x

x x x x x x x x

− − −
−

= = =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= = ⋅ = ⋅ = ⋅
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∑ ∑ ∑  

..2

1

( ) ( )
( ( ( ))) ( )

s s sm ks
t ti i k i i

k

x x x x x
D x x x D

x x x x x

− −
−

=

∂ ∂ ∂ ∂= ⋅ = =
∂ ∂ ∂ ∂

∑ . 

Этот результат следует и из теоремы 1: 
. (1)

0 1 0 1
1(0)

( ) ( ) ( ) ( )
1

s
s s s s

t t ti i i i i

x x x x x x x x x
С D D D

x x x xx

− − − −
−

− − −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂= = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =

∂ ∂ ∂ ∂∂

. 

Далее 
. .

. . .

. . .
1 1 1

( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )
( )

s s sm m m

t i s i
s s ss i s

L x x x x L x x x x L x x x x
D

xx x
x xx

− − −

= = =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂− ⋅ + ⋅ + ⋅ =
∂∂ ∂∂ ∂∂

∑ ∑ ∑  

 
. .

. . . .

. . . .
1 1 1 1

( , ) ( ) ( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( )
( ) ( )

s s s sm m m m

t t i i s i
s s s ss i s s

L x x x x x x L x x L x x x x L x x x x
D D

xx x x
x x xx

− − − −

= = = =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= − ⋅ − ⋅ + ⋅ + ⋅ =
∂∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂∂

∑ ∑ ∑ ∑  

.
. . . .

. . . .
1 1 1 1

( , ) ( ) ( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( )
( ) ( ) ( )

s s s sm m m m

t t ti i s i
s s s ss i s s

L x x x x x x L x x L x x x x L x x x x
D D D

xx x x
x x xx

− − − −

= = = =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= − ⋅ − ⋅ + ⋅ + ⋅ =
∂∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂∂

∑ ∑ ∑ ∑  

=

. . . .

. .
1 1 1

( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( )
( ) ( ( ) )

s s sm m m

t ti s i s i
s s ss s

L x x x x L x x x x L x x L x x x x
D D

x xx x x
x x

− − −

= = =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂− ⋅ + ⋅ = − + ⋅ =
∂ ∂∂ ∂ ∂∂ ∂

∑ ∑ ∑  

0,1 0,1
1

( ) ( )s sm
s s

i i
s

x x x x
p p

x x

− −

=

∂ ∂= ⋅ = ⋅
∂ ∂

∑ . 

Так как 

. . .
1 0

0,1 ( ) .
0

( , ) ( , ) ( , )
( 1) ( ) ( )s l l

t tl s i s
l s

L x x L x x L x x
p D D

x
x x

−

+
=

∂ ∂ ∂= − = − +
∂∂ ∂

∑ . 

Утверждение теоремы доказано для импульса 0-го порядка(0-импульса) 1-го ранга. 
 

Для импульса 1-го порядка (1-импульса) 1-го ранга в локальных координатах имеем: 

. .
. .

1 1

1,1 ( 1) . . . .
0 1

( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( )
( 1) ( ) ( ) ( )

i s sm
l l

t l i s
l si s i i

L x x L L x x x x L x x x x
p D

x
xx x xx

− − − − − −
−−

+
= =−

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= − = = ⋅ + ⋅ =
∂

∂∂ ∂ ∂∂

∑ ∑  

.. .

. . .
1 1

( , ) ( , ) ( )
.

s sm m

s
s ss i i

L x x x L x x x x

x
x x x

−

= =

∂ ∂ ∂ ∂= ⋅ + ⋅
∂

∂ ∂ ∂

∑ ∑                                                      (1) 
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Второе слагаемое в формуле (1)   

.

.
1

( , ) ( )
0

sm

s
s i

L x x x x

x
x

−

=

∂ ∂⋅ =
∂

∂

∑ , что следует из теоремы 1: 

(0)
0

0
1. (1)1

( ) ( ) ( )
0

s
ss s

t
i i i

i t

D x xx x x x x

D x x xx

− − −

−
∂∂ ∂ ∂= = = δ ⋅ =

∂ ∂ ∂∂

, 

в связи с тем, что  0 1l s= < =   (иначе – sx  не зависит от 

.
i

x ). 
 

Для первого слагаемого  в формуле (1) (по теореме 1):  

. (1)

1 1 1 0
1. (1)

( ) ( ) ( )
1

s
s s s s

t ti i i i
i

x x x x x x x x
С D D

x x xxx

− − −
−

− − −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂= = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =

∂ ∂ ∂∂∂

, 

то, упрощая формулу (1), имеем 
. .

. . .

. . . . .
1 1 1

( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )s s sm m m

s
s s ss i i s i

L x x x x L x x x x L x x x x

x
x xx x x

− − −

= = =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⋅ + ⋅ = ⋅ =
∂

∂ ∂∂ ∂ ∂

∑ ∑ ∑  

.

1 1.
1 1

( , ) ( ) ( ) ( )s s sm m
s s

i i i
s ss

L x x x x x x x x
p p

x x x
x

− − −

= =

∂ ∂ ∂ ∂= ⋅ = ⋅ = ⋅
∂ ∂ ∂∂

∑ ∑  

Утверждение теоремы доказано для импульса 1-го порядка(1-импульса) 1-го ранга. 
Таким образом, база индукции доказана. 

 

Индуктивный переход. 

Пусть утверждение верно для n и для любой : n
mL T X → ℜ   

( )
( )

0 0

0 ,0 ( 0) ( 0)
0 1 0

( , ..., ) ( , ..., ) ( )
( ) ( 1) ( ) ( ( 1) ( ))

n
ni i jn m n

l l l l
t ti l i l j i

l j l

L x x L x x x x
p n p D D

xxx

− − − −
− −− −

+ +
= = =

∂ ∂ ∂= = − = − ⋅ =
∂∂∂

∑ ∑ ∑  

( ) ( )

0 0 ( ) ( )
1 0 0 1

( ) ( ) ( , ..., ) ( )
( ) ( ) ( 1) ( ),  1 .

n s k
j jm n n m

j j l l
ti i s k l i

j l s k

x x x x L x x x x
p n p n D i m

x x x x

− − −

= = = =

∂ ∂ ∂ ∂= ⋅ = ⋅ = − ≤ ≤
∂ ∂ ∂ ∂

∑ ∑ ∑ ∑            (2) 

Правая часть в формуле (2) записана на основании теоремы о производной сложной функции:  

( )
( ) ( )

( 0) ( ) ( )
0 1

( ,..., ) ( ,..., ) ( )
( 1) ( )

n
n s k

n m
l l

tl i s k l i
s k

L x x L x x x x
D

xx x

− − − −

+
= =

∂ ∂ ∂= −
∂∂ ∂

∑ ∑  

Нужно доказать, что: 
( ) ( 1)

( ) ( 1)
1 0 1 0

0 0, 1 ( 0) ( 0)
0 1 0

( ,..., , ) ( ,..., , ) ( )
( 1) ( 1) ( ) ( ( 1) ( ))

n n
n ni i sn m n

l l l l
t tn l i l s i

l s l

L x x x L x x x x x
p n p D D

xxx

+
+− − − − −

+ − + −− −
+ + +

= = =

∂ ∂ ∂+ = = − = − ⋅ =
∂∂∂

∑ ∑ ∑  

= 0
1

( )
( 1)

sm
s

i
s

x x
p n

x

−

=

∂+ ⋅
∂

∑  = 0
( )

( 1)
s

s
i

x x
p n

x

−
∂+ ⋅

∂
. 
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По теореме о производной сложной функции: 

( ) ( 1)
( ) ( 1) ( )

1

( ) ( ) ( )
1 0

( ,..., , ) ( ,..., , ) ( )

n n
n n s k

m n

l i s k l i
k s

L x x x L x x x x x

xx x

+
+− − − − −

+

= =

∂ ∂ ∂=
∂∂ ∂

∑ ∑  

( ) ( 1)
( ) ( 1) ( 1)

1 1

0 ( ) ( 1) ( )
0 1 0

( ,..., , ) ( ,..., , ) ( )
( 1) ( 1) ( ) ( 1) ( )

n n
n n n ki n m n

l l l l
t tl i n k l i

l k l

L x x x L x x x x x
p n D D

xx x

+
+ +− − − − −

+ +−

+
= = =

∂ ∂ ∂+ = − = − +
∂∂ ∂

∑ ∑ ∑  

( ) ( 1) ( ) ( ) ( 1) ( 1)
1 1

( ) ( ) ( 1) ( )
1 0 0 1 0

( ,..., , ) ( ) ( ,..., , ) ( )
( 1) ( ) ( 1) ( )

n n s k n n n k
m n n m n

l l l l
t ts k l i n k l i

k l s k l

L x x x x x L x x x x x
D D

x xx x

+ + +− −
+ +

+
= = = = =

∂ ∂ ∂ ∂+ − = − +
∂ ∂∂ ∂

∑ ∑ ∑ ∑ ∑  

( ) ( 1) ( ) ( ) ( 1) ( )

1
( ) ( ) ( ) ( 1)

1 0 0 1 0

( ,..., , ) ( ) ( ,..., , ) ( )
( 1) ( ) ( 1) ( )

n n s k n n s k
m n n m n

l l n l
t ts k l i s k n i

k l s k s

L x x x x x L x x x x x
D D

x xx x

+ +− −
+

+
= = = = =

∂ ∂ ∂ ∂+ − + − =
∂ ∂∂ ∂

∑∑ ∑ ∑ ∑        (3) 

( ) ( 1) ( 1) ( ) ( 1) ( )
1

( 1) ( ) ( ) ( )
1 0 1 0 0

( ,..., , ) ( ) ( ,..., , ) ( )
( 1) ( ) ( 1) ( )

n n n k n n s k
m n m n n

l l l l
t tn k l i s k l i

k l k l s

L x x x x x L x x x x x
D D

x xx x

+ + +− −
+

+
= = = = =

∂ ∂ ∂ ∂= − + −
∂ ∂∂ ∂

∑ ∑ ∑∑ ∑ .        (4) 

Последнее слагаемое в выражении (3) равно 0 по  теореме 1:  

( )

( 1)

( )
0,  при 0 1

s k

n i

x x
s n n

x

−

+
∂ = ≤ ≤ < +

∂

. 

Учитывая равенство (2), по предположению индукции последнее слагаемое в сумме (4) равно 

( ) ( 1) ( ) ( 1)

( ) ( ) ( )
1 0 0 1 0

( ,..., , ) ( ) ( ,..., ) ( )
( 1) ( ) ( ( 1) ( ))

n n s k n
km n n m n

l l l l
t ts k l i l j i

k l s k l

L x x x x x L x x x x
D D

xx xx

+ +− −

= = = = =

∂ ∂ ∂ ∂− = − ⋅
∂∂ ∂∂

∑∑ ∑ ∑ ∑               (5) 

По  теореме 1:                          

( 1)

1
1( )

( ) ( )
( )

n k
k

l n l
n tl i i

x x x x
C D

xx

+ − −
+ −

+
∂ ∂=

∂∂

.                                                        (6) 

Принимая во внимание выражение (6), преобразуем первое слагаемое в сумме (4),  используя фор-
мулу Лейбница производной порядка l  произведения двух функций ,f g :   

0 1

!
( ) ( ) ( ) , , !

!( )!

ll
p p l p pl

t t tl l
p k

l
D fg C D f D g C l k

p l p
−

= =
= = =

−∑ ∏ : 

( ) ( 1) ( 1) ( ) ( 1) ( 1)
1 1

1
1( 1) ( ) ( 1) ( )

0 1 0 1

( ,..., , ) ( ) ( ,..., , ) ( )
( 1) ( ) ( 1) ( ( ))

n n n k n n n k
n m n m

l l l l l n l
t t n tn k l i n k l i

l k l k

L x x x x x L x x x x x
D D C D

x xx x

+ + + +− −
+ +

+ −
++ +

= = = =

∂ ∂ ∂ ∂− = − =
∂ ∂∂ ∂

∑ ∑ ∑ ∑  

( ) ( 1)
1

1
1 ( 1)

1 0 0

( ,..., , ) ( )
( 1) ( ) ( ))

n n
km n l

p p l pl l n l
n t t tl n k i

k l p

L x x x x x
C С D D D

xx

+ −
+

− + −
+ +

= = =

∂ ∂= − =
∂∂

∑ ∑ ∑  

( ) ( 1)
1

1
1 ( 1)

1 0 0

( ,..., , ) ( )
( 1) ( ) ( ))

n n
km n l

p p n pl l
n t tl n k i

k l p

L x x x x x
C С D D

xx

+ −
+

+ −
+ +

= = =

∂ ∂= − =
∂∂

∑ ∑ ∑  
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( ) ( 1)
1 1

1
1( 1)

1 0

( ,..., , ) ( )
( ) ( ) ( 1)

n n
km n n

p n p pl l
t t n ln k i

k p l p

L x x x x x
D D C С

xx

+ −
+ +

+ −
++

= = =

∂ ∂= − =
∂∂

∑ ∑ ∑                                (7) 

1 1 1
( 1)! ! ( 1)! ( 1 )!

!( 1 )! !( !) !( 1 )! ( )!( 1 ( ))!
p p l pl

n n n pl
n l n n p

C С C C
l n l p l p p n p l p n p l p

−
+ + + −

+ + + −= = =
+ − − + − − + − − −

            (8) 

Введем новую переменную m l p= −  и преобразуем последнюю сумму в выражении (7) с учетом 

соотношения (8): 

1 11 1

1 1 11 1 1 1
0 0

( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
n p n pn n

p p l p p pl l l m p m p m m
n n p n pn n p n nl

l p l p m m

C С C C C C C C
+ − + −+ +

− +
+ + − + −+ + − + +

= = = =
− = − = − = − −∑ ∑ ∑ ∑ .    (9) 

При 1p n= +  преобразуем выражение (9):  

1 1 ( 1)
1 1 1

1 1 1 ( 1)1
0 0

( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
n p n n

pp m m n n m m n
n p n n nn

m m

C C C C
+ − + − +

+ + +
+ − + + − ++

= =
− − = − − = −∑ ∑ . 

При 1p n< +  сумма в (9) равна:  

1 1
1 1

1 11 1 1
0 0

( 1) ( 1) ( 1) ( 1) 1 ( 1) (1 ( 1)) 0
n p n p

p p pp m m p m m n p m p n p
n p n pn n n

m m

C C C C C
+ − + −

+ − − + −
+ − + −+ + +

= =
− − = − − = − + − =∑ ∑ , 

то есть  

11
1

1 1 1

1, 1( 1) , 1
( 1) ( 1) , символ Кронекера

0, 10 , 1

nn
p p pl l n

n n nl
l p

p np n
C С

p np n

++
+

+ + +
=

 = +− = + − = = − δ δ = − 
< + < + 

∑ .    (10) 

Заменяем последнюю сумму 
1

1( 1)
n

pl l
n l

l p

C С
+

+
=

−∑  в формуле (6) полученным в (10) выражением: 

( ) ( 1)
1 1

1
1( 1)

1 0

( ,..., , ) ( )
( ) ( ) ( 1)

n n
km n n

p n p pl l
t t n ln k i

k p l p

L x x x x x
D D C С

xx

+ −
+ +

+ −
++

= = =

∂ ∂ − =
∂∂

∑ ∑ ∑  

( ) ( 1)
1

1 1
1( 1)

1 0

( ,..., , ) ( )
( ) ( )( 1)

n n
km n

p n p pn
t t nn k i

k p

L x x x x x
D D

xx

+ −
+

+ − +
++

= =

∂ ∂= − δ =
∂∂

∑ ∑  

( ) ( 1)
1

1 1
1( 1)

1 0

( ,..., , ) ( )
( ) ( )( 1)

n n
km n

p n p pn
t t nn k i

k p

L x x x x x
D D

xx

+ −
+

+ − +
++

= =

∂ ∂= − δ =
∂∂

∑ ∑  

( ) ( 1) ( ) ( 1)

1 ( 1)1 1 1 1 1
1( 1) ( 1)

1 1

( ,..., , ) ( ) ( ,..., , ) ( )
( ) ( )( 1) ( 1) ( )

n n n n
k km m

n nn n n n n
t t n tn k i n k i

k k

L x x x x x L x x x x x
D D D

x xx x

+ +− −
+ − ++ + + + +

++ +
= =

∂ ∂ ∂ ∂= − δ = −
∂ ∂∂ ∂

∑ ∑ . 

Таким образом, доказано равенство: 

( ) ( 1) ( 1) ( ) ( 1)
1

1 1
( 1) ( ) ( 1)

0 1 1

( ,..., , ) ( ) ( ,..., , ) ( )
( 1) ( ) ( 1) ( )

n n n k n n
kn m m

l l n n
t tn k l i n k i

l k k

L x x x x x L x x x x x
D D

xx xx

+ + +− −
+

+ +
+ +

= = =

∂ ∂ ∂ ∂− = −
∂∂ ∂∂

∑ ∑ ∑ .          (11)  
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Подставляя полученный в выражении (11) результат в сумму (4) и учитывая формулу (5), получим 

( ) ( 1) ( 1) ( ) ( 1) ( )
1

0 ( 1) ( ) ( ) ( )
1 0 1 0 0

( ,..., , ) ( ) ( ,..., , ) ( )
( 1) ( 1) ( ) ( 1) ( )

n n n k n n s ki m n m n n
l l l l

t tn k l i s k l i
k l k l s

L x x x x x L x x x x x
p n D D

x xx x

+ + +− −
+−

+
= = = = =

∂ ∂ ∂ ∂+ = − + − =
∂ ∂∂ ∂

∑ ∑ ∑∑ ∑  

( ) ( 1) ( 1)

1 1
( 1) ( )

1 1 0

( ,..., , ) ( ) ( ,..., ) ( )
( 1) ( ) ( ( 1) ( ))

n n n
k km m n

n n l l
t tn k i l j i

k k l

L x x x x x L x x x x
D D

x xx x

+ +− −
+ +

+
= = =

∂ ∂ ∂ ∂= − + − ⋅ =
∂ ∂∂ ∂

∑ ∑ ∑  

( ) ( 1) ( ) ( 1)

1 1
( ) ( 1)

1 0

( ,..., , ) ( ,..., , ) ( )
( ( 1) ( ) ( 1) ( ))

n n n n
km n

l l n n
t tl s n k i

k l

L x x x L x x x x x
D D

xx x

+ + −
+ +

+
= =

∂ ∂ ∂= − + − ⋅ =
∂∂ ∂

∑ ∑  

( ) ( 1)
1

0( )
1 0 1

( ,..., , ) ( ) ( )
( ( 1) ( )) ( 1)

n n
k sm n m

l l k
t l s i i

k l k

L x x x x x x x
D p n

x xx

+ − −
+

= = =

∂ ∂ ∂= − ⋅ = + ⋅
∂ ∂∂

∑ ∑ ∑ . 

Индуктивный переход для импульсов 0-го порядка ранга n  доказан.  

Для импульсов 1, 1

i

n np
−

+ +   порядка ( 1)n+  ранга ( 1)n+  имеем: 

( 1) ( 1)

1 ( 1) 0

1, 1 ( 1) ( 1)
0 0

( ,..., ) ( ,..., )
( 1) ( ) ( 1) ( )

n n

i n n
l l l l

t tn n l n i l n i
l l

L x x L x x
p D D

x x

+ +
− − − − − −+ − +−

+ + + + + +
= =

∂ ∂= − = − =

∂ ∂
∑ ∑  

( 1) ( 1)
( 1) ( )

1
0

(0 1) ( 1) ( ) ( 1)
1 0

( ,..., ) ( ,..., ) ( ,..., )
( 1) ( ) )

n n
n p j

m n
l
t n i n i p j n i

j p

L x x L x x L x x x
D

xx x x

+ +
+− − − − − −

+

+ + + +
= =

∂ ∂ ∂ ∂= − = = ⋅ =
∂∂ ∂ ∂

∑ ∑                     (12) 

( 1) ( 1)
1

1 1, 1( ) ( 1)
1 0 1 1

( ,..., ) ( ) ( ,..., ) ( ) ( )
)

n n
j j jm n m m

p j
n n np j i n j i i

j p j j

L x x x x L x x x x x x
p

x x xx x

+ +− − −
+

+ + +− + − −
= = = =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂= ⋅δ ⋅ = ⋅ = ⋅
∂ ∂ ∂∂ ∂

∑ ∑ ∑ ∑ . 

Так как в выражении (12) 

( )

( 1)
0

p j

n i

x

x
+

∂ ≡

∂

  для  0 p n≤ ≤ , а для  1p n= +  (по теореме 1): 

( 1)

1 ( 1)1 0
1( 1)

( ) ( ) ( )
n j

j j j
n nn

n t tn i i i i

x x x x x x x
С D D

x x xx

+ − − −
+ − ++

++ − − −
∂ ∂ ∂ ∂= ⋅ ⋅ = ⋅ =

∂ ∂ ∂∂

, 

то есть 

( )

1( 1)

0,0

( )
( )

, 1

p j
j

p
j nn i i

i

p n

x x x
x x

p n xx
x

−
−

++ −
−

≤ ≤


∂ ∂= = δ ⋅∂ = + ∂∂  ∂

,   
1,

символ Кронекера
0,

k
i

i k

i k

=δ = −
≠

. 

Индуктивный переход для импульсов n-го порядка  ранга n  доказан.  
Теорема доказана. 
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Из замечания 1 в начале работы следует 

Теорема 4. Если ( ) ( ( ))x x x→  – любая невырожденная замена  координат в базе многообразия mX  

расслоения 2n
mT X  для функции : p

mL T X → ℜ , тогда компоненты обобщенного импульса ранга n p≥  

порядка 0,k n=   
(2 ).

( )( , ,..., ), 1,
p k

i
kp n x x x i m

−
=   преобразуются как тензоры типа (0,1) (ковекторы) 

 
(2 ). (2 ) (2 ). .

1

( ) ( )
( )( , ,..., ) ( )( , ,..., ) ( )( , ,..., )

p k i jn p k p k
j ji

k k kj i
j

x x x x
p n x x x p n x x x p n x x x

x x

− − −

=

∂ ∂= ⋅ = ⋅
∂ ∂

∑ , 

0, , 1,k n i m= = . 
 

Из теоремы 4 следует корректность определения 2.               

Теорема 5.  Обобщенный импульс ранга  n  : { } { },( )i i
n k k nP p n p= =    

( )
(2 ).

, ( )
0

( ,..., )
( ) ( , ,..., ) ( 1) ( )

p
n kn k

i i l l
k k n t l k i

l

L x x
p n p x x x D

x

−−

+
=

∂= = −
∂

∑ , 0, , 1,k n i m= = , 

не зависит от выбора локальных координат ( )x  в базе mX   расслоения  p
mT X  n p≥  (обобщенный им-

пульс порядка 0,k n=  ранга n  является геометрическим инвариантом). 

Замечание 2.  Пусть : p
mL T X → ℜ .  При p n>  импульсы порядка 0,k n=  ранга n , вообще го-

воря, тензорами не являются. Для примера рассмотрим закон преобразования импульсов 0-го и 1-го по-

рядков ранга 1 :   

( )

( )
0

( ,..., )
( ) ( 1) ( )

p

i n k
l l

tk l k i
l

L x x
p n D

x

− − −
−−

+
=

∂= −

∂
∑ . 

 

По теореме 1:   

( ) ( )
1 1

0
.

( )
( ) ,  при 1( )

( ) ,

0 , 0

jk j k j
kj

k tk i
k ti i

i

x x
C D kx x x x

C D x
x x

x при k

−
− −


∂ ≥∂ ∂ ∂ = =  ∂

∂ ∂
∂  =

 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 0

0 ( 0) . ( ) .
0 0 1

( ,..., ) ( ,..., ) ( ,..., ) ( ,..., )
(1) ( 1) ( ) ( ) ( )

p p p
p k ji p m

l l
t t tl i i k j

l k ji i

L x x L x x L x x L x x x
p D D D

x xx x x

− − − − − − − − −
−−

+
= = =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂= − = − + = − +
∂ ∂∂ ∂ ∂

∑ ∑ ∑

( ) ( ) ( )

1 1
( ) ( )

0 1 1 1

( ,..., ) ( ,..., ) ( )
( ) ( )

p k j p
jp pm m

k
t k tk j i k j i

k j j k

L x x x L x x x x
D C D

x xx x

−
−

−
= = = =

∂ ∂ ∂ ∂+ = − −
∂ ∂∂ ∂

∑ ∑ ∑ ∑  

( ) ( )

1 1 0
( ) ( )

1 1 0 1

( ,..., ) ( ) ( ,..., ) ( )
( ( )) ( )

p p
j jp pm m

k k
k t t k tk j i k j i

j k k j

L x x x x L x x x x
C D D C D

xxx x

− −
−

−
= = = =

∂ ∂ ∂ ∂− + =
∂∂∂ ∂

∑ ∑ ∑ ∑  

( )

1 1
( )

1 1

( ,..., ) ( )
( ) ( )

p
jpm

k
t k tk j i

j k

L x x x x
D C D

xx

−
−

−
= =

∂ ∂= − −
∂∂

∑ ∑  
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( ) ( )

1 0
( ) ( )

1 1 0 1

( ,..., ) ( ) ( ,..., ) (
( ) ( )

p p
j jp pm m

k k
k t k tk j i k j i

j k k j

L x x x x L x x x x
C D C D

xxx x

− −

−
= = = =

∂ ∂ ∂ ∂− + =
∂∂∂ ∂

∑ ∑ ∑ ∑  

( ) ( )

1 0
( )

1 1 1

( ,..., ) ( ) ( ,..., ) ( )
( )( )

p p
j jpm m

k
t k kj i k j i

j j k

L x x x x L x x x x
D C C

x x xx

− −

−
= = =

∂ ∂ ∂ ∂= + − + −
∂ ∂ ∂∂

∑ ∑ ∑  

( )

1 1
( )

1 1

( ,..., ) ( )
( ) ( )

p
jpm

k
t k tk j i

j k

L x x x x
D C D

xx

−
−

−
= =

∂ ∂−
∂∂

∑ ∑ .                                                  (13) 

Видно, что при 1p =   выражение (13) является тензором:  

( ) ( )
( ) ( )

. .
1 1 1

( ,..., ) ( ) ( ,..., ) ( ) ( ,..., ) ( ,..., ) ( )
( ) ( ( ))

p p
p p

j j jm m m

t tj i i j i
j j ji i

L x x x x L x x x x L x x L x x x x
D D

x xx xxx x

− − − − − − − − −

−
= = =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂− = −
∂ ∂∂ ∂∂∂ ∂

∑ ∑ ∑ , 

а при 1p >   выражение (13) тензором не является, так как будут члены с ненулевой производной 

1 ( )
( )

j
p
t i

x x
D

x

−
−

−
∂

∂
  и 1 0 0, при 1k kC C p− + ≠ > . 

( ) ( )
( ) ( )

1 1

1 ( 1) . ( ) .
0 0 1

( ,..., ) ( ,..., ) ( ,..., )
(1) ( 1) ( )

p p
p k ji p m

l l
t l i k j

l k ji i

L x x L x x L x x x
p D

xx x x

− − − − − −
−−

+
= = =

∂ ∂ ∂ ∂= − = = =
∂∂ ∂ ∂

∑ ∑ ∑  

( )

1 1
( )

1 1

( ,..., ) ( )
( )

p
jp m

k
k tk j i

k j

L x x x x
C D

xx

−
−

−
= =

∂ ∂=
∂∂

∑ ∑ .                                                    (14) 

И в этом случае при 1p >   выражение (14)  тензором не является: будут члены с ненулевой произ-

водной 1 ( )
( )

j
p
t i

x x
D

x

−
−

−
∂

∂
.   

 

Замечание 3.  Пусть : n
mL T X → ℜ .  При p n>  импульсы порядка 0 k n< <  ранга n , вообще 

говоря, тензорами не являются. Для примера рассмотрим закон преобразования импульсов 1-го поряд-

ка ранга 2 :   

( )

( )
0

( ,..., )
( ) ( 1) ( )

n

i n k
l l

tk l k i
l

L x x
p n D

x

− − −
−−

+
=

∂= −

∂
∑ . 

.. . .. . ..
2 1

0 1
1 1,2 ( 1) . ..

0

( ,..., ) ( , , ) ( , , )
(2) ( 1) ( ) ( ) ( )

i i
l l

t t tl i
l i i

L x x L x x x L x x x
p p D D D

x x x

− − − − − −
−− −

+
=

∂ ∂ ∂= = − = − =

∂ ∂ ∂

∑  

. .. ... .. . .. . ..

. . .. . .. ..
1 1

( , , ) ( , , ) ( , , )
( ) ( )

k k km m

t
k kk i k i k i

L x x x x L x x x x L x x x x
D

x x xx x x
= =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= + − =

∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂

∑ ∑  
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. .. . .. . ..

1 1 1 1 2 1 2 2 2
1 2 2. .. ..

1 1

( , , ) ( , , ) ( , , )
( ( ) ( )) ( ( ))

k k km m

t t t ti i i
k kk k k

L x x x x L x x x x L x x x x
C D C D D C D

x x x
x x x

− − −

= =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂= + − =
∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂

∑ ∑  

. .. . .. . ..

1 1
2. .. ..

1 1

( , , ) ( , , ) ( , , )
( ( )) ( )

k k km m

t ti i i
k kk k k

L x x x x L x x x x L x x x x
C D D

x x x
x x x

= =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂= + − =
∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂

∑ ∑  

. .. . .. . .. . ..

1 1
2. .. .. ..

1 1

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )
( ( )) ( ( ) ( ))

k k k km m

t t ti i i i
k kk k k k

L x x x x L x x x x L x x x x L x x x x
C D D D

x x x x
x x x x

= =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= + − + =
∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂

∑ ∑  

. .. . .. . ..

1
2. .. ..

1 1

( , , ) ( , , ) ( , , )
( ( )) ( )( 1)

k km m

t ti i
k kk k k

L x x x L x x x x L x x x x
D D C

x x
x x x

= =

∂ ∂ ∂ ∂= − + −
∂ ∂∂ ∂ ∂

∑ ∑ .                     (15) 

Для первой суммы в выражении (15) выполнен тензорный закон преобразования, а для второй –

нет. Поэтому импульс 1(2)
i

p
−

 не является тензором. 

Замечание 4. Пусть 2: mL T X → ℜ  ( 2)p n= = . Для иллюстрации утверждения теоремы 3 рас-

смотрим закон преобразования импульсов 0-го и 2-го порядка ранга 2 : 

( )

( )
0

( ,..., )
( ) ( 1) ( )

n

i n k
l l

tk l k i
l

L x x
p n D

x

− − −
−−

+
=

∂= −

∂
∑ . 

.. . .. . .. . ..
2 0

0 1 2
0 0,2 ( 0) . ..

0

( ,..., ) ( , , ) ( , , ) ( , , )
(2) ( 1) ( ) ( ) ( ) ( )

i i
l l

t t t tl i i
l i i

L x x L x x x L x x x L x x x
p p D D D D

xx x x

− − − − − − − −
−− −

+
=

∂ ∂ ∂ ∂= = − = − + =
∂∂ ∂ ∂

∑  

. .. .. .. . .. . .. . ..

1
. .. . .

1 1

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )
( ) (

k k k km m

tk i i i
k kk k k i

L x x x x L x x x x L x x x x L x x x x
D

x x x x
x x x x

= =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= + + − +
∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂

∑ ∑  

.. ... .. . .. . .. . ..

2 0 1 0
1.. . .. .. .

1 1

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )
) ( ) ( ( )

k k k km m

t tk i i
k kk i k i k

L x x x x L x x x x L x x x x L x x x x
D C D

x x x
x x xx x

−

= =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ + = + +
∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂∂ ∂

∑ ∑  

. .. . .. . ..

0 2 0 1 1 1 1 1 1
2 1 1.. . .

1 1

( , , ) ( , , ) ( , , )
( )) ( ( )) ( ( ))

k k km m

t t t t ti i i
k kk k k

L x x x x L x x x x L x x x x
C D D C D D C D

x x x
x x x

− − −

= =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ − − −
∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂

∑ ∑  

. .. . ..

1 2 1 1 2 1
2 2.. ..

1 1

( , , ) ( , , )
( ) ( ) ( ( ))

k km m

t t t ti i
k kk k

L x x x x L x x x x
D C D D C D

x x
x x

− −

= =

∂ ∂ ∂ ∂− − +
∂ ∂∂ ∂

∑ ∑  

. .. . .. . ..

2 2 2 2 1 1 1
2 1.. .

1 1

( , , ) ( , , ) ( , , )
(( ) ( ) ( ( ) ( ))

k k km m

t t t ti k i i
k kk k

L x x x x L x x x x L x x x x
D C D D C D

xx x x
x x

− −

= =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ = − +
∂∂ ∂ ∂∂ ∂

∑ ∑  
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. .. . .. . ..

0 1 0 0 2 0 1 1 1
1 2 1. .. .

1

( , , ) ( , , ) ( , , )
( ) ( ) ( ( ))

k k km

t t t ti i i
k k k k

L x x x x L x x x x L x x x x
C D C D D C D

x x x
x x x

− − −

=

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ + − −
∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂

∑             (16) 

. .. . ..

1 2 1 1 2 1
2 2.. ..

1 1

( , , ) ( , , )
( ) ( ) ( ( ))

k km m

t t t ti i
k kk k

L x x x x L x x x x
D C D D C D

x x
x x

− −

= =

∂ ∂ ∂ ∂− − +
∂ ∂∂ ∂

∑ ∑                            (17) 

. .. . .. . ..

2 2 0 1 1 1 0 0 2
2 2 2.. .. ..

1

( , , ) ( , , ) ( , , )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ))

k k km

t t t t t ti i i
k k k k

L x x x x L x x x x L x x x x
C D D C D D C D D

x x x
x x x

=

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ + + =
∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂

∑         (18) 

. .. . .. . ..

2
0. ..

1 1

( , , ) ( , , ) ( , , )
( ( ) ( )) (2)

k km m
k

t tk i i
k kk k

L x x x L x x x L x x x x x
D D p

x x x
x x

= =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂= − + =
∂ ∂ ∂∂ ∂

∑ ∑                         (19) 

Равенство (19) получено, так как разность первого и последнего слагаемых в выражении (16) рав-

на 0:   
. .. . ..

0 1 0 1 1 1
1 1. .

( , , ) ( , , )
( ) ( ( ) 0,

k k

t t ti i
k k

L x x x x L x x x x
C D D C D

x x
x x

− −∂ ∂ ∂ ∂− =
∂ ∂∂ ∂

 сумма среднего в (16), последнего в (18) 

минус последнее  в (17) равна 0: 

. .. . .. . ..

0 2 0 0 0 2 1 2 1
2 2 2.. .. ..

( , , ) ( , , ) ( , , )
( ) ( ) ( ) ( ( ) 0,

k k k

t t t t ti i i
k k k

L x x x x L x x x x L x x x x
C D C D D D C D

x x x
x x x

− −∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ − =
∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂

 

второе в выражении (18) минус первое в (17): 

. .. . ..

1 1 1 1 2 1
2 2.. ..

( , , ) ( , , )
( ) ( ) ( ) ( ) 0

k k

t t t ti i
k k

L x x x x L x x x x
C D D D C D

x x
x x

−∂ ∂ ∂ ∂− =
∂ ∂∂ ∂

. 

.... .. . ..
2 2

2 2,2 ( 2) .. .. ..
0 1

( ,..., ) ( ,..., ) ( , , )
(2) ( 1) ( )

i i km
l l

t l i
l ki k i

L x x L x x L x x x x
p p D

x x x x

− − − −
−− −

+
= =

∂ ∂ ∂ ∂= = − = = =

∂ ∂ ∂ ∂

∑ ∑  

. ..

2..
1 1

( , , )
(2)

k km m
k

i i
k kk

L x x x x x
p

x x
x

= =

∂ ∂ ∂= =
∂ ∂∂

∑ ∑                                             (20) 

Равенство (19), (20) являются тензорным законом преобразования, то есть утверждение теоремы 3 
проверено при 2 0,2n k= = . 
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THE PRINCIPLE OF GENERAL IMPULSE TRANSFORMATION 
 

S. EHILEVSKY, O. GOLUBEVA, D. PASTUHOV, Y. PASTUHOV 
 

The paper introduced the concept of the generalized pulse rank n  { } { },( ) ,i i
n k k nP p n p= =  

1, ,  0i m k n= ≤ ≤ , which is a generalization of pulses in the transformation Ostrogradsky 
2 2( ) :   n n

L m mF x T X T X→ ,  induced non-degenerate Lagrangian : n
mL T X → ℜ . 

Studied the law of transformation of order 0,k n=   component pulses rank n   at change of coordinates 

in the base mX  of the bundle n
mT X , they transform as a tensor of type (0,1) (covectors): 

(2 ). (2 ) (2 ). .

1

( ) ( )
( )( , ,..., ) ( )( , ,..., ) ( )( , ,..., )

r k i jm r k r k
j ji

k k kj i
j

x x x x
p n x x x p n x x x p n x x x

x x

− − −

=

∂ ∂= ⋅ = ⋅
∂ ∂

∑ , 

min( , ), 0, , 1, .r n p k n i m= = =  

Keywords: Euler-Lagrange equation, smooth manifolds, fiber space velocities, the momentum of the 
system, the transformation Ostrogradsky nondegenerate function. 
 


