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Рассмотрены четыре типа граничных задач (в напряжениях, перемещениях, смешанные граничные 
условия и граничные условия в виде распределения температурного поля на стенках цилиндра) для тол-
стостенного кругового цилиндра. В каждом из случаев представлены формулы определения напряжен-
ного состояния стенки цилиндра и ее радиальных перемещений. Для каждого типа граничных задач при-
менена теория состояния объемной повреждаемости и получены в замкнутом виде формулы для вычис-
ления опасных объемов и интегральной повреждаемости в зависимости от величин давлений, смещений 
и температур, приложенных к внутренней и внешней стенкам толстостенного цилиндра. Показатели 
повреждаемости толстостенного цилиндра можно использовать при проектировании и разработке 
технических систем, в которых цилиндрические элементы подвергаются циклическому нагружению. 
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Введение. В современной инженерной практике проектирования и разработки технических объек-
тов толстостенные цилиндры имеют самое широкое распространение в силу простоты их изготовления 
любых размеров (диаметра, толщины стенки, длины) и практически из любых материалов. Материал из-
готовления может быть как однородным изотропным, так и анизотропным, а также многослойным компо-
зитом, в зависимости от тех условий, в которых предполагается эксплуатация систем, содержащих толсто-
стенные цилиндры. 

Многие системы работают в условиях гармонического или случайного (пульсирующего) цикличе-
ского нагружения силовым и/или температурным полем, например, газо- и нефтепроводный транспорт, си-
стемы жидкостного охлаждения, военная техника, резервуары и проч. Кроме того, цилиндры могут эксплу-
атироваться в агрессивных средах, в которых материал стенки подвергается коррозионному разрушению. 

Первые подходы к расчету напряженно-деформированного состояния толстостенных цилиндров 
были предприняты достаточно давно и на данный момент получены некоторые точные решения по расчету 
напряжений и деформаций в стенке цилиндра [1]. В настоящее время предпринимаются активные попытки 
разработки механико-математических моделей прогнозирования предельных состояний и ресурса работы 
цилиндров. В многом подходы к построению данных моделей являются эмпирическими и полуэмпириче-
скими, основанными на опыте эксплуатации подобных систем [2–4]. 

1. Граничная задача для толстостенного цилиндра в напряжениях. Граничная задача для тол-
стостенного цилиндра была рассмотрена Г. Ламе и им же впервые было получено аналитическое решение 

для описания напряженно-деформированного состояния цилиндра. Радиальные r  и окружные напряже-

ния  , возникающие в толстостенном круговом цилиндре, определяются соответственно по формулам [2]: 
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где E и µ – упругие постоянные; 
r1 и r2 – внутренний и внешний радиусы кругового цилиндра соответственно; 
A и B – постоянные, которые определяются из граничных условий. 
Радиальное смещение точек стенки цилиндра определяется по формуле 

 
B
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= + . (2) 

Хорошо известно решение, когда на внутренней поверхности цилиндра действует внутреннее дав-
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2. Повреждаемость и ее численное определение. В общем случае повреждаемость характеризу-

ется тремя параметрами [3]: 

− опасным объемом  

 
( )*lim

V dV



=  ; (4) 

− локальной повреждаемостью в точке среды () 
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
 =


; (5) 

− интегральной повреждаемостью всей среды () 
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Опасным объемом будем называть объем рассматриваемой среды, в каждой точке которой дей-

ствующие напряжения  превышают предельные напряжения 
( )*lim

 . Считая, что действующие напря-

жения  определяются функцией радиус-вектора x, т.е. ( )f x = , при вычислении опасного объема при-

ходим к неравенству 

 ( ) ( )*lim
f x =   . (7) 

Таким образом, опасный объем – это множество точек, действующие напряжения в которых удо-

влетворяют неравенству (7). 

В качестве относительной интегральной повреждаемости может быть использовано отношение 

опасного объема к рабочему Vk [4] 
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V
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Соответственно, простейшие функции накопления повреждаемости во времени для единицы объ-

ема и всего опасного объема будут иметь вид 
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Для интегральной оценки повреждаемости могут быть использованы показатели средней по объему 

повреждаемости и ее изменения во времени 
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Функции (4)–(10) позволяют анализировать объемную повреждаемость систем в различных про-

странственных областях и во времени. 

3. Повреждаемость толстостенного цилиндра при действии внутреннего и внешнего давления. 

Рассмотрим повреждаемость цилиндра при приложении к нему внутреннего и наружного давления.  

Для сокращения математических выражений введем следующие обозначения: 
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При приложении к цилиндру давления первоначальное разрушение происходит на внутренней по-

верхности цилиндра, где возникают максимальные растягивающие (окружные) напряжения max

 . Особую 

опасность представляют случаи, когда на поверхностях цилиндра имеются дефекты и трещины, ориенти-

рованные вдоль оси цилиндра [5]. Величина максимальных окружных напряжений c учетом (11) равна 
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Вычислим по формулам (4) и (6) опасный объем и повреждаемость цилиндра, используя первую 

теорию предельных напряжений, т.е. для случая, когда 
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Опасный объем 

 ( )
lim

1

2 2

lim 12

r

r

V l rdr l r r=  =  − , (14) 

где l – длина нагруженной части цилиндра. 

Повреждаемость согласно формуле (6) 
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Таким образом, исходя из теории максимальных растягивающих напряжений, в случае напряженно-

деформированного состояния толстостенного цилиндра, определяемого формулами (3), повреждаемость 

описывается выражениями (14) и (15). 

4. Граничные условия в перемещениях и повреждаемость. Рассмотрим напряженно-деформиро-

ванное состояние толстостенного кругового цилиндра в случае, когда граничные условия заданы в пере-

мещениях. Предположим, что к внутренняя стенка цилиндра смещена на величину u1, а наружная –  

на величину u2, т.е. граничные условия имеют вид 
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Для определения напряженного состояния толстостенного цилиндра в случае, когда граничные 

условия заданы в перемещениях, используем решение (2). Тогда 1 1
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Подставляя (17) в формулы (1), получим выражения для определения радиального и окружного 

напряжения 
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Введя обозначения 

 1 1 2 2

1 2 2

1 2

,
1

ru r uE
D

r r

−
= 

− −
 

( )1 2 1 2 2 1

2 2 2

1 2

,
1

r r ru r uE
D

r r

−
= 

+ −
 (19) 



ФУНДАМЕНТАЛЬНЫЕ НАУКИ. Физика № 4 

67 

для вычисления опасного объема и повреждаемости толстостенного цилиндра можно воспользоваться форму-

лами (13)–(15), подставив вместо постоянных С1 и С2 выражения для D1 и D2 из (19). Тогда 
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5. Смешанные граничные условия и повреждаемость. В ряде практических задач, например, при 

исследовании составных толстостенных цилиндров, граничные условия можно задать в смешанном виде. 

Рассмотрим два случая задания граничных условий в напряжениях и перемещениях: 

1) на внутренней поверхности цилиндра действует давление p1, а внешняя поверхность смещена 

на величину u2, т.е.  
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2) внутренняя поверхность цилиндра смещена на величину u1, а на внешней поверхности дей-

ствует давление p2, т.е.  
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Решая систему уравнений (1), (2), получим следующие выражения для коэффициентов A и B: 
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где набор индексов    , 1,2i j =  для случая граничных условий (21.1) и    , 2,1i j =  для случая гранич-

ных условий (21.2). 

Введем следующие обозначения: 
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Учитывая обозначения (22), объем можно определить по формуле (13), где 
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F
r

F
=

 −
. 

Аналогичным образом можно получить и формулу для вычисления повреждаемости кругового тол-

стостенного цилиндра 
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1 lim 1 2*lim
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2 ln
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F r r F
r

 
 = − + 
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6. Повреждаемость цилиндра в температурном поле. Как уже было отмечено во введении, тол-

стостенные цилиндры, входящие в состав различных технических объектов, зачастую, кроме силового 

нагружения, подвергаются воздействию температурных полей. Рассмотрим вопрос определения повре-

ждаемости цилиндра в стационарном температурном поле. Предположим, что внутренняя стенка круго-

вого толстостенного цилиндра нагрета до температуры T1, а внешняя − до температуры T2. Введем обозна-

чение для разности температур на стенках цилиндра 1 2T T T = − . 
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Одним из самых простых способов определения температуры в стенке цилиндра является предпо-
ложение, что температурное поле линейно в зависимости от радиуса. Используя линейную интерполяцию 
для значений T1 и T2, получим следующий закон распределения 

 ( ) 2

2 1

r r
T r T

r r

 −
=

−
. (24) 

Для линейного закона распределения температурного поля (24) по стенке кругового цилиндра и при 
отсутствии внутреннего и внешнего давлений окружное напряжение определяется по формуле [10] 
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где E – модуль упругости; 

 – коэффициент Пуассона; 
α – температурный коэффициент линейного расширения. 
Для определения показателя интегральной повреждаемости воспользуемся формулой (6). Тогда 
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После подстановки формулы (25) в последнее выражение, интегрирования и элементарных преоб-
разований выражение для вычисления интегральной повреждаемости примет вид 
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Иногда принимают, что в толстостенных цилиндрах температура изменяется по логарифмическому 
закону, устанавливаемому теорией теплопередачи [11; 12]: 
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В данном случае, при отсутствии внешнего и внутреннего давления на стенки цилиндра, окружное 
напряжение определяется по формуле [10] 

 

( )

2 2

2 1 2 2

2 2 2
2 12 1

1

1 ln 1 ln

2 1 ln

r r r rE T

r r rr r r

r





  
 = − − +  

−   −

. (27) 

Интегрирование последнего выражения позволяет определить показатель интегральной поврежда-
емости участка цилиндра длиной l 
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. (28) 

Отметим, что в обоих случаях стационарного распределения температурного поля по стенке круго-

вого толстостенного цилиндра опасный объем можно определить по формуле (14). Величина радиуса limr  

в формулах (26) и (28) определяется из неравенства 
( )*lim

   , т.е. превышения действующих окружных 

напряжений, вызванных температурным полем некоторой выбранной предельной величины. Для линей-

ного закона распределения температуры по стенке цилиндра предельный радиус limr  определяется из не-

равенства для выражения (25), для логарифмического закона − из неравенства для выражения (27). Для 
решения получившегося неравенства можно использовать один из известных численных методов решения 
нелинейных алгебраических уравнений. 

Заключение. При анализе повреждаемости твердого тела по формулам (4)−(6) получить аналити-
ческие выражения в большинстве случаев затруднительно в силу сложности выражений для напряжений 
и/или в силу невозможности определения геометрической формы опасного объема. В таких ситуациях  
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используют численные подходы к вычислению и анализу повреждаемости твердого тела [9]. В случае 
напряженного состояния толстостенного кругового цилиндра опасный объем также имеет форму круго-
вого цилиндра. При анализе повреждаемости по первой теории предельных напряжений выражения (4)  
и (6) можно проинтегрировать и получить формулы для вычисления показателей опасного объема и инте-
гральной повреждаемости в замкнутом виде. 

В работе были рассмотрены задачи вычисления опасного объема и интегральной повреждаемости 

для четырех типов граничных условий (в напряжениях, в перемещениях, смешанные граничные условия 

и граничные условия в виде распределения температурного поля на стенках цилиндра). Во всех четырех 

случаях величина опасного объема определяется по формуле (14). Величина интегральной повреждаемо-

сти толстостенного цилиндра вычисляется по формулам (15), (20) и (23) для случая силового нагружения, 

а в случае температурного нагружения – по формулам (26) или (28) в зависимости от принятого закона 

распределения температуры по стенке цилиндра. 

Теоретические показатели повреждаемости толстостенного цилиндра можно использовать при про-

ектировании и разработке технических систем, в которых цилиндрические элементы подвергаются сило-

вому и/или температурному циклическому нагружению. 
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DAMAGEABILITY OF A THICK WALL CYLINDER  

FOR DIFFERENT TYPES OF BOUNDARY CONDITIONS 

D. MARMYSH 

The paper considers four types of boundary value problems (in stresses, displacements, mixed boundary 

conditions and boundary conditions in the form of a temperature field distribution on the cylinder walls) for  

a thick-walled circular cylinder. In each case, formulas for determining the stress state of the cylinder wall and 

its radial displacements are presented. For each type of boundary value problem, the theory of the state of volu-

metric damageability is applied and closed formulas for calculating dangerous volumes and integral damage are 

obtained depending on the pressure and displacements applied to the inner and outer walls of a thick-walled 

cylinder. Damageability indicators of a thick-walled cylinder can be used in the design and development of tech-

nical systems in which cylindrical elements are subjected to cyclic loading. 

Keywords: thick-walled cylinder, stress-strain state, boundary problems, damageability, dangerous volume. 


