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Предложен алгоритм прогонки в матричной форме с шестым порядком погрешности для решения 

уравнения Пуассона на прямоугольнике за конечное число арифметических операций. Аналитическим при-

мером и программой, использующей данный алгоритм, подтвержден шестой порядок погрешности.  

В теореме 1 доказана монотонность матриц с диагональным преобладанием, у которых элементы глав-

ной диагонали отрицательны (положительны), а недиагональные положительны (отрицательны).  

В теореме 2 получена верхняя оценка бесконечной нормы обратной к монотонной матрице. В теореме 3 

получены достаточные условия корректности предложенного алгоритма. Показано, что быстродей-

ствие данного алгоритма в десятки раз выше быстродействия алгоритма решения уравнения Пуассона 

на прямоугольнике методом простой итерации с той же формулой аппроксимации с шестым порядком 

погрешности. 

Ключевые слова: метод прогонки в блочной форме, диагональные матрицы, монотонные мат-

рицы, обратные задачи математической физики, численные методы, уравнение Пуассона, трансляция 

аналитического решения в численный массив.  

Введение. Матрицы и матричные уравнения специального типа применяются во многих разделах 

прикладной математики. В квантовой механике динамика частиц со спином определяется матрицами ква-

тернионов (полукватернионов) [1; 2]. Уравнение Пуассона на прямоугольнике (параллелепипеде) можно 

решить методом прогонки [3; 4; 5; 6; 10; 12; 13; 19]. Алгебраический метод прогонки совместно с форму-

лой простой итерации [5] является приближенным методом, так как число итераций не ограничено,  

но имея формулу аппроксимации уравнения Пуассона с шестым порядком погрешности, можно значи-

тельно снизить погрешность и время вычислений [5]. В данной работе рассмотрен метод прогонки в мат-

ричной форме для численного решения уравнения Пуассона за конечное число арифметических операций. 

Идея работы частично основана на идее статьи [10], а также на идее модификации краевых столбцов  

и строк в матрице правой части уравнения Пуассона с шестым порядком аппроксимации [5]. Однако  

в работе [10] и в данной работе возможно обобщение задачи, то есть решение уравнения Пуассона на пря-

моугольной сетке 1 2n n  с квадратными ячейками 1 2h h h= = , но матрицы коэффициентов А, В при этом 

по-прежнему квадратные 1 1n n . Этот эффект мы назвали эффектом прямоугольной шахты, в которой пе-

ремещается квадратная кабина лифта (квадратные матрицы А, В 1 1n n ) в направлении 2n , минимальное 

перемещение 1 2h h h= =  (перемещение поперек шахты не разрешается). Возможны ситуации 1 2 ,n n  

1 2n n  – длина шахты как больше размера кабины, так и меньше. Получены достаточные условия кор-

ректности предложенного алгоритма, теоремы 1, 2, 3. Метод можно использовать в численных задачах 

математической физики [15; 16; 17], а также в двумерных задачах гидродинамики, система уравнений ко-

торых содержит уравнение Пуассона от функции тока, где правая часть – функция вихря  = −  [20]. 

Постановка задачи. Рассмотрим краевую задачу Дирихле для уравнения Пуассона на прямоугольнике 

с неизвестной функцией ( , )u x y  с неоднородными граничными условиями [ , ]y c d , [ , ]x a b  ( 1( )y , 

2 ( )y , 3 ( )x , 4 ( )x , [ , ]x a b , [ , ]y c d ): 

 
1 2 3 4

( , ),  ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( ),  ( , ) ( ),  ( , ) ( ),  ( , ) ( ),  [ , ],  [ , ]

xx yyu u f x y x y D a b c d

u a y y u b y y u x c x u x d x x a b y c d

+ =  = 


=  =  =  =    .
 (1) 



ФУНДАМЕНТАЛЬНЫЕ НАУКИ. Математика № 4 

79 

Дифференциальной задаче (1) сопоставим разностную задачу (2), в которой два параметра h1, h2 – 

шаги равномерной сетки по координатным осям x, y соответственно [4, с. 102]: 

( )

( )

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
1 2

1 1 2 2

, 1 1 2 2 1 2

1 2

, , : , 1, 1, , 1, 1

, : , 0, , , 0, , ,
h h

h h h h h h h h h h h n h m

h h h h h h h h h h h n h m

L u f x y D x x a nh n n y y c mh m n

b a d c
l u x y x x a nh n n y y c mh m n h h

n n

 =   = + = −  = + = −

 − −

=    = + =  = + = = =


,
 (2) 

где 
1 2h hu  – неизвестная сеточная функция, решение задачи (2).  

Отметим, что максимальный порядок аппроксимации разностной задачей (2) дифференциальной 

задачи (1) зависит от вида разностного оператора 
1 2h hL , то есть, прежде всего, от числа узлов в шаблоне  

и симметрии шаблона. Можно получить шестой порядок аппроксимации задачи (1) задачей (2) на девяти-

точечном шаблоне с равными шагами сетки [5; 6] 
1 1h h h= = . Краевой разностный оператор 

1 2
1h hl    

в задаче Дирихле (2) – единичный. В работе [5, с. 73, формула (32] нами получено разностное уравнение (2) 

с шестым порядком погрешности для девятиточечного шаблона c центральным узлом ,m nu : 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

, 1, 1, , 1 , 1 1, 1 1, 1 1, 1 1, 12

2
4 4 44 6

, 1 2

1 10 2 1

3 3 6

1 1
, 1, 1,  1, 1

12 360 90

m n m n m n m n m n m n m n m n m n

m n xx yy x y xxyy

u u u u u u u u u
h

h
f f f h f f f O h n n m n

− + − + − − + − − + + +

− 
+ + + + + + + + = 

 

 
= + + + + + + = − = − 

 
.

 (3) 

Покажем, что разностное уравнение (3) можно получить из рекуррентного разностного матричного 

уравнения второго порядка. Определим матрицы A, B:  

 ,

10 2
0 ... 0

3 3

2 10 2
0.... 0

3 3 3

2 10 2
0 00...

3 3 3

2 10 2
0 0...

3 3 3

2 10
0 0... 0

3 3

m nA a

 
− 
 
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 
 
 −
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 
 
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 
 
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,     ,
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0 ... 0
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1 2 1
0 00...
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1 2 1
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 
 
 
 
 
 
 
 = =
 
 
 
 
 
 
  

; 

 

1 1

,

10
, ; 1, 1, 1, 1

3

2
, 1 1

3

0, 2 2

m n

m n m n n n

a m n m n

m n m n


− = = − = −


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

 +   −



,

     

1 1

,

2
, ; 1, 1, 1, 1

3

1
, 1 1

6

0, 2 2

m n

m n m n n n

b m n m n

m n m n


= = − = −




= = +  = −


 +   −

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,

 (4) 

где А, В – квадратные симметрические трехдиагональные матрицы Теплица ранга 
1 1n − . Перепишем 

уравнение (3) в эквивалентном виде:  

 ( ) ( ), 1, 1, , 1 , 1 1, 1 1, 1 1, 1 1, 1

10 2 1

3 3 6
m n m n m n m n m n m n m n m n m nu u u u u u u u u− + − + − − + − − + + +

−
+ + + + + + + + =  

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
4

4 4 42 6 8

, , 2 1

1 1
, 1, 1, 1, 1

12 360 90
m n m n xx yy x y xxyy

h
F f h f f h f f f O h m n n n

 
=  + + + + + + = − = − 

 
. (5) 
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Если 
1 1, ,m m mu u u− +

 вектор-строки матрицы решения ранга ( ) ( )2 11 1n n−  − , то уравнение (5) эквива-

лентно уравнению (6): 

 
1 1 11 1 1

1 1 , , 1 , , , , 1 , 1 2

1 1 1

, 2, 2, 2, 2
n n n

Т Т Т Т Т Т Т Т

m m m m s k k m s k k m s k k m s m

k k k

Bu Au Bu F b u a u b u F s n m n
− − −

− + − +

= = =

+ + =  + + = = − = −     

 
1 1 11 1 1

, 1, , , , 1, , , 1 1, 1 , 1, , 1 1, 1

1 1 1

n n n

s k m k s k m k s k m k m s s s m s s s m s s s m s

k k k

b u a u b u F b u b u b u
− − −

− + − − − − + − +

= = =

 + + =  + + +    

 , 1 , 1 , , , 1 , 1 , 1 1, 1 , 1, , 1 1, 1 , 1 2, 2, 2, 2, 2s s m s s s m s s s m s s s m s s s m s s s m s m sa u a u a u b u b u b u F s n m n− − + + − + − + + + ++ + + + + + = = − = − . (6) 

Учитывая (4), при s = n из (6) получим  

 1, 1 1, 1, 1 , 1 , , 1

1 2 1 2 10 2

6 3 6 3 3 3
m n m n m n m n m n m nu u u u u u− − − − + − ++ + + − + + 1, 1 1, 1, 1 ,

1 2 1

6 3 6
m n m n m n m nu u u F+ − + + ++ + = .  

Группируя слагаемые с одинаковыми коэффициентами в последнем уравнении, имеем  

 ( ) ( ), 1, 1, , 1 , 1 1, 1 1, 1 1, 1 1, 1 ,

10 2 1

3 3 6
m n m n m n m n m n m n m n m n m n m nu u u u u u u u u F− + − + − − − + + − + +− + + + + + + + + = ,  

1 22, 2, 2, 2n n m n= − = − , где ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
4

4 4 42 6 8

, ,

,

1 1

12 360 90
n m

m n m n xx yy x y xxyy

x x y y

h
F f h f f h f f f O h

= =

 
= + + + + + + 

 
. 

Последнее уравнение эквивалентно уравнению (5) на внутренних узлах. Уравнение 

1 1

Т Т Т Т

m m m mBu Au Bu F− ++ + =  при 1.m =  
2 1n −  имеет смысл, если положить 

2 2 21 2 1 2 1 1,Т Т Т Т Т Т

n n nAu Bu F Bu Au F− − −+ = + = . 

В результате запишем систему матричных уравнений, в которой матрицы А, В определены формулой (4): 

 

2 2 2

1 2 1

1 1 2

2 1 1

, 2, 2

Т Т Т

Т Т Т Т

m m m m

Т Т Т

n n n

Au Bu F

Bu Au Bu F m n

Bu Au F

− +

− − −

 + =



+ + = = −


+ =

. (7) 

Черта в системе уравнений (7) означает, что правая часть формулы (7), вообще говоря, не совпадает 

с правой частью формулы (5) в граничных узлах. В системе уравнений (7) квадратная матрица решений 

um,n имеет ранг (n2 – 1)(n1 – 1), ее можно расширить до ранга (n2 + 1)(n1 + 1), используя граничные условия 

из постановки задачи (1), то есть  

 
1 2,0 1, , 2, 0, 3, , 4, 2 1,  ,  ,  ,  0, ,  0,m m m n m n n n n nu u u u m n n n=  =  =  =  = = . (8) 

С учетом системы уравнений (7), краевых условий (8) формула (5) имеет теперь смысл при всех

2 11, 1, 1, 1m n n n= − = − . Рассмотрим первое уравнение системы (7) в угловом узле равномерной сетки с ин-

дексами (m = s = 1, n = 1):  

( )1,1 1,1 1,2 1,2 1,1 2,1 1.2 2,2 1,1 1,1 1,2 2,1 2,2 1,1 2,1 1,2 2,2 1,1

10 2 2 1 10 2 1

3 3 3 6 3 3 6
a u a u b u b u F u u u u u u u u F

− −
+ + + =  + + + = + + + = . (9) 

В правой части уравнения (9) стоит черта, так как правая часть (9) отличается от уравнения (5): 

 ( ) ( ) ( ) ( )1,1 2,1 1,2 1,0 0,1 2,2 0,2 2,0 0,0 1,1 1,0 0,1 0,2 2,0 0,0 1,1

10 2 1 2 1

3 3 6 3 6
u u u u u u u u u F u u u u u F

−
+ + + + + + + + = + + + + +    

 ( ) ( )1,1 1,0 0,1 0,2 2,0 0,0

2 1

3 6
F F u u u u u  − + − + + .  
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Аналогично, для трех остальных узлов имеем 

 

( ) ( )

( ) ( )

( )

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2

1, 1 2, 1 1, 2 1, 0, 1 2, 2 0, 2 2, 0, 1, 1

1, 1 1, 1 1, 0, 1 0, 2 2, 0,

1,1 2,1 1,2 1,0 ,1 2,2 ,2 2,

10 2 1

3 3 6

2 1

3 6

10 2 1

3 3 6

n n n n n n n n n n

n n n n n n n

n n n n n n n n

u u u u u u u u u F

F F u u u u u

u u u u u u u u

− − − − − − −

− − − −

− − − − − −

−
+ + + + + + + + =

 − + − + +

−
+ + + + + + +( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2 2 2 2 2 2

2 1 2 1 2 1 2 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1

2 1 2 1 2

0 ,0 1,1

1,1 1,1 1,0 ,1 ,2 2,0 ,0

1, 1 2, 1 1, 2 1, , 1 2, 2 , 2 2, , 1, 1

1, 1 1, 1

2 1

3 6

10 2 1

3 3 6

2

3

n n

n n n n n n n

n n n n n n n n n n n n n n n n n n n n

n n n n n

u F

F F u u u u u

u u u u u u u u u F

F F u

−

− − − −

− − − − − − − − − − − − − −

− − − −

+ =

 − + − + +

−
+ + + + + + + + =

 − ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 2 1 2 1 2 1 2 11, , 1 , 2 2, ,

1,1 2,1 1,2 1,0 0,1 2,2 0,2 2,0 0,0 1,1

1,1 1,1 1,0 0,1 0,2 2,0 0,0

1

6

10 2 1

3 3 6

2 1

3 6

n n n n n n n n nu u u u

u u u u u u u u u F

F F u u u u u

− − − −
















 + − + +

−

+ + + + + + + + =



 − + − + +


,

 (10) 

где ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
4

4 4 42 6 8

, ,

,

1 1

12 360 90
n m

m n m n xx yy x y xxyy

x x y y

h
F f h f f h f f f O h

= =

 
= + + + + + + 

 

. 

Рассмотрим второе уравнение системы (7) для узла с координатами (m = 2, n = s = 1), из (6) имеем: 

 , 1 1, 1 , 1, , 1 1, 1 , 1 , 1 , , , 1 , 1 , 1 1, 1s s m s s s m s s s m s s s m s s s m s s s m s s s m sb u b u b u a u a u a u b u− − − − + − + − − + + − + −+ + + + + + +  

 , 1, , 1 1, 1 ,s s m s s s m s m sb u b u F+ + + ++ + =  1,1 1,1 1,2 1,2 1,1 2,1 1,2 2,2 1,1 3,1 1,2 3,2 2,1b u b u a u a u b u b u F+ + + + + = 

 1,1 1,2 2,1 2,2 3,1 3,2 2,1

2 1 10 2 2 1

3 6 3 3 3 6
u u u u u u F + − + + + =  ( ) ( )2,1 1,1 2,2 3,1 1,2 3,2 2,1

10 2 1

3 3 6
u u u u u u F− + + + + + = . 

Добавляя тождественно несколько слагаемых к левой и правой части последнего уравнения до пол-
ноты формулы (5), получим 

 ( ) ( ) ( )2,1 1,1 2,2 3,1 2,0 1,0 3,2 1,2 3,0 2,1 2,0 1,0 3,0 2,1

10 2 1 2 1

3 3 6 3 6
u u u u u u u u u F u u u F− + + + + + + + + = + + +  . (11) 

Аналогично формуле (11) для узла (m = 2, n = s = 1) для всех граничных (неугловых) узлов (m = 1, 
n = 1, …, n1 – 1), (m = n2 – 1, n = 1, …, n1 – 1), (m = 1, …, n2 – 1, n = 1), (m = 1, …, n2 – 1, n = n1 – 1) имеем 
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
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
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

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1
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6

1

3

2

3

10

12,,
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21,,1,12,12,1,1,12,1,11,

20,10,10,1,1,

21,0,10,12,12,10,1,12,1,11,

11,1,,,1,1

1,11,1,1,21,2,1,1,21,1,1

11,01,0,0,1,1

1,11,01,01,21,2,01,1,21,1,1
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nnuuuFF
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,

 (12) 

где ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
4

4 4 42 6 8

, ,

,

1 1

12 360 90
n m

m n m n xx yy x y xxyy

x x y y

h
F f h f f h f f f O h

= =

 
= + + + + + + 

  .
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Таким образом, запись уравнений системы (7) с матрицами A, B, определенных формулой (4)  
во внутренних узлах (m = 2, …, n2 – 2, n = 2, …, n1 – 2), не отличается от формулы (5) – аппроксимации 
уравнения Пуассона на прямоугольнике с шестым порядком погрешности. В граничных узлах следует  
использовать формулы (10) – в четырех угловых граничных узлах или формулы (12) – в граничных узлах  
на четырех отрезках. 

Будем искать решение рекуррентно заданной системы матричных уравнений (7) в виде  

 

2 2

1 2

1 1 2

, 1, 2

, 1

Т Т

m m m m

Т

n n

u u m n

u m n

+

− −

 =  +  = −


=  = −

.
 (13) 

Как следует из теории размерностей [7] в формуле (7) ,Т

m mu   – векторы ранга 1 1n − , а коэффициенты 

прогонки 2,  1, 2m m n = −  представляют собой квадратные матрицы того же ранга 1 1n − . В (13) 
Т

mu  обозна-

чает вектор-столбец – транспонированную строку mu  с номером m матрицы решения (n2 – 1)(n1 – 1).  

Из первого уравнения системы (7) имеем 

 
1 1 1 1

1 2 1 1 1 1,Т Т Т Тu A Bu A F A B A F− − − −= − +   = −  = , (14) 

где 1

ТF обозначает вектор-столбец – транспонированную строку с номером m = 1 матрицы правой ча-

сти F уравнения Пуассона.  

Как следует из (13) 
1 1 1

Т Т

m m m mu u− − −=  + , преобразуем второе уравнение системы (13):  

 ( ) ( )1 1 1 1 1 1 1 1,Т Т Т Т Т Т Т Т Т Т Т

m m m m m m m m m m m m m m mBu Au Bu F B u Au Bu F B A u Bu F B− + − − + − + −+ + =   + + + =  + = − + −    

 ( ) ( ) ( )1 1

1 1 1 1

Т Т Т

m m m m m mu B A Bu B A F B
− −

− + − −= −  + +  + −    

 ( ) ( ) ( )1 1

1 1 1 2, , 2, 2Т

m m m m m mB A B B A F B m n
− −

− − − = −  +  =  + −  = − . (15) 

Используя последнее уравнение системы (5), форму решения (13), найдем последнюю строку мат-

рицы решения 
2 1

Т

nu − : 

 ( )
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 1 1 2 2 1 2 2 1 2 1 1,Т Т Т Т Т Т Т Т

n n n n n n n n n n n nBu Au F u u B u Au F− − − − − − − − − − − −+ = =  +    + + =   

 ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2

1

2 1 1 2 1 2 1 2

Т Т Т Т

n n n n n n n nB A u F B u B A F B
−

− − − − − − − − + = −   =  + −  . (16) 

В силу второго уравнения (13) получим 

 
2 21 1

Т

n nu− − = . (17) 

Формулы (14), (15) назовем матричными формулами прогонки вперед, а формулы (17), (13) матрич-
ными формулами прогонки назад:  

 1 2, 2,1Т Т

m m m mu u m n+=  + = − . (18) 

Опишем построенный нами алгоритм решения уравнения Пуассона за конечное число арифметиче-
ских операций матричным методом прогонки (в добрых традициях мехмата МГУ [3, с. 587–588]).  

1. По формуле ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
4

4 4 42 6 8

, ,

,

1 1

12 360 90
n m

Т

m n m n xx yy x y xxyy

x x y y

h
F f h f f h f f f O h

= =

 
= + + + + + + 

 
 вычис-

лить правую часть уравнения Пуассона во всех внутренних узлах равномерной сетки прямоугольника 
(m = 1, …, n2 – 1; n = 1, …, n1 – 1). Краевые условия задачи (1) определяются формулой (8) 

1 2,0 1, , 2, 0, 3, , 4, 2 1,  ,  ,  ,  0, ,  0,m m m n m n n n n nu u u u m n n n=  =  =  =  = = . 

2. Поправить (модифицировать) правые части системы уравнений (7) по формулам (10), (12) в узлах 

прямоугольного контура, соседнего с граничным контуром, то есть найти ,m nF  по величинам ,m nF  пункта 1. 

3. Найти матричные коэффициенты прогонки вперед по формулам (14), (15) 21, 2m n= − . 

4. Найти вектор-строку 
2 1

Т

nu −  по формуле (16). 

5. Найти остальные строки матрицы – решения 
Т

mu , 2 2,1m n= −  по формулам (18). 
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Решим пример на классе элементарных функций, методы решения аналогичных примеров описаны 
в учебнике по уравнениям математической физики [9]: 

 

sin(2 )sin(3 ), ( , ) (0,2 ) (0,3 )

(0, ) (2 , ) sin( ), [0,3 ]

( ,0) ( ,3 ) sin( ), [0,2 ]

xx yyu u x y x y

u y u y y y

u x u x x x

+ =    


=  =  
 =  =  

.

 (19) 

Проведем линейную редукцию примера (19), положив 1 2 3( , ) ( , ) ( , ) ( , )u x y u x y u x y u x y= + + , где 

1) 

1 1

1 1

1 1

( , ) ( , ) sin(2 )sin(3 ), ( , ) (0,2 ) (0,3 )

(0, ) (2 , ) 0, [0,3 ]

( ,0) ( ,3 ) 0, [0,2 ]

xx yyu x y u x y x y x y

u y u y y

u x u x x

+ =    


=  =  
 =  =  

.

 

Решение последней системы ищем в виде 
1( , ) sin(2 )sin(3 )u x y A x y= . При этом краевые условия –

второе и третье уравнения системы 1), выполняются автоматически. Подставим 
1( , )u x y в первое уравнение 

системы:  

 1 1( , ) ( , ) sin(2 )sin(3 )xx yyu x y u x y x y+ =  ( )4 9 sin(2 )sin(3 ) sin(2 )sin(3 )A x y x y− + =
1

13
A = − ,  

тогда 1

1
( , ) sin(2 )sin(3 )

13
u x y x y= − . 

2) 

2 2

2 2

2 2

( , ) ( , ) 0, ( , ) (0,2 ) (0,3 )

(0, ) (2 , ) sin( ), [0,3 ]

( ,0) ( ,3 ) 0, [0,2 ]

xx yyu x y u x y x y

u y u y y y

u x u x x

+ =    


=  =  
 =  =  

.

 

Ищем решение 2) в виде
2 ( , ) ( )sin( )u x y f x y= , автоматически удовлетворяющее краевому усло-

вию – третьему уравнению в системе 2). Подставим 
2 ( , )u x y  в первое и второе уравнения системы 2): 

 
( )'' ''

2 2

( ) ( ) sin( ) 0 ( ) ( ) 0

(0) (2 ) 1(0, ) (2 , ) sin( ) (0)sin( ) (2 )sin( ) sin( )

f x f x y f x f x

f fu y u y y f y f y y

 − =  − =
 

=  ==  =  =  =  .
 

Общее решение однородного обыкновенного дифференциального уравнения в краевой задаче ищем 

в виде 
1 ch(2 )

( ) sh( ) ch( ), (0) 1 0 1 1, 1; (2 ) 1 sh(2 ) ch(2 ) 1,
sh(2 )

f x A x B x f A B B f A A
− 

= + =   +  = =  =    +  = =


,  

где sh( ) ,ch( ) ( , )
2 2

x x x xe e e e
x x x

− −− +
= =   − + .  

Тогда ( )2

1 ch(2 )
( , ) ( )sin( ) sh( ) ch( ) sin( ) sh( ) ch( ) sin( )

sh(2 )
u x y f x y A x B x y x x y

  − 
= = + = +  

  
. 

3) 

3 3

3 3

2 2

( , ) ( , ) 0, ( , ) (0,2 ) (0,3 )

(0, ) (2 , ) 0, [0,3 ]

( ,0) ( ,3 ) sin( ), [0,2 ]

xx yyu x y u x y x y

u y u y y

u x u x x x

+ =    


=  =  
 =  =  

.

 

Ищем решение 3) в виде 3 ( , ) ( )sin( )u x y f y x= , автоматически удовлетворяющее краевому усло-

вию – второму уравнению в системе 3). Подставим 
3 ( , )u x y  в первое и третье уравнения системы 3): 

 
( )'' ''

3 3

( ) ( ) sin( ) 0 ( ) ( ) 0

(0) (3 ) 1( ,0) ( ,3 ) sin( ) (0)sin( ) (3 )sin( ) sin( )

f y f y x f y f y

f fu x u x x f x f x x

 − =  − =
 

=  ==  =  =  = 

.
 

Но последние две краевые задачи отличаются друг от друга заменой переменных x y , поэтому 

и решения задач 2) и 3) отличаются только заменой переменных x y  и краевыми условиями

(2 ) 1 (3 ) 1f f =   = : 

 ( )3

1 ch(3 )
( , ) ( )sin( ) sh( ) ch( ) sin( ) sh( ) ch( ) sin( )

sh(3 )
u x y f y x A y B y x y y x

  − 
= = + = +  

  
. 
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Тогда решение исходного примера (19) имеет вид 

 
1 1 ch(2 ) 1 ch(3 )

( , ) sin(2 )sin(3 ) sh( ) ch( ) sin( ) sh( ) ch( ) sin( )
13 sh(2 ) sh(3 )

u x y x y x x y y y x
      −  − 

= − + + + +      
       

. (20) 

Программа, написанная нами на языке FORTRAN [20] с использованием алгоритма (8), (10), (12), 

(14), (15), (16), (18), возвращает численное решение , ( )m nu numerical , которое сравнивается с точным ре-

шением ( , )( )u x y exact в таблице. 

Таблица. – Сравнение численного решения , ( )m nu numerical , полученного алгоритмом (8), (10), (12), (14), 

(15), (16), (18) с точным решением ( , )( )n mu x y exact . 

2my c h m= +   1nx a h n= +   ( , )( )n mu x y exact  , ( )m nu numerical  

1 2 3 4 

1.25663706143 0.000000000000E+000 0.951056516295 0.951056516295 

2.51327412287 0.000000000000E+000 0.587785252292 0.587785252292 

3.76991118430 0.000000000000E+000 -0.587785252292 -0.587785252292 

5.02654824574 0.000000000000E+000 -0.951056516295 -0.951056516295 

6.28318530717 0.000000000000E+000 -2.4492127076E-016 -0.44921270764E-016 

7.53982236861 0.000000000000E+000 0.951056516295 0.951056516295 

8.79645943005 0.000000000000E+000 0.587785252292 0.587785252292 

0.000000000000E+000 1.25663706143 0.951056516295 0.951056516295 

1.25663706143 1.25663706143 0.573907707085 0.573907707086 

2.51327412287 1.25663706143 0.205804929549 0.205804929546 

3.76991118430 1.25663706143 -0.102572841154 -0.102572841152 

5.02654824574 1.25663706143 -0.285044176197 -0.285044176199 

6.28318530717 1.25663706143 4.28714624319E-002 4.287146243183E-002 

7.53982236861 1.25663706143 0.447878357634 0.447878357636 

8.79645943005 1.25663706143 0.635305917351 0.635305917348 

0.000000000000E+000 2.51327412287 0.587785252292 0.587785252292 

1.25663706143 2.51327412287 0.223220476438 0.223220476435 

2.51327412287 2.51327412287 0.178820392472 0.178820392476 

3.76991118430 2.51327412287 -0.115019453114 -0.115019453119 

5.02654824574 2.51327412287 -4.4692996239E-002 -4.46929962365E-002 

6.28318530717 2.51327412287 2.64960209303E-002 2.64960209302E-002 

7.539822368615 2.513274122871 0.1453300548980 0.1453300548951 

8.79645943005 2.51327412287 0.444266601135 0.444266601139 

0.000000000000E+000 3.76991118430 -0.587785252292 -0.587785252292 

1.25663706143 3.76991118430 -2.5661795207E-002 -2.5661795204E-002 

2.51327412287 3.76991118430 -5.6722412698E-002 -5.6722412703E-002 

3.76991118430 3.76991118430 -7.0785266586E-003 -7.0785266539E-003 

5.02654824574 3.76991118430 -0.152865684991 -0.152865684994 

6.28318530717 3.76991118430 -2.6496020930E-002 -2.6496020930E-002 

7.53982236861 3.76991118430 5.22286263330E-002 5.22286263358E-002 

8.79645943005 3.76991118430 -0.322168621361 -0.322168621366 

0.000000000000E+000 5.02654824574 -0.951056516295 -0.951056516295 

1.25663706143 5.02654824574 -2.1099959942E-002 -2.1099959944E-002 

2.51327412287 5.02654824574 0.135849047429 0.135849047432 

3.76991118430 5.02654824574 -0.239081135823 -0.239081135826 

5.02654824574 5.02654824574 -0.267763570945 -0.267763570943 

6.28318530717 5.02654824574 -4.2871462431E-002 -4.2871462431E-002 

7.53982236861 5.02654824574 0.104929389507 0.104929389505 

8.79645943005 5.02654824574 -0.293651940372 -0.293651940369 

0.000000000000E+000 6.28318530717 -2.4492127076E-016 0.000000000000E+000 

1.25663706143 6.28318530717 0.951056516295 0.951056516295 

2.51327412287 6.28318530717 0.587785252292 0.587785252292 

3.76991118430 6.28318530717 -0.587785252292 -0.587785252292 

5.02654824574 6.28318530717 -0.951056516295 -0.951056516295 

6.28318530717 6.28318530717 -2.5596176402E-016 -2.44921270764E-016 

7.53982236861 6.28318530717 0.951056516295 0.951056516295 

8.79645943005 6.28318530717 0.587785252292 0.587785252292 
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Замечание 1. Сравнение третьего и четвертого столбцов таблицы 1 показывает совпадение точ-

ного аналитического ( , )( )n mu x y exact  и численного решения , ( )m nu numerical  в одиннадцати значащих 

цифрах. Программа вычисляет норму Чебышева разности между точным и численным решениями

( ) ( )
1 2

1 2

, 12

, , , ,
0, ; 0,

( ) ( ) max ( ) ( ) 5.3980153680299 10
n n

m n m n m n m nC m n n n
u numerical u exact u numerical u exact −

= =
− = − =  , с па-

раметрами 1 2250,  375n n= =  (число интервалов деления стороны квадрата 2 ,  3b a d c− =  − =  ) равно-

мерной сетки. Известно также, что все другие функциональные нормы в численных методах не превышают 
нормы Чебышева в пространстве равномерно непрерывных функций [3; 4; 8]. 

Отметим, что в нашей задаче появляется проблема трансляции аналитического решения в чис-

ленный массив. Решение (20) с учетом относительной погрешности 16 1510 10− −−  в компиляторе с двой-

ной точностью [18] имеет абсолютную ошибку ( ) 15 12 12ch(2 ) ch(3 ) 10 6.436 10 5.398 10− − − +       . 

Видно, что ошибка трансляции (перевода) аналитического решения в численный массив превышает 
даже невязку задачи (1), (2) по норме Чебышева.  

Замечание 2. Математики Новосибирской математической школы придерживаются мнения, что те-
стовые примеры в численных алгоритмах должны быть в некотором смысле экстремальными [14], поэтому 

в примере (19) выбрана быстро осциллирующая правая часть уравнения ( , ) sin(2 )sin(3 )f x y x y= . 

Замечание 3. Определим порядок погрешности алгоритма (8), (10), (12), (14), (15), (16), (18) совместно 
с формулой (5). Программа возвращает значение нормы Чебышева  

( )
1 250, 75 8

, ,( ) ( ) 8.145 10
n n

m n m n C
u numerical u exact

= = −− =  , а при числе интервалов вдвое больше имеем 

( )
1 2100, 150 9

, ,( ) ( ) 1.2658 10
n n

m n m n C
u numerical u exact

= = −− =  , тогда порядок погрешности алгоритма 6p = : 

( ) ( )
1 2 1 250, 75 100, 150 8 9

, , , ,( ) ( ) / ( ) ( ) 8.145 10 /1.2658 10
n n n n

m n m n m n m nC C
u numerical u exact u numerical u exact

= = = = − −− − =     

664,35 2 6p   = . То есть порядок погрешности алгоритма не может превышать порядка погрешности 

аппроксимации уравнения Пуассона формулой (3), равного шести.  
Замечание 4. В работе [5] методами простой итерации и скалярной прогонки с числом итераций 

m = 1800 ( 1 2 111n n= = ) с быстро осциллирующей правой частью ( , ) sin(2 )sin(3 )f x y x y=  программа возвращает 

норму Чебышева (с краевыми условиями (0, ) ( , ) sin( ), [0, ], ( ,0) ( , ) sin( ), [0, ]u y u y y y u x u x x x=  =   =  =   ) 

для уравнения Пуассона равной ( )
1 2111, 111 11

, ,( ) ( ) 2.428 10
n n

m n m n C
u numerical u exact

= = −− =   за время 58.2t =  с, в то 

время как в данной работе норма невязки и время равны ( )
1 2111, 111 11

, ,( ) ( ) 1.06 10
n n

m n m n C
u numerical u exact

= = −− =  , 

0,87t =  с соответственно.  

Отметим, что, как частный случай, из предложенного нами алгоритма можно получить матрич-
ный алгоритм, описанный в общих чертах в [3, с. 584–585]. Авторы Бахвалов Н.С., Жидков Н.П., Ко-
бельков Г.М. ввели термин – «метод прогонки в блочной форме». Там уравнение Пуассона решается 
на прямоугольнике с пятиточечным шаблоном «крест» со вторым порядком погрешности. Заметим, 
что в [3, с. 584–585] уравнение Пуассона решается на квадрате с одинаковым числом интервалов 

сетки. Мы обобщили их алгоритм для решения уравнения Пуассона на прямоугольник  ( ) ( )2 11 1n n−  − . 

Матрицы A, B имеют вид  

 

1 1

1 1
, ,

4, ; 1, 1, 1, 1
1, ; 1, 1, 1, 1

1, 1 1 ,
0,

0, 2

m n m n

m n m n n n
m n m n n n

a m n m n b
m n

m n

− = = − = −
 = = − = −

= = +  = − = 


− 

.
 (21) 

То есть матрица B представляет собой единичную матрицу ранга n1 – 1. Вместо разностного урав-
нения (5) в [3] приводится уравнение 

 
2

1, 1, , 1 , 1 , , ,4m n m n m n m n m n m n m nu u u u u F f h− + − ++ + + − =  . (22) 

Формулы (7) по-прежнему остаются в силе: 

 

2 2 2

1 2 1

1 1 2

2 1 1

, 2, 2

Т Т Т

Т Т Т Т

m m m n

Т Т Т

n n n

Au Bu F

Bu Au Bu F m n

Bu Au F

− +

− − −

 + =



+ + = = −


+ =

. (23) 
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В (23) матрицы A, B определяются формулами (21). Граничные поправки (10), (12) переходят в  

 

( )

( )

1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 1 2 1 2 1

2

2, 1 1, 2 1, 0, 1 1, 1 1, 1 1, 1

1, 1 1, 1 1, 0, 1

2

2,1 1,2 1,0 ,1 1,1 1,1 1,1

1,1 1,1 1,0 ,1

2, 1 1, 2 1,

4

4

n n n n n n n

n n n n

n n n n n n n

n n n n

n n n n n n

u u u u u h f F

F F u u

u u u u u h f F

F F u u

u u u

− − − − − −

− − −

− − − − − −

− − −

− − − − −

+ + + − = 

 − +

+ + + − = 

 − +

+ +

( )

( )

2 1 2 1 2 1 2 1

2 1 2 1 2 1 2 1

2

, 1 1, 1 1, 1 1, 1

1, 1 1, 1 1, , 1

2

2,1 1,2 1,0 0,1 1,1 1,1 1,1

1,1 1,1 1,0 0,1

4

4

n n n n n n n n

n n n n n n n n

u u h f F

F F u u

u u u u u h f F

F F u u

− − − − − − −

− − − − − −










+ − = 


 − +


+ + + − = 


 − +

,
 (24) 

 

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

2

1, 1 2, 1, 1 0, 1, 1, 1, 1

1, 1, 0, 1

2

1, 1 2, 1, 1 , 1, 1, 1, 1

1, 1, , 1

1,1 ,2 1,1 ,0 ,

4 , 2, 2

, 2, 2

4 , 2, 2

, 2, 2

4

n n n n n n n

n n n

n n n n n n n n n n n n n n

n n n n n n

m m m m m

u u u u u h f F n n

F F u n n

u u u u u h f F n n

F F u n n

u u u u u

− +

− − − − + − − −

− −

− +

+ + + − =  = −

= − = −

+ + + − =  = −

= − = −

+ + + −

1 1 1 1 1 1 1

1 1 1

2

1 ,1 ,1 2

,1 ,1 ,0 2

2

1, 1 , 2 1, 1 , , 1 , 1 , 1 2

, 1 , 1 , 2

, , 2 1

, 2, 2

, 2, 2

4 , 2, 2

, 2, 2

, 2, 2, 2, 2

m m

m m m

m n m n m n m n m n m n m n

m n m n m n

m n m n

h f F m n

F F u m n

u u u u u h f F m n

F F u m n

F F m n n n

− − − + − − − −

− −










=  = −


= − = −


+ + + − =  = −


= − = −


=   −  −

.

 (25) 

Формулы (14), (15), (16), (17), (18) по-прежнему остаются в силе для матриц A, B, определенных 

формулой (22): 

 ( ) ( ) ( )1 11 1

1 1 1 1 1 1 2, , , , 2, 2Т Т

m m m m m mA A F A A F m n
− −− −

− − − = −  =  = −  +  =  + − = − ; (26) 

 ( ) ( )2 2 2 2 2 2

1

1 2 1 2 1 1,Т Т Т

n n n n n nu A F u
−

− − − − − −=  + −  = ; (27) 

 1 2, 2,1Т Т

m m m mu u m n+=  + = − . (28) 

Программа с использованием алгоритма (22)–(29) и условий примера (19) на квадрате со сторо-

ной   возвращает норму невязки Чебышева ( )
1 2111, 111 4

, ,( ) ( ) 1.027 10
n n

m n m n C
u numerical u exact

= = −− =   за время 

0,312t =  с. 

Сравнивая полученные программой результаты (Замечание 3) в алгоритмах (22)–(29) и в (8), (10), 

(12), (14), (15), (16), (18) при одних и тех же параметрах и режимах программы (Release), можно видеть, 

что быстродействие алгоритмах сопоставимо, но в алгоритме (8), (10), (12), (14), (15), (16), (18) норма не-

вязки меньше в 710  раз!  

Определение 1. Векторной нормой Чебышева 1 1
,

n

С
x x x R

−


   называют величину 

11, 1
max iС i n

x x
= −

= . 

Определение 2. Бесконечной нормой A


 матрицы 
( ) ( )2 11 1

,

n n

i ja R
−  −

  называется число 

1

2

1

,
1, 1

1

max
n

i j
i n

j

A a
−

 = −
=

=  . 

Определение 3. Говорят, что матричная норма 
X

A  согласована с векторной нормой 
X

x , если

1( 1)
,

n

X X X
x R Ax A x

− 
   .  
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Лемма. Матричная норма A


 согласована с векторной нормой x


.  

Доказательство. 
1 1

2 2 1

1 1

, ,
1, 1 1, 1 1, 1

1 1

max max max
n n

i j j i j k
i n i n k n

j j

Ax a x a x A x
− −

  = − = − = −
= =

=  =  . Лемма доказана. 

Определение 4. Говорят, что матрица A монотонна, если обратная к ней матрица имеет неположи-

тельные (неотрицательные) элементы [8]. 

Например, матрица А, определенная формулой (4), является монотонной, а матрица B нет. 

Численный эксперимент показывает, что матрица, обратная к A, определенная формулой (4), явля-

ется монотонной для различных рангов, то есть все элементы матрицы 1A−  неположительные. Оказыва-

ется, что все матрицы с диагональным преобладанием элементов, у которых диагональные и недиагональ-

ные элементы имеют противоположные знаки [8], являются монотонными. 

Теорема 1. Невырожденная матрица со строгим диагональным преобладанием элементов, у кото-

рой диагональные элементы отрицательны (положительны), а недиагональные элементы положительны 

(отрицательны), является монотонной. 

Доказательство для определенности проведем для матриц с отрицательными диагональными эле-

ментами и положительными недиагональными элементами. 

База индукции (n = 2).  

1,1 1,2

2 1,1 1,1 1,2 2,2 2,1 2,2 2,2 1,1 1,2 2,1 11 2,2

2,1 2,2

, 0, , 0, , 0, 0,
a a

A a a a a a a a a a a A a
a a

 
=      = −  =  
 

 

( ) ( ) ( ) ( )22 2,2 12 2,1 21 1,2 2,1 2,2 2,2 1,1 1,2 1,10, 0, 0, 1, 1A a A a A a sign a a sign a sign a a sign a=  = −  = −  + = = − + = = − , 

( ) ( ) ( ) ( )
2 ,1

2,2 1,1 1,2 2,1 ,1 1 1, 0, , 1, 2
n n m

n m n

A
sign sign a a a a a m n− = − = − = − = =   =


. 

Видим, что 
2A  монотонная, так как все элементы обратной матрицы отрицательны. Кроме того, 

диагональные алгебраические дополнения прямой матрицы – равносильно диагональные элементы обрат-

ной матрицы, больше по модулю недиагональных. База индукции проверена. 

Индуктивный переход. Пусть 1nA −  – монотонная, знак диагонального минора ( ) ( )
1

1 1
n

nsign
−

− = − , 

все диагональные миноры по модулю больше недиагональных миноров. Если ,m na , ,m nA  соответственно 

элемент и его алгебраическое дополнение, то [11, с. 32] 

 
,1 ,1 ,2 ,2 , , , ,

,1 ,1 ,2 ,2 , , , ,

... ...

... ... 0,

m m m m m m m m m n m n n

m s m s m m s m m n s n

a A a A a A a A

a A a A a A a A s m

+ + + + = 


+ + + + =   .
 (29) 

Так как ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

,1 ,1 ,2 ,2 , , , , , ,... ... 1 1 1
n n

n m m m m m m m m m n m n m m m msign sign a A a A a A a A sign a A
−

 = + + + + = = −  − = − . 

Выражая из формулы (29) диагональное алгебраическое дополнение, получим  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),1 ,1 ,2 ,2 , , , , , , , ,... ...m m m m m m m m m n m n m m m m m m m m nsign a A a A a A a A sign a A sign a sign A sign+ + + + = =  =    

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 ,1

, , , ,1 1 1 , 0 1, ,
n n m m

m m n m m m m m m

n

A
sign A sign sign a a m n a

+ − =  = − − = −   = = 


 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1,1

, , 1 1 1
n nm m

m m m m n

n

A
sign a sign sign A sign

+−  
 = =  = − − = − 

 
. 

Из второго уравнения (29) имеем ( ), , ,1 ,1 ,2 ,2 , , , ,

1

... ... 0
n

m k s k m s m s m m s m m n s n

k

a A a A a A a A a A m s
=

= + + + + =    

 ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , , , , , ,

1 1

1
n n

n

m m s m m k s k m m s m m k s k m s s s s s

k k
k m k m

a A a A sign a A sign a A sign a A sign A
= =
 

 
  = −  = − = − = − = − 
 
 
 

   

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

, , , , , ,1 1 , 1 1 1 1
n n n n n

m m s m m m s m s m m msign a A sign a sign A sign A sign a
+

 = −  = − = − = −  − = −  
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 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1,1

, , , 1 1 1
A симметрическая

n nm s

s m m s n s m n

n

A
sign a sign sign A sign sign A sign

−
+−  

= =  =  = − − = − 
 

. 

Кроме того, диагональные миноры по модулю больше недиагональных, так как их главная диагональ 

состоит из чисел, каждое из которых имеет диагональное преобладание в своей строке. Индуктивный пе-

реход теоремы 1 доказан. 

Теорема 2. Невырожденная матрица со строгим диагональным преобладанием, у которой диаго-

нальные элементы отрицательны (положительны), а недиагональные элементы положительны (отрица-

тельны), имеет верхнюю оценку бесконечной нормы для обратной матрицы 

 ( ) ( )
1 1

1

, , , ,
* 1, 1 1, 1

1 1
*

1
, min min 0,

N N

m m m m n m m m n m
m N m N

n n
n m n m

r A a a R a a r A A
R

− −
−

= − = −
= =
 

 
 = −  − =  
 
 
 

  . 

Доказательство. Элемент единичной матрицы ранга N – 1 

 
1

1 1 1 1

, , , , ,1 1, ,2 2, , 1 1, ,

1

... , , 1, 1
N

m n m n m k k n m n m n m N N n m n

k

e a a a a a a a a m n N
−

− − − −

− −

=

  = = + + + =   = − . 

Просуммируем каждое слагаемое в последней сумме по индексу столбца n = 1, …, N – 1: 

 
1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

, , , , ,1 1, ,2 2, , 1 1,

1 1 1 1 1 1 1

1 ... 1, 1, 1
N N N N N N N

m n m n m k k n m n m n m N N n

n n k n n n n

e a a a a a a a a m N
− − − − − − −

− − − −

− −

= = = = = = =

=  = = = + + + =  = −       . 

По условию теоремы 2 диагональные и недиагональные элементы матрицы А имеют разные знаки, 

имеем ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1 1 1 1

, , , ,1 1 ,2 2 , 1 1 ,

1 1

, ... 1, 0, , 1, 1
N N

m n m m m n m m m m N N m n

n n
n m

a a a r A a r A a r A a r A a m n N
− −

− − − −

− −

= =


 
 = − −  − − − − − =    − 
 
 
 

   

( ) ( ) ( )1 1 1

,1 1 ,2 2 , 1 1... 1m m m N Na r A a r A a r A− − −

− − + + + = , обозначим индекс строки матрицы, обратной к A, сумма 

модулей элементов которой максимальна, 0i : 
0 0 0

1 1 1 1

,1 ,2 , 1... 0i i i NA a a a− − − −

−
= + + +  , но и для строки с номе-

ром 
0i  верно  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1

,1 ,2 , 1 ,1 1 ,2 2 , 1 1
1, 1 1, 1

... min ... 1, min 0i i i N m i i i N N m
m N m N

a a a r A a r A a r A a r A r A− − − − − −

− − −
= − = −

+ + +  + + + =     

 ( ) ( ) ( )
( )0 0 0

1 1 1 1 1

,1 ,2 , 1
1, 1 1, 1

*1, 1

1 1
... min min 1

min
i i i N m m

m N m N
m

m N

a a a r A A r A A
r A R

− − − − −

−  = − = −

= −

 + + + =    = . 

Теорема 2 доказана.  

Теорема 3 (достаточные условия устойчивости алгоритма (8)–(18). Пусть выполнены условия: 

1) трехдиагональные матрицы Теплица A, B симметрические ранга 1 1n −  , 1 1, , 1,n n n n n na a b+ + += =  

1, 1, 2, 2n nb n n+=  = − ; 

2) матрица A монотонная с отрицательными диагональными элементами и положительными не-

диагональными элементами, B – положительная матрица 1, , , 10, 0, 2, 2, 1n n n n n ma a b n n n m−     = −  −  ; 

3) ( )
1

1 1

1

, , , , 1 , , 1
* 1, 1 1, 1

1

10 2
min min 2 2 , ,

3 3

n

m m m n m m m m m m m m m
m n m n

n
n m

R a a r A a a B a B a B
−

− −  = − = −
=


 
  − = = −   
 
 
 

 ; 

4) 
1

2 2

1

,
1, 1 1, 1

1

max max
n

Т Т

m m n
m n m n

n

F F f
−

= − = −  =

  =  + . 

Тогда: 

1) 21, 1, 1m m n


   = − ;  
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2) формулы прогонки (14), (15), (16) корректны, то есть  

 ( )
22 2 2, 1, 1, 2 3

T Т

Т

m n

F F
m m n u n

B B

 

− 
 

    = −  −  + . 

Замечание 6. Нормы матриц A, B, определенных формулой (4), удовлетворяют условиям 2), 3) 

теоремы 3: 

 
, , 1

210 10 10 2 2 2 1
; , 2 1

3 3 3 3 3 3 3 6
m m m m

B
a B a B

− 

 
      = + = 

 
,  

 
, , 1

10 2
2 2 2 2 2

3 3
m m m ma a B− 

−
−   − =  . 

Доказательство теоремы 3 проведем по индукции. Если матрица А симметрическая, то обратная 

матрица 1A−  также симметрическая. Матрицы А + В и А – В удовлетворяют условиям теоремы 1 (и к ним 

применима теорема 2), так как имеют строгое диагональное преобладание элементов, а знаки диагональ-

ных и недиагональных элементов противоположны. Имеем оценку согласно [4, с. 57]  

 
1 1

1 A B A B− −

  
 = −  . 

1) Базу индукции проверим при k = 1, используя теорему 2. Имеем  

 
3)2

1 1

1

, , 1
*

1 1
1

2 22

Т

m m m m

B B
A B A B B

R Ba a

− −  

   
− 

 = −   =  = 
−

, 

 
1 1

1 1 1
2

Т Т

Т Т

F F
A F A F

B B

− −  

  
 

 =    . 

База индукции проверена.  

Индуктивный переход. Пусть верно 1, 1, 1k k m   = − . Тогда имеем 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 , , , 1 , 1 1 , , , 1 , 1
* * * *

2 2m n n n n n n n n m n n n n n n n nR A B R B A R B A a b a b R B A a b a b− − − − − −−   +  +  − − −   +  + − +   

 ( ) ( ) ( ), , , 1 , 1 1 , , , 1 , 1
*

2 2n n n n n n n n m n n n n n n n na b a b R B A a b a b− − − − − + − −   +  − − + .  

 ( )
( ) ( )

1

1

1 , , , 1 , 1*
2

m m

m n n n n n n n n

B B
B A B

R B A a b a b

−  

−


− − −

 = −  +   =
 + − − +

 

 
3)

, , 1

1
22n n n n

B B

B Ba a B

 

−  

=  =
−− −

. 

Первая часть теоремы 1 доказана 21, 1, 2k m n =  − . 

Обозначим 
1

2 2

1

,
1, 1 1, 1

1

max max
n

Т Т

m m n
m n m n

n

F F f
−

= − = −  =

 =  .  

2) Так как 21, 1, 2m m n


   = − , база индукции 
1 1

1 1 1
2

Т Т

Т Т

F F
A F A F

B B

− −  

  
 

 =     

проверена. 

Индуктивный переход. Пусть , 1, 1k k m


    = − , тогда 

 ( ) ( ) ( ) ( )
( )
( )

1 11 1

1 1 1 1

1
*

Т Т
m m m m

Т Т

m m m m m m m

m

F B F B
B A F B B A F B

R B A B

− − − −  

− − − −
  − 

−  + 
 =  + −    + −    

 +
 



2020 ВЕСТНИК ПОЛОЦКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА. Серия C 

90 

 ( )1 1 2 12 ... 1

Т T T T T

m

m m m

F F F F F
m m

B B B B B

    

− − −   

    

 +   +   +    − +    + ; (30) 

 ( ) ( ) ( )
2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

1 21 1

1 1 2 1 2 2 1 2

Т

n n
Т Т Т

n n n n n n n n

F B
u B A F B B A F B

B

− −− −  

− − − − − − − −
   



+ 
=  =  + −    + −     

 ( )
2 2 2 1

T T

n

F F
n

B B

 

−


 

 +   −  + . (31) 

По формуле (18) имеем 

 
2 2 2 2 2 2 2 2 22 2 1 2 2 1 2 1 2

Т Т Т Т

n n n n n n n n nu u u u− − − − − − − − −
      
=  +    +   +  =   

 ( ) ( ) ( )2 2 21 2 2 3

Т Т ТF F F
n n n

B B B

  

  

= − + − = −  + . (32) 

Теорема 3 доказана. 

В программе, написанной на FORTRAN, все массивы и функции заданы с двойной точностью,  

использован пример (19) с известным аналитическим решением (20). Для вычисления обратных матриц  

с двойной точностью в алгоритме (8), (10), (12), (14), (15), (16), (18) использована библиотека msImsl [18] 

c вызовом подпрограммы call dLinrg(n,bb,n,ainv,n) [18]. 
 

program puasson; 

integer(8),parameter::n1=250,n2=(n1*3)/2,n11=n1-1,n22=n2-1;integer(8)::i,j,k,kk; 

real(8)::a,b,c,d,pi,h,h1,h2,x,y;real(8)::delta(0:n2,0:n1),max,res(0:n2,0:n1);real(8)::c1,c2,c3,c4,c5,c6,c7,c8;         

real(8)::nu(n22,n11),lamda(n22,n11,n11),u(0:n2,0:n1),ff(n22,n11);  

real(8)::aa1(n11,n11),bb(n11,n11),aa(n11,n11),cc(n11,n11),u1(n22,n11); 

real(8)::cch,ssh,a1,a2,b1,b2,f,t1,t2,f1,f2,f3,hh2,hh3,hh4,bb1(n11,n11);cch(x)=(dexp(x)+dexp(-x))/2d0; 

ssh(x)=(dexp(x)-dexp(-x))/2d0;a1(x,y)=dsin(y);a2(x,y)=dsin(y);b1(x,y)=dsin(x);b2(x,y)=dsin(x); 

f(x,y)=dsin(2d0*x)*dsin(3d0*y);f1(x,y)=-13d0*dsin(2d0*x)*dsin(3d0*y)/12d0; 

f2(x,y)=97d0*dsin(2d0*x)*dsin(3d0*y)/360d0;f3(x,y)=4d-1*dsin(2d0*x)*dsin(3d0*y);max=-

1000d0;pi=2d0*dasin(1d0); 

a=0d0;b=2d0*pi;c=0d0;d=3d0*pi;h1=(b-a)/dfloat(n1);h2=(d-c)/dfloat(n2);call cpu_time(t1); 

print*,"h1=",h1,"h2=",h2;do i=1,n11;do j=1,n11;if(j==i)then;aa(i,j)=-10d0/3d0;bb(i,j)=2d0/3d0; 

elseif(j==i+1.or. j==i-1)then;aa(i,j)=2d0/3d0;bb(i,j)=1d0/6d0;else;aa(i,j)=0d0;bb(i,j)=0d0; 

endif;enddo;enddo;do j=0,n1,1;x=a+h1*dfloat(j);u(0,j)=b1(x,c);u(n2,j)=b2(x,d);enddo; 

do i=0,n2,1;y=c+h2*dfloat(i);u(i,0)=a1(a,y);u(i,n1)=a2(b,y);enddo;hh2=h1*h1;hh3=hh2*hh2;hh4=hh3*hh2;do 

j=2,n11-1,1; 

 x=a+h1*dfloat(j);ff(1,j)=(f(x,c+h2)*hh2+f1(x,c+h2)*hh3+(f2(x,c+h2)+f3(x,c+h2))*hh4)-(1d0/6d0)*(u(0,j-

1)+u(0,j+1))-(2d0/3d0)*u(0,j); 

ff(n22,j)=(f(x,d-h2)*hh2+f1(x,d-h2)*hh3+(f2(x,d-h2)+f3(x,d-h2))*hh4)-(1d0/6d0)*(u(n2,j-1)+u(n2,j+1))-

(2d0/3d0)*u(n2,j); 

enddo;do i=2,n22-1,1;y=c+h2*dfloat(i); 

ff(i,1)=(f(a+h1,y)*hh2+f1(a+h1,y)*hh3+(f2(a+h1,y)+f3(a+h1,y))*hh4)-(1d0/6d0)*(u(i+1,0)+u(i-1,0))-

(2d0/3d0)*u(i,0);     

ff(i,n11)=(f(b-h1,y)*hh2+f1(b-h1,y)*hh3+(f2(b-h1,y)+f3(b-h1,y))*hh4)-(1d0/6d0)*(u(i+1,n1)+u(i-1,n1))-

(2d0/3d0)*u(i,n1); 

enddo; 

ff(1,1)=(f(a+h1,c+h1)*hh2+f1(a+h1,c+h1)*hh3+(f2(a+h1,c+h1)+f3(a+h1,c+h1))*hh4)-

(1d0/6d0)*(u(0,0)+u(2,0)+u(0,2))-(2d0/3d0)*(u(1,0)+u(0,1)); 

 ff(n22,1)=(f(a+h1,d-h1)*hh2+f1(a+h1,d-h1)*hh3+(f2(a+h1,d-h1)+f3(a+h1,d-h1))*hh4)-

(1d0/6d0)*(u(n2,0)+u(n2,2)+u(n2-2,0))-(2d0/3d0)*(u(n2-1,0)+u(n2,1)); 
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ff(1,n11)=(f(b-h1,c+h2)*hh2+f1(b-h1,c+h2)*hh3+(f2(b-h1,c+h2)+f3(b-h1,c+h2))*hh4)-

(1d0/6d0)*(u(0,n1)+u(2,n1)+u(0,n1-2))-(2d0/3d0)*(u(0,n1-1)+u(1,n1)); 

ff(n22,n11)=(f(b-h1,d-h2)*hh2+f1(b-h1,d-h2)*hh3+(f2(b-h1,d-h2)+f3(b-h1,d-h2))*hh4)-
(1d0/6d0)*(u(n2,n1)+u(n2-2,n1)+u(n2,n1-2))-(2d0/3d0)*(u(n2,n1-1)+u(n2-1,n1)); 
do i=2,n2-2;do j=2,n1-
2;x=a+h1*dfloat(j);y=c+h2*dfloat(i);ff(i,j)=(f(x,y)*hh2+f1(x,y)*hh3+(f2(x,y)+f3(x,y))*hh4); 
enddo;enddo;call obr(n11,aa,aa1);lamda(1,1:n11,1:n11)=-matmul(aa1(1:n11,1:n11),bb(1:n11,1:n11)); 
nu(1,1:n11)=matmul(aa1(1:n11,1:n11),ff(1,1:n11));do i=2,n22-1; 
bb1(1:n11,1:n11)=matmul(bb(1:n11,1:n11),lamda(i-1,1:n11,1:n11))+aa(1:n11,1:n11);call obr(n11,bb1,aa1); 
lamda(i,1:n11,1:n11)=-matmul(aa1(1:n11,1:n11),bb(1:n11,1:n11)); 
nu(i,1:n11)=matmul(aa1(1:n11,1:n11),(ff(i,1:n11)-matmul(bb(1:n11,1:n11),nu(i-1,1:n11))));enddo; 
bb1(1:n11,1:n11)=matmul(bb(1:n11,1:n11),lamda(n22-1,1:n11,1:n11))+aa(1:n11,1:n11);call obr(n11,bb1,aa1); 
u1(n22,1:n11)=matmul(aa1(1:n11,1:n11),(ff(n22,1:n11)-matmul(bb(1:n11,1:n11),nu(n22-1,1:n11))));do i=n22-
1,1,-1; 
u1(i,1:n11)=matmul(lamda(i,1:n11,1:n11),u1(i+1,1:n11))+nu(i,1:n11);enddo;do i=1,n22;do 
j=1,n11;u(i,j)=u1(i,j); 
enddo;enddo;max=-1d3;open(2, file='2.txt');do j=0,n1;do i=0,n2;x=a+h1*dfloat(j);y=c+h2*dfloat(i); 
c1= dsin(y)*(cch(x)+ssh(x)*(1d0-cch(2d0*pi))/ssh(2d0*pi));c2= dsin(x)*(cch(y)+ssh(y)*(1d0-
cch(3d0*pi))/ssh(3d0*pi)); 
c3= -dsin(2d0*x)*dsin(3d0*y)/13d0;res(i,j)=c1+c2+c3;delta(i,j)= u(i,j)- res(i,j);if( delta(i,j)<=0d0)then; 
delta(i,j)=-delta(i,j);endif;if( delta(i,j)>max)then;max=delta(i,j);endif;if(mod(i,50)==0.and.mod(j,50)==0)then; 
2 write(2,*),y,x;3 write(2,*),res(i,j),u(i,j);endif;enddo;enddo;print*,"norma C =",max,"num="; 
call cpu_time(t2);print*,"t2-t1=",t2-t1;pause;end program puasson; 
subroutine obr(n11,bb,aa1);use msimsl;integer(8)::n11,Lda,Ldainv;real(8)::ainv(n11,n11) 
,bb(n11,n11),aa1(n11,n11); 
Lda=n11;Ldainv=n11;call dLinrg(n11,bb,n11,ainv,n11);aa1(:,:)=ainv(:,:); 
end subroutine; 

Случай матричной прогонки ( 1 2h h ), но с равным числом интервалов 1 2n n=  для уравнения Пуас-

сона на квадрате (прямоугольнике) с 4 порядком погрешности описан нами в работах [6; 21]. 

В работе получены результаты: 
1) предложен алгоритм прогонки в матричной форме для решения уравнения Пуассона на прямо-

угольнике с шестым порядком погрешности (формулы (8), (10), (12), (14), (15), (16), (18) за конечное число 
арифметических операций; 

2) показано, что предложенный алгоритм переходит как частный случай в известный алгоритм 
прогонки в матричной форме Бахвалова Н.С., Жидкова Н.П., Кобелькова Г.М. [3] со вторым порядком 
погрешности (формулы (22)–(29); 

3) на примере (19) и программой, написанной на FORTRAN, показано, что алгоритм (8), (10), (12), 
(14), (15), (16), (18) имеет шестой порядок погрешности для решения уравнения Пуассона на прямоуголь-
нике и выполняется за конечное число элементарных операций; 

4) в теореме 1 доказана монотонность матриц с диагональным преобладанием, у которых элементы 
главной диагонали отрицательны (положительны), а недиагональные положительны (отрицательны); 

5) в теореме 2 получена верхняя оценка бесконечной нормы обратной к монотонной матрице; 
6) в теореме 3 получены достаточные условия корректности алгоритма (8), (10), (12), (14), (15), 

(16), (18); 
7) быстродействие приведенного алгоритма в десятки раз превышает быстродействие алгоритма 

для решения уравнения Пуассона на прямоугольнике методом простой итерации с той же формулой ап-
проксимации с шестым порядком погрешности и относительной погрешностью. 
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ON FINITE METHODS FOR SOLVING THE POISSON EQUATION ON A RECTANGLE  

WITH THE DIRIHLET BOUNDARY CONDITIO 

N. VOLOSOVA, K. VOLOSOV, A. VOLOSOVA, D. PASTUHOV, Y. PASTUHOV 

An algorithm for sweeping in matrix form with a sixth order of error for solving the Poisson equation on  

a rectangle in a finite number of arithmetic operations is proposed. An analytical example and a program using 

this algorithm confirmed the sixth order of error. Theorem 1 proves the monotonicity of matrices with diagonal 

dominance, for which the elements of the main diagonal are negative (positive), and the off-diagonal are positive 

(negative). In Theorem 2, an upper bound is obtained for the infinite norm inverse to a monotonic matrix.  

In Theorem 3, sufficient conditions for the correctness of the proposed algorithm are obtained. It is shown that the 

speed of this algorithm is ten times higher than the speed of the algorithm for solving the Poisson equation on  

a rectangle using the simple iteration method with the same approximation formula with sixth error order. 
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