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Предложено новое одномерное двухскоростное линейное модельное волновое уравнение  

 1

1 2 1 2 2 2 1 2( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )tt tx xx t t x xu x t a a u x t a a u x t a a u x t a a u x t = f x,t−+ − − − −  (1)  

с двумя переменными скоростями (0)

3 3( , ) 0,i ia x t a− −≥ >  ( , ) ] , [ [0, [,x t G∈ = − ∞ +∞ × +∞  2

3 ( ),ia C G− ∈  1, 2.i =  Вы-

числено частное классическое решение F  этого двухскоростного модельного волнового уравнения в верх-
ней полуплоскости .G  Проведена двойная проверка этого решения подстановкой F  в уравнение (1) и в со-

ответствующий канонический вид уравнения (1), из которого вычислялась функция .F  Найден критерий 

гладкости правой части f  уравнения (1) для классического решения F  в верхней полуплоскости .G  Об-

суждается критерий гладкости на f  для дважды непрерывной дифференцируемости F  в первой чет-

верти плоскости. С помощью классического решения F  выведен общий интеграл уравнения (1) из мно-

жества всех его классических решений 2 ( ),u C G∈  который нужен при решении задачи Коши и начально-

граничных задач для уравнения (1). Эти результаты получены применением разработанного автором ра-

нее нового «метода неявных характеристик» уравнения.  

Ключевые слова: двухскоростное модельное волновое уравнение, переменные скорости двух волн, 

метод неявные характеристик, общий интеграл, классические решения, критерий гладкости.  

Введение. Односкоростное модельное волновое уравнение с переменной скоростью появилось в дис-

сертации Барановской С. Н.1. Во втором разделе настоящей статьи построен общий интеграл (общее решение) 

классических решений двухскоростного модельного волнового уравнения с разными переменными скоро-

стями в верхней полуплоскости (теорема 1). Выведена явная формула частного классического решения этого 

модельного волнового уравнения. Вывод формулы частного классического решения уравнения основан 

на введенных двенадцати тождествах обращения двух неявных функций характеристик волнового уравнения 

и их четырёх обратных неявных функций. Правильность решения проверена его подстановкой в волновое 

уравнение и его канонический вид. Указан критерий (необходимые и достаточные требования) гладкости 

на правую часть двухскоростного модельного волнового уравнения с переменными скоростями для его дважды 

непрерывной дифференцируемости в верхней полуплоскости. Этот критерий гладкости правой части двух-

скоростного модельного волнового уравнения с разными переменными скоростями в верхней полуплоскости 

совпадает с её критерием гладкости в задаче Коши для данного волнового уравнения.  

Гладкость аналогичного частного решения односкоростного модельного волнового уравнения с пе-

ременной скоростью в первой четверти плоскости изучена в статьях [1; 2]. Пробные решения общего двух-

скоростного волнового уравнения с разными постоянными скоростями на первой четверти плоскости кор-

ректировались до классических решений и строились классические решения в [3]. В них же строились 

общие интегралы из классических решений этих волновых уравнений на первой четверти плоскости. Вы-

воду явных классических решений и доказательству глобальных теорем корректности смешанных задач 

для двухскоростных волновых уравнений с разными постоянными скоростями посвящены работы Нови-

кова Е. Н.2 для случая нестационарных нехарактеристических первых косых производных и Точко Т. С., 

Устилко Е. В. [4; 5] – для нестационарных характеристических первых косых производных в граничных 

условиях. В статьях Лысенко В. В. и Спесивцевой К. А. [6; 7] выведены явные формулы классических решений 

и полные критерии корректности смешанных задач для двухскоростных волновых уравнений с разными 

постоянными скоростями соответственно при нестационарных нехарактеристических и характеристических 

                                                 
1 Барановская С. Н. О классическом решении первой смешанной задачи для одномерного гиперболического уравне-
ния: дис. … канд. физ.-мат. наук: 01.01.02. – Минск, 1991. – 59 с. 
2 Новиков Е. Н. Смешанные задачи для уравнения вынужденных колебаний ограниченной струны при нестационарных гра-
ничных условиях с первой и второй косыми производными: дис. … канд. физ.-мат. наук: 01.01.02. – Минск, 2017. – 258 л. 
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вторых производных в граничных условиях. Глобальные теоремы корректности с явными классическими 

решениями первой и второй смешанных задач для односкоростного модельного волнового уравнения с пе-

ременной скоростью в первой четверти плоскости получены в [8; 9]. 

В третьем разделе настоящей статьи подробно обсуждаются возможности приложения результатов 

настоящей работы к смешанным (начально-граничным) задачам для двухскоростного модельного волно-

вого уравнения с разными переменными скоростями. Общий интеграл может использоваться для явного 

решения и вывода критериев корректности по Адамару смешанных задач для двухскоростного модельного 

волнового уравнения с разными переменными скоростями сначала в первой четверти плоскости. Потом ме-

тодом «вспомогательных смешанных задач для полуограниченной струны» из [10] можно находить явные 

решения и критерии корректности по Адамару смешанных задач в полуполосе плоскости. Существуют 

белорусские работы [1–9; диссертации Барановской С. Н. и Новикова Е. Н.] c явными классическими ре-

шениями и доказательствами корректности смешанных задач для односкоростного модельного волнового 

уравнения с переменной скоростью и двухскоростного модельного волнового уравнения с постоянными 

скоростями. Отсутствуют аналогичные работы зарубежных авторов.  

1. Двухскоростное модельное волновое уравнение в верхней полуплоскости. Решается одномер-

ное двухскоростное модельное волновое уравнение в верхней полуплоскости ]0, [,G R= × +∞ɺ  ] , [,R = − ∞ +∞   

 1

1 2 1 2 2 2 1 2( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ,tt tx xx t t x xu x t a a u x t a a u x t a a u x t a a u x t = f x,t , x,t G−+ − − − − ∈ ɺ  (1) 

где его правая часть f  и коэффициенты 1,a 2a  – заданные вещественные функции переменных x  и ,t  

(0)

3 3( , ) 0,i ia x t a− −≥ >  ( , ) ] , [ [0, [,x t G∈ = − ∞ +∞ × +∞  2

3 ( ),ia C G− ∈  1, 2.i =  Здесь ( )kC Ω  – множество k  раз 

непрерывно дифференцируемых функций на подмножестве 
2
,RΩ ⊂ ] , [,R = − ∞ +∞  и 0 ( ) ( ).C CΩ = Ω  Урав-

нению (1) соответствуют характеристические уравнения 

 3( 1) ( , ) , 1, 2,i

idx a x t dt i−= − =  (2) 

которые имеют общие интегралы ( , ) , , 1, 2.i i ig x t C C R i= ∈ =  Если коэффициенты 3 ia −  строго положительны, 

т. е. (0)

3 3, ) 0,i ia x t a− −≥ >  ( , ) ,x t G∈  то переменная t  на характеристиках 1 1 1( , ) , ,g x t C C R= ∈  строго убывает, 

на характеристиках 2 2 2( , ) , ,g x t C C R= ∈  строго возрастает вместе с ростом .x  Поэтому неявные функ-

ции ( , ) , , 0,i i iy g x t C x R t= = ∈ ≥  обладают строго монотонными обратными функциями { , }, 0,i ix h y t t= ≥  

( )[ , ], ,i

it h x y x R= ∈  1, 2.i =  По определению обратных отображений на G  они удовлетворяют следующим 

тождествам обращения [8]: 

 ig ( { , }, ) , 0,i i ih y t t y t= ≥   { ( , ), } , , 1, 2,i ih g x t t x x R i= ∈ =   (3) 

 ig ( )( , [ , ]) , ,i

i ix h x y y x R= ∈   ( )[ , ( , )] , 0, 1, 2,i

ih x g x t t t i= ≥ =  (4) 

 ( ){ , [ , ]} , ,i

i i ih y h x y x x R= ∈   ( )[ { , }, ] , 0, 1, 2.i

i i ih h y t y t t i= ≥ =  (5) 

В правых частях тождеств (3)–(5) вместе с взаимообратными функциями исключаются переменные, 

повторяющиеся дважды в левых частях, если даже в левых частях этих тождеств повторяется дважды лишь 

одно из возможных значений этих переменных. Если коэффициенты (0)

3 3( , ) 0,i ia x t a− −≥ >  ( , ) ,x t G∈  

2

3 ( ),ia C G− ∈  то функции ,ig ,ih ( )ih  дважды непрерывно дифференцируемы по , , ,ix t y 1, 2,i =  на G  [8]. 

Замечание 1. В случае 3 ( , ) 0,ia x t const− = >  1, 2,i =  ими являются функции: 1 2( , ) ,g x t x a t= +  

2 1( , ) ,g x t x a t= −  1 1 1 2{ , } ,h y t y a t= −  2 2 2 1{ , } ,h y t y a t= +  (1)

1 1 2[ , ] ( ) / ,h x y y x a= −  (2)

2 2 1[ , ] ( ) / .h x y x y a= −  

Определение 1. К л а с с и ч е с к и м  решением уравнения (1) называется функция 2 ( ),u С G∈  удо-

влетворяющая уравнению (1) в каждой внутренней точке ( , )x t G∈ ɺ  множества .G  

Найти в явном виде общий интеграл классических решений и критерий (необходимые и достаточ-

ные условия) гладкости правой части f  нового модельного волнового уравнения (1) в верхней полуплос-

кости .G  В будущем найденный общий интеграл классических решений потребуется нам для явного ре-

шения и вывода критериев корректности по Адамару смешанных (начально-граничных) задач для одно-

мерного модельного волнового уравнения (1) сначала на полупрямой и потом на ограниченном отрезке. 
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Из определения 1 классических решений уравнения (1) следует необходимость непрерывности 

функции ( ).f C G∈  Ниже мы укажем и обсудим дополнительные необходимые и достаточные требования 

гладкости на f  в верхней полуплоскости G  и в первой четверти .G∞  

Теорема 1. Пусть коэффициенты (0)

3 3( , ) 0,i ia x t a− −≥ >  ( , ) ] , [ [0, [,x t G∈ = − ∞ +∞ × +∞  2

3 ( ),ia C G− ∈  

1, 2.i =  Тогда общим интегралом уравнения (1) в верхней полуплоскости G  с критерием гладкости  

 ( ),f C G∈    1

0

( { ( , ), }, ) ( ), 1, 2,

t

i if h g x t d C G iτ τ τ∈ =∫  (6) 

из классических (дважды непрерывно дифференцируемых на G ) решений являются функции 

 1 1 2 2( , ) ( ( , )) ( ( , )) ( , ), ( , ) ,u x t f g x t f g x t F x t x t G= + + ∈ɶ ɶ  (7) 

 
( ) ( )

( )
1 1 1

2 2 1

{ ( , ), } ( , ) 2

2 1 2 2 1 2

2

1 20 { ( , ), } ( , ) 1 2 1

/ /( , )
( , ) exp ,

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

h g x t g x tt

h g x t g

a a a a a af
F x t d ds d

a a a a g

τ
δ τ

τ δ τ
δ

 −δ τ  = τ δ δ τ + δ τ  δ τ + δ τ δ τ   
∫ ∫ ∫

ɶ ɶ

ɶ

ɶ ɶ ɶɶ ɶ ɶ
 (8) 

где 1f
ɶ  и 2f

ɶ  – любые дважды непрерывно дифференцируемые функции от ξ  и η  вида  

 1 1 2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( (0,0)), ( ) ( ) ( (0,0)).f f f g f f f gξ = ξ + η = η −ɶ ɶ  (9) 

Доказательство. При равных переменных коэффициентах 1( , )a x t ≡ 2 ( , ) ( , )a x t a x t≡  двухскорост-

ное модельное волновое уравнение (1) становится односкоростным модельным волновым уравнением 

из работ [1; 2]. Согласно этим работам в первой четверти плоскости [0, [ [0, [G∞ = +∞ × +∞  на подмножестве ,G−  

где выполняется неравенство 2 2( , ) (0,0),g x t g>  требования гладкости (6) с функциями 1 2, ,f a a  под инте-

гралом F  без модуля δ  переменной δ  необходимы и достаточны для дважды непрерывной дифферен-

цируемости решения F  вида (8) неоднородного уравнения (1) с коэффициентами 1( , )a x t ≡ 2 ( , )a x t  на G−  

и, следовательно, на верхней полуплоскости G  в теореме 1. Аналогичному переходу от множества G−  

к верхней полуплоскости G  также посвящено замечание 3 статьи [3] для уравнения (1) с различными посто-

янными коэффициентами (0)( , ) ,i ia x t a const= = 1, 2,i =  которое остаётся справедливым и для различных 

переменных коэффициентов 1 2( , ) ( , )a x t a x t≠  на верхней полуплоскости .G  

Вывод формулы решения. Приводим уравнение (1) к каноническому виду заменой переменных  

 1 2( , ), ( , )g x t g x tξ = η =  (10) 

с невырожденным якобианом ( , ) 0x t t xJ x t = ξ η − ξ η ≠  в ,G  так как (0)

3 3( , ) 0,i ia x t a− −≥ > 1, 2,i =  в .G  Сначала 

для новой функции ( , ) ( ( , ), ( , )) ( ( , ), ( , ))u x t u x t u x t x t= ξ η ξ η = ξ ηɶ  вычисляем первые и вторые производные  

 ,t t tu u uξ η= ξ + ηɶ ɶ  ,x x xu u uξ η= ξ + ηɶ ɶ 2 2( ) 2 ( ) ,tt t t t t tt ttu u u u u uξξ ξη ηη ξ η= ξ + ξ η + η + ξ + ηɶ ɶ ɶ ɶ ɶ  

 ( ) ( ) ,tx x x t x x t tx txu u u u u u uξξ ξη ηξ ηη ξ η= ξ + η ξ + ξ + η η + ξ + ηɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ  

 2 2( ) 2 ( ) .xx x x x x xx xxu u u u u uξξ ξη ηη ξ η= ξ + ξ η + η + ξ + ηɶ ɶ ɶ ɶ ɶ  (11) 

Согласно уравнениям (2) полные дифференциалы от характеристик ( , ) , 1, 2,i ig x t C i= =  равны нулю 

 3( ) ( ) [( ) ( 1) ( , )( ) ] 0, ( , ) ,i

i i x i t i t i i xdg g dx g dt g a x t g dt x t G−= + = + − ≡ ∈  1, 2,i =  

и, следовательно, находим соотношения первых частных производных от характеристик 

 1

3( ) ( 1) ( , )( ) , ( , ) , 1, 2.i

i t i i xg a x t g x t G i+
−= − ∈ =  (12) 
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Отсюда для новых переменных из (10) мы имеем тождества 

 2 1( , ) 0, ( , ) 0, ( , ) .t x t xa x t a x t x t Gξ − ξ = η + η = ∈  (13) 

Первое уравнение из (13) один раз дифференцируем сначала только по t  и потом только по ,x  

результаты дифференцирования по t  складываем с произведением на коэффициент 1a  результата диффе-

ренцирования по ,x  в полученной сумме применяем первое уравнение из (13) и выводим равенство  

 1

1 2 1 2 2 1 2 2 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , ( , ) .tt tx xx t x x x t t x xa a a a a a a a a a a x t G−
∞ξ + − ξ − ξ = ξ + ξ = ξ + ξ ∈  (14) 

Второе уравнение из (13) один раз дифференцируем сначала только по t  и потом только по ,x  

результаты дифференцирования по t  складываем с произведением на коэффициент 2a−  результата диф-

ференцирования по ,x  в полученной сумме применяем второе уравнение из (13) и выводим 

 1

1 2 1 2 2 1 2 2 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , ( , ) .tt tx xx t x x x t t x xa a a a a a a a a a a x t G−
∞η + − η − η = η + η = η + η ∈  (15) 

Теперь частные производные из (11) подставляем в уравнение (1) и вычисляем коэффициенты при сле-

дующих частных производных: 

 :uξξɶ  2 2

1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )( ) 0,t t x x t x t xa a a a a aξ + − ξ ξ − ξ = ξ + ξ ξ − ξ =  

 2 :uξηɶ  ( ) ( ) ( )1 2 1 2 2 1 2 1

1 1
( )

2 2
t t t x x t x x x t t x x t t x x t t xa a a a a a a aξ η + − ξ η + ξ η − ξ η = ξ η + ξ η + ξ η − ξ η + ξ η − ξ η =  

 ( )2 1 2 1 1 2 1 2

1 1 1 1 1 1
( ) ( ) ( , ),

2 2 2 2 2 2
x t x t t x t x x t t xa a a a a a a a J x t= ξ η + ξ η − ξ η − ξ η = + ξ η − ξ η = +  

 :uηηɶ  2 2

1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )( ) 0,t t x x t x t xa a a a a aη + − η η − η = η + η η − η =  

 :uξɶ  1

1 2 1 2 2 2 1 2( ) ( ) ( )tt tx xx t t x xa a a a a a a a−ξ + − ξ − ξ − ξ − ξ =  

 1 1

2 2 1 2 2 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) 0,t t x x t t x xa a a a a a a a− −= ξ + ξ − ξ − ξ =  

 :uηɶ   1

1 2 1 2 2 2 1 2( ) ( ) ( )tt tx xx t t x xa a a a a a a a−η + − η − η − η − η =
 

 1 1

1 1 2 1 2 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )t t x x t t x xa a a a a a a a− −= η + η − η − η =  

 [ ]1 1
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Здесь коэффициенты при вторых производных uξξɶ  и uηηɶ  обратились в ноль в силу тождеств (13). 

В коэффициенте при смешанной производной uξηɶ  нами также применены тождества (13). В коэффициен-

тах при первых производных uξɶ  и uηɶ  соответственно использовались равенства (14) и (15), а при первой 

производной uηɶ  – ещё замена переменных (10) и равенство (12) при 2.i =  Когда в уравнении (1) коэффи-

циенты равны 1 2( , ) ( , ),a x t a x t=  тогда здесь коэффициент при первой производной ,uηɶ  очевидно, тоже об-

ращается в ноль и двухскоростное модельное волновое уравнение (1) настоящей работы становится одно-

скоростным модельным волновым уравнением из работы [8]. 
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В результате замены (10) уравнение (1) на G  приводится к уравнению 

 1 2( ) ( , ) ( , )a a J x t uξη+ ξ η +ɶ ( ) ( ){ }2

2 1 2 2 1 2 2 ( , )
( , )

/ / ( ) ( , )x x xx t
t t

a a a a a a g u= ξ η η
= ξ η

 − ξ η  ɶ ( , ),f= ξ ηɶ   ( , ) ,Gξ η ∈ ɶ  

с правой частью ( , ) ( ( , ), ( , ))f f x tξ η = ξ η ξ ηɶ  на образе Gɶ  первой четверти плоскости G  при замене пере-

менных (10). Уравнение (1) на G  равносильно его следующему каноническому виду на :Gɶ  

 ( , )uξη ξ η +ɶ
( ) ( )

( , )
( , )

2

2 1 2 2 1 2 2

1 2

/ / ( )
( , )

( ) ( , ) x x
t t

xx t
a a a a a a g

u
a a J x t = ξ η

= ξ η
η

 −  ξ η
+

ɶ

1 2

( , ) ( , )
,

( , ) ( , )

f J

a a

ξ η ξ η=
ξ η + ξ η

ɶ ɶ

ɶ ɶ
  ( , ) ,Gξ η ∈ ɶ  (16) 

где якобиан обратной замены к (10) равен ( , ) 0J x t x tξ η η ξξ η = − ≠ɶ  на �G  и ( , )J x t ( , ) 1.J ξ η =ɶ   

Для каждого фиксированного значения η  находим интегрирующий множитель уравнения (16) 

 
( ) ( )
( )

1 2

2

2 1 2 2 1 2 2

( , )
( , )1 2( { , 0}, 0)

/ / ( )
( ) exp ,

( , ) ( , ) ( , )
g h

a a a a a a g
d

a a J

ξ
δδ τ

δ=δ ν η
τ=τ ν ηη

  −  µ ξ = ν δ τ + δ τ δ τ  
∫ ɶ

ɶ

ɶ  (17) 

где подынтегральная функция берется до указанной ниже замены (18) с независимыми переменными в плос-

кости Oδτ  и вершиной ( , )M x t  характеристического треугольника MPQ∆  на рисунке 1, а.  

       

 а  б 

а – для функции F ; б – для функции Fɶ  

Рисунок 1. – Характеристические треугольники MPQ∆  и MPQ∆ ɶɶ ɶ   

В интеграле (17) нижний предел интегрирования 1 2( { ,0},0)g hν = ρ  в плоскости Oνρɶ  является урав-

нением кривой 0l
ɶ  криволинейного основания PQɶɶ  треугольника MPQ∆ ɶɶ ɶ  из рисунка 1, б. Треугольник 

MPQ∆ ɶɶ ɶ  представляет собой образ треугольника MPQ∆  при замене переменных, равносильной на G  за-

мене (10), т. е.  

 1 2( , ), ( , ),g gν = δ τ ρ = δ τ     ( , ) .Gδ τ ∈  (18) 

В интеграле (17) верхний предел интегрирования ν = ξ  соответствует уравнению прямой ,MQɶɶ  т. е. 

уравнению стороны характеристического треугольника MPQ∆ ɶɶ ɶ  из рисунка 1, б. 

Умножаем уравнение (16) на интегрирующий множитель ( ),µ ξ  для каждого фиксированного зна-

чения η  интегрируем результат этого умножения по ,ξ  т. е. по ,ν  от 1 2( { ,0},0)g hν = η  до ν = ξ  также, как 

в множителе ( ),µ ξ  и находим функцию 

( ) ( )
( )

1 2 1 2

2

2 1 2 2 1 2 2

( , )
( , )1 2 1 2( { , 0},0) ( { ,0},0)

/ / ( )( , ) ( , )
( ) ( , ) exp .
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g h g h

a a a a a a gf J
u d d

a a a a J

ξ ν
δδ τ

η δ=δ ν η
τ=τ ν ηη η

  −ν η ν η   µ ξ ξ η = ν ν ν η + ν η δ τ + δ τ δ τ  
∫ ∫ ɶ

ɶ

ɶ ɶ
ɶɶ

ɶ ɶ
 (19) 
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Функцию (19) делим на ( ),µ ξ  при каждом фиксированном значении ξ  интегрируем результат 

умножения по ,η  т. е. по ,ρ  и получаем частное решение ( , )F ξ ηɶ  неоднородного канонического урав-

нения (16) 

( ) ( )
( )

2 1 1 2

2

2 1 2 2 1 2 2

( , )
( , )1 2 1 2( { ,0},0) ( { ,0},0)

/ / ( )( , ) ( , )
( , ) exp .

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
g h g h

a a a a a a gf J
u d d d

a a a a J

η ξ ν
δδ τ

δ=δ ν ρ
τ=τ ν ρξ ρ ξ

  −ν ρ ν ρ   ξ η = ν ν ρ ν ρ + ν ρ δ τ + δ τ δ τ  
∫ ∫ ∫ ɶ

ɶ

ɶ ɶ
ɶɶ

ɶ ɶ
 (20) 

Во внешнем интеграле пределы интегрирования совпадают со вторыми координатами вершин ( , )M ξ ηɶ  

и ( )2 1, ( { ,0},0)Q g hξ ξɶ  характеристического треугольника MPQ∆ ɶɶ ɶ  из рисунка 1, б.  

Если интегрируем канонической вид (16) на треугольнике ,MPQ∆ ɶɶ ɶ  то имеем общий интеграл 

 1 2( , ) ( ) ( ) ( , ), ( , ) ,u f f F Gξ η = ξ + η + ξ η ξ η ∈ɶ ɶ ɶɶɶ  (21) 

где частное решение ( , )F ξ ηɶ  уравнения (16) равно двойному повторному интегралу вида (20) и 1,fɶ  2f
ɶ  – 

любые дважды непрерывно дифференцируемые функции соответственно переменных ξ  и .η  Из этого 

общего интеграла (21) на Gɶ  обратной заменой к (10) выводим общий интеграл уравнения (1) на G  

 1 1 2 2( , ) ( ( , )) ( ( , )) ( , ), ( , ) ,u x t f g x t f g x t F x t x t G= + + ∈ɶ ɶ  (22) 

в котором частное решение ( , )F x t  уравнения (16) равно двойному повторному интегралу (8) из теоремы 1 

и 1,fɶ  2f
ɶ  – любые дважды непрерывно дифференцируемые функции от ,ξ η  из (9). При этом благодаря 

формулам (12) для интеграла (8) в интеграле (20) мы воспользовались значением якобиана 

 1 2 1 2 1 2 1 2( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) .J g g g g a a g gδ τ τ δ δ τ τ δ δ δδ τ = ν ρ − ν ρ = − = − +  

На плоскости Oνρɶ ɶ ɶ  в показателе экспоненты решения (20) для каждого фиксированного ρ  берется опре-

деленный интеграл по длине ds  отрезка прямой ρ = ρɶ  от ν = ξɶ  до v v=ɶ  треугольника MPQ∆ ɶɶ ɶ  (рисунок 2, б). 

Поэтому на плоскости Oδτɶ ɶ  после обратной замены переменных к замене 1 2( , ),  ( , )g gν = δ τ ρ = δ τɶ ɶɶ ɶɶ ɶ  типа (18) 

с волнами над всеми переменными этот интеграл становится интегралом по длине ds  кривой l  в треуголь-

нике MPQ∆ , т. е. криволинейным интегралом первого типа в (8) в плоскости Oδτɶ ɶ  (рисунок 2, а). Следова-

тельно, на плоскости Oδτɶ ɶ  в этом криволинейном интеграле первого типа подынтегральная функция опре-

деляется от точки 0 0( , )Y δ τɶ ɶ  до точки 1 1( , )Z δ τɶ ɶ  треугольника MPQ∆  из рисунка 2, а. Таким образом, в плос-

кости Oδτɶ ɶ  для каждого фиксированного ρ = ρɶ  в показателе экспоненты этот криволинейный интеграл 

берется от меняющейся точки 0 0( , )Y δ τɶ ɶ  пересечения характеристики 2 ( , )g δ τ = ρɶ ɶɶ  с характеристикой 

1 1( , ) ( , )g gδ τ = δ τɶ ɶ  из рисунка 2, a, т. е. её координаты являются единственным решением системы уравне-

ний 2 0 1 1 0{ , } { ( , ), },h h gρ τ = δ τ τɶ ɶ ɶ
0 2 0{ , }hδ = ρ τɶ ɶ ɶ  в силу строгой монотонности функций , ,  1, 2,i ig h i =  и формул 

обращения (3). В экспоненте формулы (8) этот криволинейный интеграл берется до точки 1 1( , )Z δ τɶ ɶ  пересе-

чения характеристики 2 ( , )g δ τ = ρɶ ɶɶ  при обязательном значении 2 ( , )g x tρ =ɶ  с характеристикой 1 1( , ) ( , ),g g x tδ τ =ɶ ɶ  

которые, очевидно, пересекаются в точке ( , ).M x t  Итак, в треугольнике MPQ∆  плоскости Oδτɶ ɶ  у точки Z  

координаты  

 1 1( , ) ( , )Z M x tδ τ =ɶ ɶ  ⇔  1 ,xδ =ɶ  1 .tτ =ɶ  (23) 

В подынтегральной функции показателя экспоненты решения (20) мы не перешли к новым пере-

менным (18), потому что ниже в этой подынтегральной функции мы должны делать обратную замену 

переменных к (18). 
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 а  б 

а – для функции F ; б – для функции Fɶ  

Рисунок 2. – Характеристические треугольники MPQ∆  и MPQ∆ ɶɶ ɶ   

Проверка формулы решения 1. Самой точной проверкой решений уравнения (1) является их под-

становка в это же уравнение (1). Вычисляем первые частные производные от функции F  вида (8) 
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где показателями экспонент являются интегральные функции 
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так как в первых интегралах 1 1 1 1( { ( , ), }, ) ( , )g h g x t g x tτ τ =  по первому тождеству обращения из (3) при 1i =  

и во вторых интегралах значение подынтегральной функции из ( , )A x t  взято при 1 ,xδ =ɶ 1 tτ =ɶ  в силу (23). 
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Находим вторые частные производные от функции F  из (8): 
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( { ( , ), }, ) { ( , ), }

( { ( , ), }, ) ( { ( , ), }, )

t

x

f h g x t h g x t

a h g x t a h g x t t

 τ τ ∂ τ
 −  τ τ + τ τ ∂ 
∫  

 
2 2 ( , )2 2

1 2 2 2 2 2

{ ( , ), }( { ( , ), }, )
e

( { ( , ), }, ) ( { ( , ), }, )

B x t

x

h g x tf h g x t
d

a h g x t a h g x t t

∂ τ  τ τ− τ + τ τ + τ τ ∂   
 

 2 2 2 2

1 2 2 2 2 20

( { ( , ), }, ) { ( , ), }

( { ( , ), }, ) ( { ( , ), }, )

t
f h g x t h g x t

a h g x t a h g x t t

τ τ ∂ τ+
τ τ + τ τ ∂∫

( , )eB x t
( ) ( )

[ ] ( )

2

2 1 2 2 1 2

12

1 2 1

/ /
( )

( , ) ( , ) ( , )

x t
x

x

a a a a a a
g d

a x t a x t g x t

−
τ −

+
 

 2 2 2 2

1 2 2 2 2 20

( { ( , ), }, ) { ( , ), }

( { ( , ), }, ) ( { ( , ), }, )

t
f h g x t h g x t

a h g x t a h g x t t

τ τ ∂ τ−
τ τ + τ τ ∂∫

( , )eB x t ×  

 
( ) ( )

( )
0

0

2

2 1 2 2 1 2 1 2 2

2

1 2 1

/ / ( { ( , ), }, )

( , ) ( , ) ( , )

a a a a a a g h g x t
d

xa a g

δ τ

δ=δδ
τ=τ

− ∂ τ τ× τ −
∂ δ τ + δ τ δ τ 

ɶ ɶ

ɶ ɶɶ
ɶ ɶ

ɶ ɶ ɶɶ ɶ ɶ
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1 1 1 1

1 1 1 2 1 10

( { ( , ), }, ) { ( , ), }

( { ( , ), }, ) ( { ( , ), }, )

t f h g x t h g x t

a h g x t a h g x t x

τ τ ∂ τ
−

τ τ + τ τ ∂∫
( ) ( )

( )
2

2 1 2 2 1 2

12

1 2 1

/ /
( )

( , ) ( , ) ( , )
t

x
t

a a a a a a
g d

a a g

δ τ

δ=δ
τ=

−
τ +

 δ τ + δ τ δ τ 

ɶ ɶ

ɶɶ
ɶ

ɶ ɶ ɶɶ ɶ ɶ
 

 2 2 2 2

1 2 2 2 2 20

( { ( , ), }, ) { ( , ), }

( { ( , ), }, ) ( { ( , ), }, )

t
f h g x t h g x t

a h g x t a h g x t x

τ τ ∂ τ+
τ τ + τ τ ∂∫

( , )eB x t
( ) ( )

[ ] ( )

2

2 1 2 2 1 2

12

1 2 1

/ /
( )

( , ) ( , )

x t
t

x

a a a a a a
g d

a x t a x t g

−
τ +

+
 

 
( ) ( )

[ ] ( )

1 1

2 2

2
{ ( , ), } 2

2 1 2 2 1 2( , )

1 12

1 20 { ( , ), } 1 2 1

/ /( , )
e ( ) ( )

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

h g x tt

A x t x t
t x

h g x t x

a a a a a af
d d g g

a a a x t a x t g

τ

τ

 −δ τ
 + τ δ −
 δ τ + δ τ + 

∫ ∫  

 
( ) ( )

[ ] ( )

1 1

2 2

{ ( , ), } 2

2 1 2 2 1 2( , )

12

1 20 { ( , ), } 1 2 1

/ /( , )
e ( ) ,

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

h g x tt

A x t x t
t

h g x t x x

a a a a a af
d d g

a a a x t a x t g

τ

τ

 −δ τ
 − τ δ
 δ τ + δ τ + 

∫ ∫  ( , ) ,x t G∈  (26) 

 ( , )x xF x t = 1 1 1 1

1 1 1 2 1 10

( { ( , ), }, ) { ( , ), }

( { ( , ), }, ) ( { ( , ), }, )

t

x

f h g x t h g x t

a h g x t a h g x t x

 τ τ ∂ τ
 −  τ τ + τ τ ∂ 
∫  

 
2 2 ( , )2 2

1 2 2 2 2 2

{ ( , ), }( { ( , ), }, )
e

( { ( , ), }, ) ( { ( , ), }, )

B x t

x

h g x tf h g x t
d

a h g x t a h g x t x

∂ τ  τ τ− τ + τ τ + τ τ ∂   
 

 2 2 2 2

1 2 2 2 2 20

( { ( , ), }, ) { ( , ), }

( { ( , ), }, ) ( { ( , ), }, )

t
f h g x t h g x t

a h g x t a h g x t x

τ τ ∂ τ+
τ τ + τ τ ∂∫

( , )eB x t
( ) ( )

[ ] ( )

2

2 1 2 2 1 2

12

1 2 1

/ /
( )

( , ) ( , ) ( , )

x t
x

x

a a a a a a
g d

a x t a x t g x t

−
τ −

+
 

 2 2 2 2

1 2 2 2 2 20

( { ( , ), }, ) { ( , ), }

( { ( , ), }, ) ( { ( , ), }, )

t
f h g x t h g x t

a h g x t a h g x t x

τ τ ∂ τ−
τ τ + τ τ ∂∫

( , )eB x t ×  

 
( ) ( )

( )
0

0

2

2 1 2 2 1 2 1 2 2

2

1 2 1

/ / ( { ( , ), }, )

( , ) ( , ) ( , )

a a a a a a g h g x t
d

xa a g

δ τ

δ=δδ
τ=τ

− ∂ τ τ× τ −
∂ δ τ + δ τ δ τ 

ɶ ɶ

ɶ ɶɶ
ɶ ɶ

ɶ ɶ ɶɶ ɶ ɶ
 

 
1 1 1 1

1 1 1 2 1 10

( { ( , ), }, ) { ( , ), }

( { ( , ), }, ) ( { ( , ), }, )

t f h g x t h g x t

a h g x t a h g x t x

τ τ ∂ τ
−

τ τ + τ τ ∂∫
( ) ( )

( )
2

2 1 2 2 1 2

12

1 2 1

/ /
( )

( , ) ( , ) ( , )
x

x
t

a a a a a a
g d

a a g

δ τ

δ=δ
τ=

−
τ +

 δ τ + δ τ δ τ 

ɶ ɶ

ɶɶ
ɶ

ɶ ɶ ɶɶ ɶ ɶ
 

2 2 2 2

1 2 2 2 2 20

( { ( , ), }, ) { ( , ), }

( { ( , ), }, ) ( { ( , ), }, )

t
f h g x t h g x t

a h g x t a h g x t x

τ τ ∂ τ+
τ τ + τ τ ∂∫

( , )eB x t
( ) ( )

[ ] ( )

2

2 1 2 2 1 2

12

1 2 1

/ /
( )

( , ) ( , )

x t
x

x

a a a a a a
g d

a x t a x t g

−
τ +

+
 

 
( ) ( )

[ ] ( )

1 1

2 2

2
{ ( , ), } 2

2 1 2 2 1 2( , )

12

1 20 { ( , ), } 1 2 1

/ /( , )
e ( )

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

h g x tt

A x t x t
x

h g x t x

a a a a a af
d d g

a a a x t a x t g

τ

τ

 −δ τ
 + τ δ −
 δ τ + δ τ + 

∫ ∫  

 
( ) ( )

[ ] ( )

1 1

2 2

{ ( , ), } 2

2 1 2 2 1 2( , )

12

1 20 { ( , ), } 1 2 1

/ /( , )
e ( ) ,

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

h g x tt

A x t x t
x

h g x t x x

a a a a a af
d d g

a a a x t a x t g

τ

τ

 −δ τ
 − τ δ
 δ τ + δ τ + 

∫ ∫  ( , ) .x t G∈  (27) 
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В этих вторых производных нижними индексами x  и t  функций и выражений обозначены их пер-

вые частные производные соответственно по переменным x  и .t  

Суммируем коэффициенты при подобных интегралах после подстановки первых и вторых произ-

водных (24)–(27) в (1). Коэффициент интегралов с первыми производными по x  и t  от ( , )C x t  равен 

 1 1 2 1 1 2 1( , )( ) { } ( ) ( ) { } ( ) { }t t x t x xC x t h a a C h a a C h+ − − =i i i  

 2 1 1 2 1 1 2 1( , )( ) { } ( ) ( ) { } ( ) { }x t x t x xa C x t h a a C h a a C h= + − − =i i i  

 1 1 1 2 1 1 2 1 1 2 1( ) { } ( ) { } ( ) { } ( ) { } 0,x t x x x x x xa C h a a C h a a C h a a C h= − = − =i i i i  ( , ) ,x t G∈  (28) 

где символ 1{ } { ( , ), }g x t= τi  и функция 

 
1 1

1 1 1 2 1 1

( { ( , ), }, )
( , ) .

( { ( , ), }, ) ( { ( , ), }, )

f h g x t
C x t

a h g x t a h g x t

τ τ
≡

τ τ + τ τ
 

В равенствах (28) мы применили при 1i =  по одному из двух тождеств на G  

 
1 2 1 2

( { }, ) ( { }, )
( )

( { }, ) ( { }, ) ( { }, ) ( { }, )

i i

i t

i i i i i

f h f h
g

t a h a h g a h a h

   τ τ∂ ∂= =      ∂ τ + τ ∂ τ + τ   

iii iii

iii iii iii iii
 

1 1

3 3

1 2 1 2

( { }, ) ( { }, )
( 1) ( ) ( 1) , 1, 2,

( { }, ) ( { }, ) ( { }, ) ( { }, )

i ii i

i i x i

i i i i i

f h f h
a g a i

g a h a h x a h a h

+ +
− −

   τ τ∂ ∂= − = − =      ∂ τ + τ ∂ τ + τ   

iii iii

iii iii iii iii
 (29) 

 
1 1

3 3

{ } { } { } { }
( ) ( 1) ( ) ( 1) , 1, 2,

i i i ii i

i t i i x i

i i

h h h h
g a g a i

t g g x

+ +
− −

∂ ∂ ∂ ∂
= = − = − =

∂ ∂ ∂ ∂
iii iii iii iii

 ( , ) ,x t G∈  (30) 

где символы { } { ( , ), }.ig x t= τiii  Для вывода (29) и (30) нами использованы равенства из (12) при 1, 2.i =  

Согласно (30) при 1i =  коэффициент под интегралами от ( , )C x t  равен 

 1

1 1 2 1 1 2 1 2 2 1 1 2 1( ) { } ( )( ) { } ( ) { } ( ) ( ) { } ( ) ( ) { }tt tx xx t t x xh a a h a a h a a h a a h−+ − − − − =i i i i i  

 1

2 1 2 1 1 2 1 1 2 1 2 2 1 1 2 1( ) ( ) { } ( ) { } ( )( ) { } ( ) { } ( ) ( ) { } ( ) ( ) { }t x tx tx xx t t x xa h a h a a h a a h a a h a a h−= + + − − − − =i i i i i i  

 2 1 1 1 1 2 1 2 1 1 2 1 1 1( ) ( ) { } ( ) { } ( ) { } ( ) ( ) { } ( ) ( ) { } [( ) { }t x tx xx t x x x txa h a h a a h a h a a h a h= + − − − = −i i i i i i  

 2 1 2 1 1 2 1 2 1 2 1 2 1( ) { } ( ) ( ) { }] [( ) ( ) { } ( ) { } ( ) { } ( ) ( ) { }] 0,xx x x x x xx xx x xa h a h a a h a h a h a h− − = + − − =i i i i i i ( , ) ,x t G∈  (31) 

потому что справедливы ещё тождества 

 

2 2

1 1

3 3 32

{ } { } {( )} { }
( 1) ( 1) ( ) , 1, 2,

i i i ii i

i i t i

h h h h
a a a i

t x x t xt

+ +
− − −

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= − = − + =  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂     

ii ii ii ii
 ( , ) ,x t G∈  (32) 

 

2 2

1 1

3 3 3 2

{ } { } {( )} { }
( 1) ( 1) ( ) , 1, 2,

i i i ii i

i i x i

h h h h
a a a i

x t x x x x

+ +
− − −

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= − = − + =  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    

ii ii ii ii
 ( , ) ,x t G∈  (33) 

в которых нами использованы тождества (30) с символами { } { ( , ), }ig x t= τii  при 1, 2.i =  

Коэффициент у интегралов с первыми производными по x  и t  от функции ( , )D x t  равен  

 ( , )eB x t

2 1 2 2 1 2 2[ ( , )( ) { } ( ) ( ) { } ( ) { }t t x t x xD x t h a a D h a a D h+ − − =ii ii ii  
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 ( , )

1 2 1 2 2 1 2 2e [ ( , )( ) { } ( ) ( ) { } ( ) { }]B x t

x t x t x xa D x t h a a D h a a D h= − + − − =ii ii ii  

 ( , )

2 2 1 2 2e [ ( ) { } ( ) { }]B x t

x t x xa D h a a D h= − − =ii ii
( , )

1 2 2 1 2 2e [ ( ) { } ( ) { }] 0,B x t

x x x xa a D h a a D h− =ii ii ( , ) ,x t G∈  (34) 

где символ 2{ } { ( , ), }g x t= τii  и функция 

 
2 2

1 2 2 2 2 2

( { ( , ), }, )
( , ) .

( { ( , ), }, ) ( { ( , ), }, )

f h g x t
D x t

a h g x t a h g x t

τ τ
≡

τ τ + τ τ
 

В равенствах (34) мы применили при 2i =  по одному из двух тождеств в (29) и (30). 

Согласно (30) при 2i =  коэффициент под первыми интегралами от ( , )( , )eB x tD x t  в (24)–(27) равен 

 1

2 1 2 2 1 2 2 2 2 2 1 2 2( ) { } ( )( ) { } ( ) { } ( ) ( ) { } ( ) ( ) { }tt tx xx t t x xh a a h a a h a a h a a h−+ − − − − =ii ii ii ii ii  

 1

1 2 1 2 1 2 2 1 2 2 2 2 2 1 2 2( ) ( ) { } ( ) { } ( )( ) { } ( ) { } ( ) ( ) { } ( ) ( ) { }t x tx tx xx t t x xa h a h a a h a a h a a h a a h−= − − + − − − − =ii ii ii ii ii ii  

 1

1 2 2 2 1 2 2 2 2 2 1 2 2( ) ( ) { } ( ) { } ( ) { } ( ) ( ) { } ( ) ( ) { }t x tx xx t t x xa h a h a a h a a h a a h−= − − − − − =ii ii ii ii ii  

 1

1 2 2 1 2 1 2 1 2 2 2 2 2 1 2 2( ) ( ) { } [ ( ) ( ) { } ( ) { }] ( ) { } ( ) ( ) { } ( ) ( ) { }t x x x xx xx t t x xa h a a h a h a a h a a h a a h−= − − − − − − − =ii ii ii ii ii ii   

 1

1 2 1 2 2 2 2 2 1 2 2( ) ( ) { } ( ) ( ) { } ( ) ( ) { } ( ) ( ) { }t x x x t t x xa h a a h a a h a a h−= − + − − =ii ii ii ii  

 1

1 2 1 2 2 2 1 2 2 1 2 2( ) ( ) { } ( ) ( ) { } ( ) ( ) { } ( ) ( ) { }t x x x t x x xa h a a h a a a h a a h−= − + + − =ii ii ii ii  

 { }1 2 1 2 1 2 1 2 2 2[( ) ( ) ] [( ) ( ) ] / ( ) { }x x t t xa a a a a a a a a h= − − − =ii  

 
2

2 1 2 2 1 2 2( / ) ( / ) ( ) { },x t xa a a a a a h = −  ii  ( , ) .x t G∈  (35) 

Вывод равенств (35) основан на тождествах (30), (32), (33) при 2.i =  

Находим коэффициент функции ( , )( , )eB x tD x t  после подстановки вторых и пятых интегралов из вто-

рых производных (25)–(27) в уравнение (1)  

 ( )2 1 1 2 2 1 2 1 1 2 2 1( , )[2( ) { }( ) ( ) ( ) { }( ) ( ) { }( ) 2 ( ) { }( ) ]t t t x x t x xE x t h g a a h g h g a a h g+ − + − =ii ii ii ii  

 2 2 1 1 2 2 1 2 1 1( , )[( ) { } ( ) ( )( ) { }( ) ( ) { } ( )t x t x x tE x t h a g a a h g h a g= + − − +ii ii ii  

 1 2 2 1 1 2 2 1( )( ) { }( ) 2 ( ) { }( ) ]x t x xa a h g a a h g+ − − =ii ii  

 1 2 1 1 2 2 1 2 2 1 1 2 2 1( , )[ ( ) { }( ) ( ) { }( ) ( ) { }( ) ( ) { }( ) ]t x x x x t x xE x t a h g a a h g a h g a a h g= − − − =ii ii ii ii  

 ( ) ( ) 2

1 1 2 2 1 2 1 2 2 1 1 2 2 1( , ) ( ) { }( ) ( ) { }( ) ( , )( ) ( ) { }( )x x x x x xE x t a a a h g a a a h g E x t a a h g= − + − +  = − + = ii ii ii  

 
2

2 1 2 2 1 2 2( / ) ( / ) ( ) { },x t xa a a a a a h = − −  ii  ( , ) .x t G∈  (36) 

в котором символом ( , )E x t  обозначена подынтегральная функция из показателя экспоненты решения (7)  

 
( ) ( )

[ ] ( )

2

2 1 2 2 1 2

2

1 2 1

/ /
( , ) .

( , ) ( , ) ( , )

x t

x

a a a a a a
E x t

a x t a x t g x t

−
=

+
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Равенства (35) получены нами с помощью тождеств (12) при 1i =  и (30) при 2.i =   

Вычисляем коэффициент функции ( , )

0 0( , )e ( , )B x tD x t E δ τɶ ɶ  после подстановки третьих интегралов из вто-

рых производных (25)–(27) в уравнение (1)  

 ( ) ( ) ( )2 1 2 1 2 2 1 2 1 2 2 1 2( ) { } ( { }, ) ( )( ) { } ( { }, ) ( ) { } ( { }, )t t xt x x
h g h a a h g h a a h g h − τ + − τ − τ = ii ii ii ii ii ii

 

 ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 2 1 2 1 2 2 1 2( ) { } ( { }, ) ( )( ) { } ( { }, ) ( ) { } ( { }, )t t xx x x
a h g h a a h g h a a h g h= τ − − τ + τ =ii ii ii ii ii ii

 

 ( ) ( )2 2 1 2 1 2 2 1 2( ) { } ( { }, ) ( ) { } ( { }, )t xx x
a h g h a a h g h= τ + τ =ii ii ii ii  

 ( ) ( )2 1 2 1 2 1 2 1 2( ) { } ( { }, ) ( ) { } ( { }, ) 0,x xx x
a a h g h a h g h = − τ + τ = ii ii ii ii

 
( , ) ,x t G∈  (37) 

где мы воспользовались тождеством (30) при 2i =  и его аналогом 

 
1 2 2 1 2 2

2

2

( { ( , ), }, ) ( { ( , ), }, )
( )t

g h g x t g h g x t
g

t g

∂ τ τ ∂ τ τ
= =

∂ ∂
 

 
1 2 2 1 2 2

1 2 1

2

( { ( , ), }, ) ( { ( , ), }, )
( ) ,x

g h g x t g h g x t
a g a

g x

∂ τ τ ∂ τ τ
= − = −

∂ ∂
 ( , ) .x t G∈  (38) 

Доказательство тождества (38) аналогично доказательству тождества (30) при 2.i =  

Коэффициент функции [ ]2( , )( , )e ( , )A x tK E x tδ τ  после подстановки предпоследних двойных интегра-

лов из вторых производных (25)–(27) в уравнение (1) равен 

 ( ) ( ) ( )2 2 2

1 1 2 1 1 1 2 1 2 1 1 1 2 1 1 1 2 1( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )t t x x t x t x xg a a g g a a g a g g a a g g a a g+ − − = + − − =  

 ( ) [ ]2

1 1 1 1 2 1 1 1 1 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,t x x x t xa g g a a g a g g a g= − = − =  ( , ) ,x t G∈  (39) 

где символом ( , )K δ τ  обозначена подынтегральная функция 

 
1 2

( , )
( , ) .

( , ) ( , )

f
K

a a

δ τδ τ =
δ τ + δ τ

 

Доказательство равенств (39) основано на тождестве из (12) при 1.i =  

Находим коэффициент функции ( , )( , )eA x tK δ τ  после подстановки последних двойных интегралов 

из первых и вторых производных (24)–(27) в уравнение (1) 

1

1 1 1 2 1 1 2 1 1 2 1 2 2 1( , )( ) ( , )( ) ( ) ( , )( ) ( , )( ) ( , )( ) ( ) ( , )( )t t tt x t x x xx t tE x t g E x t g a a E x t g a a E x t g a a E x t g a a E x t g−− − − − + + + +  

1 2 1 1 1 2 1 1 2 1 1 1 2 1( ) ( , )( ) ( , )( ) ( ) ( , )( ) ( , )( ) ( , )( ) ( , )( )x x t t x t x x tt xxa a E x t g E x t g a a E x t g a a E x t g E x t g a a E x t g+ = − − − + − + +  

 1

2 2 1 1 2 1( ) ( , )( ) ( ) ( , )( )t t x xa a E x t g a a E x t g−+ + = ( ) ( )
1

2 2

1 1 2 1 1 1 2 1( , ) ( ) ( )( ) ( ) ( )g t t x xE x t g a a g g a a g − + − − −
 

 

 
1

1 1 2 1 1 2 1 2 2 1 1 2 1( , ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tt t x xx t t x xE x t g a a g a a g a a g a a g
− − + − − − − =   

 [ ]
1 2 1 1 1 2 1 1 1 1 1( , ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )g t x t x t xE x t a g g a a g g a g g− + − − −  
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1

1 2 1 2 2 2 1 2( , ) ( ) ( ) ( )tt t x xx t t x xE x t a a a a a a a a
− − ξ + − ξ − ξ − ξ − ξ =   

 
1 1

2 2 1 2 2 2 1 2( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,t t x x t t x xE x t a a a a a a a a
− − = − ξ + ξ − ξ − ξ =   ( , ) ,x t G∈  (40) 

на основании тождеств (12) при 1,i =  (14), 
1 1( , ) ( , )( ) ,t g tE x t E x t g=  

1 1( , ) ( , )( ) ,x g xE x t E x t g=  так как подын-

тегральная функция ( , )E x t  интеграла по длине ds  характеристики 1 1( , ) ( , )g g x tδ τ =ɶ ɶ  из показателя экспо-

ненты решения (7) фактически также представима в виде ( , )E x t
1 1( , ) ( , )

( , ) .
g g x t

E δ τ == δ τ ɶ ɶ
ɶ ɶ  

На основании равенств (28), (31), (34)–(37), (39), (40) заключаем, что в результате подстановки част-

ных производных , , , ,t x tt tx xxF F F F F  из (24)–(27) в уравнение (1) получаем его правую часть ( , )f x t  для всех 

( , ) ,x t G∈  т. е. функция F  вида (8) является классическим решением уравнения (1) на .G   

Проверка формулы решения 2. Выше нами показано, что действительно функция F из (8) удо-

влетворяет уравнению (1) на .G  Это, в частности, указывает на справедливость канонического вида (16) 

на Gɶ  и его решения Fɶ  вида (20), из которого нами найдено решение F  вида (8) обратной заменой к (10). 

Поэтому, как правило, проверку формулы решения F  из (8) уравнения (1) можно реализовать проще: под-

становкой Fɶ  из (20) в уравнение (16). Канонические виды уравнений обычно содержат меньше слагаемых.  

Берём от функции Fɶ  вида (20) сначала первую частную производную по η   

 
( ) ( )
( )

1 2

2

2 1 2 2 1 2 2

( , )
( , )1 2 1 2( { ,0},0)

/ / ( )( , ) ( , )
( , ) exp

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
g h

a a a a a a gf J
F d d

a a a a J

ξ ν
δδ τ

η δ=δ ν η
τ=τ ν ηη ξ

  −ν η ν η   ξ η = ν ν ν η + ν η δ τ + δ τ δ τ  
∫ ∫ ɶ

ɶ

ɶ ɶ
ɶ ɶ

ɶ ɶ
 (41) 

и затем ещё первую частную производную по ξ  

 
1 2

( , ) ( , )
( , )

( , ) ( , )

f J
F

a a
ξη

ξ η ξ ηξ η = −
ξ η + ξ η

ɶ ɶ
ɶ

ɶ ɶ

 

( ) ( )
( )

2

2 1 2 2 1 2 2

( , )
( , )1 2

/ / ( )

( , ) ( , ) ( , )

a a a a a a g

a a J

δδ τ
δ=δ ξ η
τ=τ ξ η

 −  ×
δ τ + δ τ δ τ

 

 
( ) ( )
( )

1 2

2

2 1 2 2 1 2 2

( , )
( , )1 2 1 2( { ,0},0)

/ / ( )( , ) ( , )
exp .

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
g h

a a a a a a gf J
d d

a a a a J

ξ ν
δδ τ

δ=δ ν η
τ=τ ν ηη ξ

  −ν η ν η   × ν ν ν η + ν η δ τ + δ τ δ τ  
∫ ∫ ɶ

ɶ

ɶ ɶ
ɶ

ɶ ɶ
 (42) 

Подстановка производных (41), (42) в канонический вид (16) указывает на то, что Fɶ  из (20) удо-

влетворяет уравнению (16) на .Gɶ  Отсюда вытекает правильность нашего краткого вывода частного 

решения (8) уравнения (1) из частного решения (20) уравнения (16). Если бы канонический вид (16) 

и, следовательно, решение (20) оказались ложными, то решение (8) тоже было бы ложным. Теорема 1 

строго доказана. 

Замечание 2. Ясно, что функции 1,fɶ 2f
ɶ  и 1,f 2f  дважды непрерывно дифференцируемы одновременно 

в общем интеграле (7) уравнения (1) на .G  Решения (8) однородного уравнения (1) при 0f =  получены 

«методом погружения в решения с фиксированными значениями» из [6]. После подстановки функций (9) 

в общий интеграл (7) постоянная 2 2( (0,0))f g  конечно сокращается, но значение 2 2( (0,0)) 0f g =ɶ  в (9) су-

щественно упрощает вычисления решений систем дифференциальных уравнений при нахождении класси-

ческих решений смешанных задач для уравнений в частных производных методом характеристик [11]. 

Следствие 1. Если правая часть f  уравнений (1) зависит только от x  или ,t  то утверждение 

теоремы 1 верно без интегральных требований гладкости из (6). 

В случае зависимости правой части уравнений (1) только от x  или только от t  необходимо и доста-

точно непрерывности правой части ( )f C G∈  уравнения (1) [1–9; диссертация Новикова Е. Н.].  

Следствие 2. Указанная в требованиях гладкости (6) теоремы 1 принадлежность интегралов от не-

прерывной функции ( )f C G∈  множеству 1( )C G  эквивалентна их принадлежности множеству (1,0) ( )C G  

или (0,1) ( ).C G  Здесь (1,0) ( )C G  или (0,1) ( )C G  – соответственно множества непрерывно дифференцируе-

мых по x  или t  и непрерывных по t  или x  функций в верхней полуплоскости G  [1; 2]. 
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Замечание 3. Вместо уравнений 3( 1) ( , ) , 1, 2,i

idx a x t dt i−= − =  из (2) лучше было бы взять характери-

стические уравнения ( 1) ( , ) ,  1, 2.i

idx a x t dt i= − =  В статье [8] взяты характеристические уравнения (2) только 

ради того, чтобы на G−  криволинейная формула Даламбера совпала с формулой Даламбера из диссертации 

Барановской С. Н. 

2. Двухскоростное модельное волновое уравнение в первой четверти плоскости. В предыдущем 

разделе вывод общего решения двухскоростного модельного волнового уравнения в верхней полуплоско-

сти соответствует его выводу на подмножестве G−  с неравенством 2 2( , ) (0,0)g x t g>  из первой четверти 

плоскости [0, [ [0, [.G∞ = +∞ × +∞   

В будущих решениях методом неявных характеристик смешанных (начально-граничных) задач 

для уравнения (1) на первой четверти плоскости ]0, [ ]0, [G∞ = +∞ × +∞ɺ  в общем интеграле (7) на подмноже-

стве ,G G+ ∞⊂  где выполняется обратное неравенство 2 2( , ) (0,0),g x t g≤  под интегралом F  переменную δ  

функций 1 2, ,f a a  надо брать с модулем ,δ  так как в смешанных задачах на первой четверти плоскости 

G∞  функции 1 2, ,f a a  заданы только для неотрицательных 0.x ≥   

Кроме того, из статьи [3] известно, что при различных постоянных коэффициентах (0)

1a ≠ (0)

2 ,a  где 

(0)( , ) ,i ia x t a const= = 1, 2,i =  в уравнении (1) для только непрерывных правых частей ( ),f C G∞∈  которые 

зависят одновременно от x  и ,t  функция F  из (8) с модулем δ  переменной δ  функции f  не является 

дважды непрерывно дифференцируемой на .G+  Поэтому в случае различных постоянных коэффициентов 

(0)

1a ≠ (0)

2a  в уравнении (1) и не более гладких, зависящих от x  и t  правых частей, чем ( ),f C G∞∈  эта 

функция F  из (8) вида  

 

(0 )
2

(0)
1

( )

(0) (0)

1 2 0 ( )

1
( , ) ( , )

x a tt

x a t

F x t d f d
a a

+ − τ

− − τ

= τ δ τ δ
+ ∫ ∫  (43) 

требует корректировки на подмножестве G+  первой четверти плоскости .G∞  Методом корректировки 

в [3 и др.] пробное обобщённое решение F  вида (43) при (0)

1a ≠ (0)

2a  неоднородного уравнения (1) коррек-

тируется соответствующими его обобщенными решениями до классических решений на подмножестве .G+  

Более того, в теореме 3 работы [3 и др.] корректируются также классические решения (43) на G−  другими 

классическими решениями на G−  для того, чтобы потом из полученных скорректированных классических 

решений на G+  и G−  на всей первой четверти плоскости G∞  для уравнения (1) строить общие интегралы 

классических решений, которые дважды непрерывно дифференцируемы ещё и на критической характери-

стике (0)

1 .x a t=  При переменных коэффициентах 1( , ),a x t  2 ( , )a x t  в (1) критическая характеристика имеет 

уравнение 2 2( , ) (0,0).g x t g=   

Отметим, что в статье [3] для случая постоянных коэффициентов (0)

1a ≠ (0)

2a  говорится, что для бо-

лее гладких правых частей и, например, 1( )f C G∞∈  эта функция F  вида (43) дважды непрерывно диффе-

ренцируема в первой четверти плоскости .G∞  Обращаем внимание читателей на то, что в этой статье [3] 

ищутся классические решения уравнения (1) с постоянными коэффициентами (0)( , ) ,i ia x t a const= = 1, 2,i =  

при минимальной гладкости его правой части f  в первой четверти плоскости .G∞  При минимальной 

достаточной (необходимой) гладкости правой части f  также надо искать классические решения уравне-

ния (1) с различными переменными коэффициентами 1 2( , ) ( , )a x t a x t≠  в первой четверти плоскости .G∞  

В уравнении (1) с разными переменными коэффициентами 1 2( , ) ( , )a x t a x t≠  гладкость функции F  из (8) 

с модулем δ  переменной δ  функций 1 2, ,f a a  подробно не изучена в первой четверти плоскости .G∞   

Замечание 4. Можно предположить, что в первой четверти плоскости ]0, [ ]0, [G∞ = +∞ × +∞ɺ  интеграл (8) 

с модулем δ  переменной δ  в функциях 1 2, ,f a a  является классическим (дважды непрерывно дифферен-

цируемым на G∞ ) решением уравнения (1) при одном коэффициенте 1 2a a≡  и только один раз непрерывно 

дифференцируемой функцией на G+  при двух коэффициентах 1 2 .a a≠   
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Заключение. Предложено новое одномерное двухскоростное модельное волновое уравнение (1) 

с переменными скоростями 1( , )a x t  и 2 ( , )a x t  в верхней полуплоскости .G  Найдена явная формула его 

классического решения F  вида (8). Выведен общий интеграл (7) его классических (дважды непрерывно 

дифференцируемых) решений 2 ( ).u C G∈  Справедливость формулы решения F  проверена его подстанов-

кой в уравнение (1) и канонический вид (16). Указан критерий (необходимые и достаточные требования) 

гладкости на правую часть двухскоростного модельного волнового уравнения с переменными скоростями 

для его дважды непрерывной дифференцируемости в верхней полуплоскости. Эти результаты получены 

разработанным новым «методом неявных характеристик» волнового уравнения и их неявных обратных 

функций. Общий интеграл (7) будет использован нами для явного решения и вывода критериев коррект-

ности смешанных задач для двухскоростного волнового уравнения (1) с переменными скоростями только 

там, где нет влияния граничных условий. 

Работа выполнена в рамках программы ГПНИ № 11, «Конвергенция-2025», подпрограмма «Мате-

матические модели и методы», НИР 1.2.02.3. 
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GENERAL INTEGRAL OF THE MODEL WAVE EQUATION  

WITH VARIABLE RATES 1( , )a x t  AND 2 ( , )a x t  IN THE UPPER HALF-PLANE 

F. LOMOVTSEV 

(Belarusian State University, Minsk) 

A new one-dimensional two-rate linear model wave equation  

 1

1 2 1 2 2 2 1 2( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )tt tx xx t t x xu x t a a u x t a a u x t a a u x t a a u x t = f x,t
−+ − − − −  (1) 

is proposed with two variable rates (0)

3 3( , ) 0,i ia x t a− −≥ > ( , ) ] , [ [0, [,x t G∈ = − ∞ +∞ × +∞  2

3 ( ),ia C G− ∈  1, 2.i =  A par-

ticular classical solution F  of this two-rate model wave equation in the upper half-plane G  is calculated. A double 

verification of this solution is made by substituting F  into equation (1) and into the corresponding canonical 

form of equation (1), from which the function F  was calculated. A smoothness criterion for the right-hand side f  

of Eq. (1) for the classical solution F  in the upper half-plane G  is found. A smoothness criterion on f  for twice 

continuous differentiability F  in the first quarter of the plane is discussed. With the help of the classical solution ,F  

the general integral of equation (1) is derived from the set of all its classical solutions 2
( )u C G∈ , which is needed 

in solving the Cauchy problem and initial-boundary problems for equation (1). These results are obtained by applying 

the new "implicit characteristic method" of the equation developed earlier by the author. 

Keywords: two-rate model wave equation, two-wave rate variables, implicit characteristic method, general 

integral, classical solutions, smoothness criterion. 




