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Изучено двумерное интегральное H-преобразование в пространствах интегрируемых функций 
,2

.νL  

Получены условия ограниченности и взаимной однозначности оператора такого преобразования из одних 
пространств 

,2νL  в другие, доказан аналог формулы интегрирования по частям, установлены различные 

интегральные представления для рассматриваемого преобразования. Результаты исследования обобщают 

полученные ранее для соответствующего одномерного преобразования. 

Ключевые слова: двумерное интегральное H-преобразование, пространство интегрируемых функ-

ций, специальные функции в ядрах, двумерное преобразование Меллина, дробные интегралы и производные.  

Введение. Рассматривается интегральное преобразование [1, формула (43)] 
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Для целых неотрицательных , , ,m n p q  (0 , 0 )m q n p≤ ≤ ≤ ≤ , комплексных ,i ja b C∈  и положитель-

ных ,i jα β (1 ,1 )i p j q≤ ≤ ≤ ≤  H-функция [ ],

,

m n

p qH z  определяется интегралом Меллина – Барнса: 
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Пустые произведения в (4), если таковые имеются, считаются равными единице, а полюса  
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гамма-функций Г(1 )i ia s− − α  не совпадают: 
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В (3) L – специально выбранный бесконечный контур, оставляющий полюса jlb  в (5) слева, а полюса 

ika  в (6) – справа от контура L. 

Отметим, что большинство элементарных и специальных функций являются частными случаями 

Н-функции (3). Более подробно с Н-функцией и ее свойствами можно ознакомиться, например, в книгах [7, 

гл. 2; 8, гл. 1; 9, §8.3; 10, гл. 1, 2].  

Настоящая работа посвящена изучению Н-преобразования (1) в весовых пространствах 
,2νL , 

2
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На основании полученных в [2] результатов в работе построена 
,2νL -теория двумерного интеграль-

ного Н-преобразования (1).  

Результаты исследования обобщают полученные ранее для соответствующего одномерного преоб-

разования [10, гл. 3]  
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Н-преобразование обобщает многие интегральные преобразования: преобразования с G-функцией 

Мейера, преобразования Ханкеля и Лапласа, преобразования с гипергеометрической функцией Гаусса, преоб-

разования с функцией Бесселя и другими гипергеометрическими функциями в ядрах. Основные результаты 

и библиография представлены в монографии [10]. В работах [1; 12–16] были изучены интегральные преоб-

разования типа Бушмана – Эрдейи. Следует отметить, что тематика данной работы тесно связана с теорией 

преобразований, изложенной в [17–21].  

1. Предварительные сведения. Свойства Н-функции [ ],

,

m n

p qH z  (3) зависят от следующих постоянных 

[10, (1.1.7)–(1.1.15)]: 
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Пустые суммы в (8), (10), (11), (12) и пустые произведения в (9), если таковые имеются, считаются 

равными единице и нулю соответственно.  

Имеет место следующее утверждение.  

Лемма 1 [10, лемма 1.2]. Для , t Rσ ∈ выполняется оценка 
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ξ  дается в (12). 
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где Aγ  – положительная постоянная, зависящая только от .γ  
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Обозначим через [ ],X Y  множество ограниченных линейных операторов, действующих из банахова 

пространства X  в банахово пространство .Y  Через ,rνL , 2

1 2( , ) ,Rν = ν ν ∈  2

1 2( , ) ,r r r R= ∈  1 ,r< < ∞  обо-

значим весовое пространство интегрируемых функций 1 2(x) ( , )f f x x=  на 2 ,R+  для которых 
, r
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Для функции 1 2 ,(x) ( , ) rf f x x ν= ∈L  2
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Меллина ( )( )f sM  определяется равенством  
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Если , ,1
,rf ν ν∈ ∩L L то (18) совпадает с классическим двумерным преобразованием Меллина функ-

ции (x)f 1 2( , )f x x=  2

1 2(x ( , ) ),x x R+= ∈  определяемым формулой [4, формула (1.4.42)] 
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Обратное преобразование Меллина для 2

1 2x ( , )x x R+= ∈  дается формулой [3, формула (1.4.43)] 
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Нам понадобятся следующие пространства. 

Через 2(R ),pL  как обычно, обозначим пространство функций 1 2(x) ( , ),f f x x=  для которых 
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При p = ∞  пространство 2(R )L∞  вводится как совокупность всех измеримых функций с конечной 

нормой 
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f ess f
∞
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где sup (x)ess f  – существенный супремум функции (x)f  [25]. 

На основании утверждения 3.1 [10] непосредственно проверяется справедливость следующих свойств 

преобразования Меллина (18). 

Лемма 2 [2, лемма 1]. Справедливы следующие свойства преобразования Меллина (18): 

(a) преобразование (18) есть унитарное отображение пространства 
,2
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2
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где предел берется в топологии пространства 
,2νL  2

1 2( )( , R )ν = ν ν ∈ , и если 1 1 1 2 2 2( t) F ( )F ( )F i it it ,ν + = ν + ν +  

1F ( ) ( )  =1 2k k kit L R,R , k , ,ν + ∈ −  то 
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(c) для функции 
,2

f ν∈L  и функции 
1 ,2

g −ν∈L  справедливо равенство 
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Рассмотрим общее двумерное интегральное преобразование [2, формула (1)] 

 ( ) ( )1 ( 1)/h ( 1)/hd
K (x) x x k x t (t)d t (x 0),

d x
f h f

∞
− λ+ λ+= >∫

0

 (22) 

где функция ( )k x t в ядре (22) есть произведение некоторых специальных функций одного типа [2] 

 ( ) 1 1 2 2k x t k( ) k( ).x t x t= ⋅  

Для преобразования (22) справедлива теорема 2. 

Теорема 2 [2, теорема 1].  

(а) Пусть оператор преобразования (22) удовлетворяет условию 
,2 1 ,2

K [ , ],ν −ν∈ L L  тогда ядро 

k  в правой части (22) 
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(б) обратно, для данной функции 2(R )L∞θ∈ , 2
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f ν∈L . Более того, 

если 1 1 11 (Re( ) 1) / hν ≠ − λ + , 2 2 21 (Re( ) 1) / hν ≠ − λ + , 1 2( )ν = ν , то преобразование K f  дается (22) с яд-

ром k ,  определяется соотношением (23); 

(в) при выполнении условий (а) или (б) с 0θ ≠  оператор преобразования K  взаимно однозначно дей-

ствует из пространства 
,2νL  в пространство 

1 ,2−νL , если еще выполняется 21 / (R )L∞θ∈ , то K  отоб-
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2. 
,2νL -теория двумерного H-преобразования. Для формулировки утверждений, представляющих 

,2νL -теорию преобразования H f  (1), нам понадобятся следующие двумерные постоянные [1, (57)–

(60)]: 1 2( , ),α = α αɶ ɶ ɶ  1 2( , ),β = β βɶ ɶ ɶ  где  



2023 ВЕСТНИК ПОЛОЦКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА. Серия C 

 98 

 

1

1 1
1

1
1

1

1

Re( )
min , 0,

, 0,

j

j m
j

b
m

m

≤ ≤

  
− >  α = β   
 −∞ =

ɶ        

2

2 2
2

2
1

2

2

Re( )
min , 0,

, 0,

j

j m
j

b
m

m

≤ ≤

  
− >  α = β   
 −∞ =

ɶ  

 

1

1 1
1

1
1

1

1

1 Re( )
min , 0,

, 0,

i

i n
i

a
n

n

≤ ≤

  −
>  β = α   

 ∞ =

ɶ        

2

2 2
2

2
1

2

2

1 Re( )
min , 0,

, 0;

i

i n
i

a
n

n

≤ ≤

  −
>  β = α   

 ∞ =

ɶ  (25) 

* * *

1 2( , )a a a= , 1 2( , )∆ = ∆ ∆ , где  

 
1 1 1 1

1 1 1 1

1 1

1

1 1 1 1

,
n p m q

i i j j

i i n j j m

a
∗

= = + = = +
= α − α + β − β∑ ∑ ∑ ∑  

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

2

1 1 1 1

,
n p m q

i i j j

i i n j j m

a
∗

= = + = = +
= α − α + β − β∑ ∑ ∑ ∑   

 
1 1

1 11

1 1

,
q p

j i

j i= =
∆ = β − α∑ ∑   

2 2

2 22

1 1

;
q p

j i

j i= =
∆ = β − α∑ ∑  (26) 

1 2( , )µ = µ µ , где 

 
1 1

1 1

1 1
1

1 1

,
2

q p

j i

j i

p q
b a

= =

−µ = − +∑ ∑    
2 2

2 2

2 2
2

1 1

.
2

q p

j i

j i

p q
b a

= =

−µ = − +∑ ∑  (27) 

Исключительным множеством 
H
E  функции m,n

p,q ( )sH  

 
2

1,1,p ,m,n m,n

p,q p,q ,
1,1,q 1

( , )( )
( )

( , )( )
k k kk k

k k

k k k

i i pi i m n

p q k
j j qj j k

a
s

b=

αα   
≡ =    ββ      

∏
a ,

s s
b ,

H H H  (28) 

назовем множество векторов 2

1 2( , ) Rν = ν ν ∈  1 2( )ν = ν  таких, что 1 1 11α < − ν < β , 2 2 21α < − ν < β , и функ-

ции вида (14) 1 1

1 1

,

, 1( )
m n

p q sH , 2 2

2 2

,

, 2( )
m n

p q sH  имеют нули на прямых 1 1Re( ) 1s = − ν , 2 2Re(s ) 1= − ν  соответственно. 

Применяя двумерное преобразование Меллина (18) к преобразованию (1), получаем 

 
1,pm,n

p,q
1,q

( )
( H )( ) ( )(1 ).

( )

i i

j j

f f
α 

= − β  

a ,
s s s

b ,
HM M  (29) 

Теорема 3. Пусть  

 1 1 11α < − ν < βɶɶ , 2 2 21α < − ν < βɶɶ , 1 2ν = ν  (30) 

и выполняется любое из условий  

 1 2 0a a∗ ∗> 0, >  (31) 

или  

 [ ] [ ]* *

1 2 1 1 1 2 2 20,  0, 1 Re( ) 0, 1 Re( ) 0.a a= = ∆ − ν + µ ≤ ∆ − ν + µ ≤  (32) 

Верны следующие утверждения:  

(a) существует взаимно однозначное преобразование 
,2 1 ,2

H [ , ]ν −ν∈ L L  такое, что равенство (29) вы-

полняется для 
,2

f ν∈L  и Re( ) 1 .= − νs  Если [ ] [ ]* *

1 2 1 1 1 2 2 20, 0,  1 Re( ) 0,  1 Re( ) 0a a ,= = ∆ − ν + µ = ∆ − ν + µ =  

и ν ∉
H
E , то оператор преобразования H биективно отображает 

,2νL  на 
1 ,2

;−νL  
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(б) если 
,2

f ν∈L  и 
,2

g ν∈L , то имеет место формула  

 ( ) ( )
0 0

(x) H (x) x H (x) (x)dx;f g d f g

∞ ∞

=∫ ∫  (33) 

(в) пусть 2

1 1( , ) Cλ = λ λ ∈  и 
,2

.f ν∈L  Если Re( ) (1 ) 1h ,λ > − ν −  преобразование H f  представимо 

в виде 

 
1 ( 1)/ ( 1)/d

(H )(x) x x
dx

h h
f h

− λ+ λ+= 1,pm,n 1

p 1,q 1

1,q0

( , ), ( , )
H xt (t)dt,

( , ) , ( 1, )

i i

j j

h
f

h

∞
+

+ +

 −λ α
 

β −λ −  
∫

a

b
 (34) 

а при Re( ) (1 ) 1hλ < − ν −  дается формулой  

 
1 ( 1)/ ( 1)/d

(Н )(x) x x
dx

h h
f h

− λ+ λ+= − 1,pm 1,n

p 1,q 1

1,q0

( , ) , ( , )
H xt (t)dt;

( 1, ),( , )

i i

j j

h
f

h

∞
+

+ +

 α −λ
 

−λ − β  
∫

a

b
 (35) 

(г) преобразование H f  не зависит от ν  в том смысле, что если ν  и νɶ  удовлетворяют (30) и вы-

полняются условия (31) или (32), и если преобразования H f  и H fɶ  определяются в пространствах 

,2νL  и 
,2νɶL  равенством (29), то H f = H fɶ  для f ∈

,2ν ∩
ɶ
L

,2
.νL  

Доказательство. Пусть 
2

1

(t) (1 t) (1 t ).k k

k

i i
=

ω = − ν + = − ν +∏H H  На основании (4), (25) и условий (30) 

функции 1 1 2 2

1 1 2 2

, ,

, 1 , 2( ) , ( )
m n m n

p q p qs sH H  аналитические в интервалах 1 1 1 2 2 21 , 1α < − ν < β α < − ν < β  соответственно. 

Согласно (14) и условию (31) или (32) (t) (1),Oω =  когда t .→ ∞  Поэтому 2( ),L R∞ω∈  и из утверждения 

пункта (б) теоремы 2 следует, что существует преобразование 
,2 1 ,2

H [ , ]ν −ν∈ L L  такое, что  

 H )(s)(1 t) (1 t) )( t)f i i f i− ν + = − ν + ν −H(M (M , 
,2

.f ν∈L   

Это означает, что равенство (29) выполняется для Re( ) 1 .= − νs  Т. к. функции 1 1 2 2

1 1 2 2

, ,

, 1 , 2( ), ( )
m n m n

p q p qs sH H  ана-

литические в интервалах 1 1 1 2 2 21 , 1α < − ν < β α < − ν < β соответственно, и имеют изолированные нули, 

то 
2

1

(t) ( ) 0k

k

t
=

ω = ω ≠∏  почти везде. Тогда на основании пункти (в) теоремы 2 заключаем, что оператор пре-

образования 
,2 1 ,2

H [ , ]ν −ν∈ L L  является взаимно однозначным. Если * *

1 20,  0;a a= = [ ]1 1 11 Re( ) 0,∆ − ν + µ =  

[ ]2 2 21 Re( ) 0∆ − ν + µ =  и ν  не принадлежит исключительному множеству ,
H
E  тогда 21 ( )L R∞∈ω  и снова 

из пункта (б) теоремы 2 получаем, что оператор H  биективно отображает 
,2νL на 

1 ,2
.−νL  Таким образом, 

утверждение (а) теоремы 3 доказано.  

Если 
,2

f ν∈L  и 
,2

g ν∈L , тогда равенство (33) выполняется в соответствии с пунктом (в) теоремы 2.  

Пусть 
,2

f ν∈L . Чтобы показать справедливость отношения (34) достаточно вычислить ядро ( )k x t  

в преобразовании (22) для таких λ , удовлетворяющих условию Re( ) (1 ) 1.hλ > − ν −  Из (23) получаем 

равенство 

 
1

k)(1 t) (1 t)
1 (1 t)h

i i
i

− ν + = − ν + =
λ + − − ν +

H(M  

 
2

1

1
(1 )

1 (1 )h
k k

k k k k k

it
it=

− ν +
λ + − − ν +∏= H  
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или для Re( ) 1= − νs  

 
2

1

1 1
( k)( ) .

1 1
k

k k k k

s
h h s=

= =
λ + − λ + −∏s s

s
H( ) H( )M  (36) 

Далее, из (20) и (36) получаем формулу для ядра k,  а именно  

 

12 2

2
1 1 1

1
k(x) k( ) lim k)( )

(2 )

k
k

k

iR
s

k k kk
Rk k iR

x s x ds
i

−ν +
−

→∞= = −ν −
= = =

π
∏ ∏ ∫ (M   

 

12

2
1 1

1 1
lim ( ) ,

1(2 )

k
k

k

iR
s

k k kk
R k k kk iR

s x ds
h si

−ν +
−

→∞= −ν −
=

λ + −π
∏ ∫ H  (37) 

где предел берется в топологии пространства 
,2νL . 

В соответствии с (4) и (28) имеем  

 
i 1,pm,n+1

p+1,q+1

1,q

( , ),( , )1 Г(1 ( ) )
(s)

( , ) ,( 1, )1 Г(1 ( 1) )

i

j j

hh

hh h

 −λ α− −λ −= = = β −λ −λ + − − −λ − −   

as
s s

bs s
H H( ) H  

 
2

1,p, +1

+1, +1
1,1

( , ),( , )
.

( , ) ,( 1, )
k k kk k

k k

k k k

k k i im n

p q k
j j q k kk

h a
s

b h=

−λ α 
=  β −λ −  

∏H  (38) 

Обозначим через ˆˆ , ( 1, 2)k k kα β =  константы , ( 1, 2)k k kα β =ɶɶ  в (25) соответственно; через *
( 1, 2)ka k =ɶ  – 

константы *
( 1, 2)ka k =  в (26); через ( 1, 2)k k∆ =ɶ  – константы ( 1, 2)k k∆ =  в (26); через ( 1, 2)k kµ =ɶ  – кон-

станты ( 1, 2)k kµ =  в (27) соответственно для 1 1 2 2

1 1 2 2

, ,

, 1 , 2( ), ( )
m n m n

p q p qs sH H  в (38). Тогда ˆ ( 1, 2);k k kα = α =ɶ  

ˆ min , (1 Re( )) ( 1, 2);k k k kh k β = β + λ = 
ɶ  * *

( 1, 2);k ka a k= =ɶ  ( 1, 2);k k k∆ = ∆ =ɶ  1( 1, 2).k k kµ = µ − =ɶ  

Отсюда следует, что  

(a') 
1 1

ˆˆ 1 ,α < − ν < β  
2 2

ˆˆ 1α < − ν < β  при Re( ) (1 ) 1hλ > − ν −  

и любое из условий 

(б') 
1 2 0a a
∗ ∗> 0, >ɶ ɶ   

или  

(в') ( ) ( )* *

1 20,  0, 1 Re( ) 1 Re( ) 1 1( 1, 2)k k k ka a k= = ∆ − ν + µ = ∆ − ν + µ − ≤ − =ɶ ɶɶ ɶ ɶ  

выполняется. 

Применяя теорему 1 для x 0,>  получаем, что равенство 

 
2

1,p1,p , +1m,n+1

p+1,q+1 +1, +1
1,11,q

( , ),( , )( , ),( , )
H x H x

( , ) ,( 1, )( , ) ,( 1, )

k k kk k

k k

k k k

k k i ii i m n

p q k
j j q k kkj j

h ah

b hh =

  −λ α −λ α
= =   β −λ −β −λ −      

∏a

b
 

 

12

2
1 1

1 1
lim ( )

1(2 )

k

k

k

iR

s

k k k k
R

k k k kiR

s x ds
h si

−ν +
−

→∞= −ν −

=
λ + −π ∏ ∫ H  (39) 

выполняется почти везде. Тогда из формул (37) и (39) следует, что ядро k  дается формулой 

 
2

1,p1,p , +1m,n+1

p+1,q+1 +1, +1
1,11,q

( , ),( , )( , ),( , )
k(x) H x H x

( , ) ,( 1, )( , ) ,( 1, )

k k kk k

k k

k k k

k k i ii i m n

p q k
j j q k kkj j

h ah

b hh =

  −λ α −λ α
= =   β −λ −β −λ −      

∏a

b
 

и (34) доказано.  
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Отношение (35) доказывается аналогично (34), если вместо (38) использовать равенство 

 
1,pm 1,n

p+1,q+1

1,q

( , ) ,( , )1 Г( 1)

( 1, ),( , )1 Г( )

i i

j j

hh

hh h

+
 α −λ− λ −= − = − = −λ − βλ + − − λ   

as
s s s

bs s
H( ) H( ) H  

 
2

1,p1,

+1, +1
1,1

( , ) ,( , )

( 1, ),( , )
k k kk k

k k

k k k

i i k km n

p q k
k k j j qk

a h
s

h b
+

=

α −λ 
=  −λ − β  

∏H , (40) 

что завершает доказательство утверждения (в) теоремы 3.  

Докажем пункт (d) теоремы 3. Если f ∈
,2ν ∩
ɶ
L

,2νL  и Re( ) max (1 ) 1,(1 ) 1h h λ > − ν − − ν − ɶ  или 

Re( ) min (1 ) 1,(1 ) 1 ,h h λ < − ν − − ν − ɶ  тогда оба преобразования H f  и H fɶ  даются в (34) или (35) соот-

ветственно, что означает их независимость от .ν  Теорема доказана. 
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TWO-DIMENSIONAL INTEGRAL H-TRANSFORM  
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O. SKOROMNIK, M. PAPKOVICH 

(Euphrosyne Polotskaya State University of Polotsk)  

Two-dimensional integral H-transform in spaces of integrable functions 
,2νL  has been studied. Condi-

tions for the boundedness and one-to-one action of the operator of such a transform from one 
,2νL -space to 

another have been obtained, an analogue of the formula for integration by parts has been proven, and various 

integral representations have been established for the transformation under consideration. The results of the 

study generalize those previously obtained for the corresponding one-dimensional transform. 
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