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Объект исследования – морфологическая устойчивость вершины свободного дендрита в переохлажден-
ном расплаве чистого вещества. Рассмотрены области глубоких переохлаждений: для никеля ∆T > 166 K, 

для меди ∆T > 180 K. Отличительная черта изучаемых процессов – наличие двух скоростей распростра-
нения малых возмущений (скоростей «звука»). Определены зависимости этих скоростей от переохлажде-
ния расплава. Подробно изучены периодический и апериодический по координате режимы возмущения линии 
роста. Для этих устойчивых режимов обнаружена возможность наблюдения одной и той же скорости 
волны возмущения в двух процессах, отличающихся один от другого размерами пространственной неод-
нородности фона перед волной и характерными временами затухания волны. Показано, что апериодиче-
ская неустойчивость появляется, если после прохождения фронта волны ширина зоны неоднородности 
линии роста уменьшается. Резонансный режим возбуждения вершины дендрита демонстрирует важные 
различия между свойствами расплава никеля и меди. Прежде всего это относится к температурным зави-
симостям резонансной частоты и скорости стоячей волны, формирующейся в окрестности вершины. 
Приведены численные расчеты и представлена графическая информация, иллюстрирующая закономерно-
сти роста дендритов никеля и меди. 

Ключевые слова: высокоскоростная кристаллизация, дендритный рост, эволюция фазовой границы, 
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Введение. Дендритный рост кристалла из переохлажденного расплава чистого вещества происходит 
при достаточно больших переохлаждениях: например, для никеля при ∆T > 57 K. Эволюционные свойства 
линии роста дендрита в значительной степени детерминированы процессами, происходящими на его вер-
шине. В настоящей работе изложены результаты теоретического исследования возмущенного состояния 
вершины дендрита в глубоко переохлажденных расплавах никеля и меди. Актуальность этой задачи обу-
словлена современными экспериментальными данными измерений скорости роста кристалла (20 – 70 м/с) 
при переохлаждениях, достигающих 300 К [1]. В таких условиях система «расплав – кристалл» находится 
в отчетливо выраженном локально-неравновесном состоянии, и для ее изучения необходимо применять 
неклассический термодинамический подход [2]. Современное состояние теоретических и эксперименталь-
ных исследований физики роста дендритов представлено в статьях и обзорах [3–14]. Прикладные аспекты 
данной проблемы связаны с разработкой технологий высокоскоростной кристаллизации для получения 
материалов с особыми эксплуатационными свойствами [15].  

Цель работы: изучить морфологическую устойчивость и физические параметры вершины дендрита 
в переохлажденных расплавах никеля и меди. 

Уравнение малых возмущений линии роста. Уравнение фазовой границы кристаллизации (ФГК) 

расплава для больших переохлаждений ∆T получено в [16] с учетом локально-неравновесных свойств теп-
лопереноса в твердой фазе. Точным решением этого уравнения является одиночный параболический денд-

рит 0 ( , ),x F y t=  для которого 

 ( )2

0 0 0( , ) / 2 ,F y t N t K y= +  (1) 

где ,x y  – прямоугольные декартовы координаты;  

x  – ось симметрии дендрита, которая направлена в сторону кристалла;  
y  – поперечная координата;  

t  – время.  
ФГК движется справа налево с постоянной скоростью 0 0;N <  0 ;mN N= −  0 0K >  – кривизна вер-

шины дендрита.  
Исходное уравнение ФГК, а вместе с ним и точное решение (1) определяют локальный по коорди-

нате y закон распространения линии роста в малой окрестности вершины y = 0. Для возмущенной линии 

роста ( , )x F y t=  процедура линеаризации вида 

 0( , ) ( , ) ( , )F y t F y t f y t= +  
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дает уравнение, определяющее эволюцию малого возмущения ( , )f y t  [16]: 

 
2 2 2 2

0 1 2 32 2 2 2
0,

f f f f f

t tt y t y

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂− α + α + α − α = ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ 
 (2) 

 / ( ), 0,1,2,3;i is L iα = γ =  

 ( ) ( )2 2

0 0 2 1 0 0 0 0 0 * 0 0 22 , 2 / / ,s N U s K N c сN K N L K N U= − = µ − γµ − −  (3) 

 ( )2 * 0 2 0 0 03 / ,s L L K U cN K N L= + + − µ − γ  

 ( ) ( )2 2 3

3 0 0 2 0 * 0 2 02 / / ;s K N U N L N U cN= + − γ − µ  

 * * 1 2 1, / , ,cL L c T U U L U cT U= − ∆ = =  

где c  – объемная теплоемкость кристалла;  

*c  – объемная теплоемкость расплава;  

µ  – кинетический коэффициент, входящий в хорошо известный закон нормального роста;  

γ  – время релаксации теплового потока;  

L  – теплота фазового перехода единицы объема вещества;  
U  – поверхностная энергия границы раздела фаз;  

cT  – равновесная температура кристаллизации.  

Остальные подробности вывода уравнения ФГК и уравнения возмущений (2) изложены в [16]. 

Для подсчета зависимости коэффициентов ( )i i Tα = α ∆  применяем полуэмпирические функции ( )m mN N T= ∆  

и ( ),Tµ = µ ∆  полученные в [13] для никеля и меди. Числовые расчеты выполнены при следующих значе-

ниях кинетических и теплофизических параметров: 
‒ никель, Ni:  

166 ,T≤ ∆  K 312;≤  2
,  м/с 13,420624 0,28349333 0,00014256896 ,mN T T= − + ⋅ ∆ − ⋅ ∆  

6 2
,  м/(с град) 1,431334 0,066524 2,954532 10 ,T T

−µ = − + ⋅ ∆ − ⋅ ⋅ ∆  1728 K,cT =  9 3
2,14 10 Дж/м ,L = ⋅  

6 3
5,62 10 Дж/(м К),с = ⋅ ⋅  6 3

* 6,0403 10 Дж/(м К),с = ⋅ ⋅  69Вт/(м К),λ = ⋅  2
0,37Дж/м ,U =  

7
1,3804 10 с.−γ = ⋅  

‒ медь, Cu:  

180 ,  K 230;T≤ ∆ ≤  2
,  м/с 351,30086 3,1413105 0,0054439132 ;mN T T= − + ⋅ ∆ − ⋅ ∆  

,м/ (с град) 35,326602 851,17268 exp( 0,019538945 );Tµ = − ⋅ − ⋅ ∆  1357 K,cT =  9 3
1,77 10 Дж/м ,L = ⋅  

6 3
4,17 10 Дж/(м К),с = ⋅ ⋅  6 3

* 4,45267 10 Дж/(м К);с = ⋅ ⋅  317Вт/(м К),λ = ⋅  2
0,26Дж/м ,U =  

7
4,763 10 c.

−γ = ⋅  

В формулах (3) кривизна 0K  – свободный параметр, числовое значение которого мы берем на ос-

нове известных в литературе результатов экспериментальных измерений. В представленной здесь серии 

расчетов было принято для всех вариантов 6

0 01 / 0,2 10 м;R K
−= = ⋅  характерные масштабы времени и по-

перечного размера такие: 7
10 c,bt

−=  6
10 м.by

−=   

Уравнение (2) содержит два волновых оператора, которым соответствуют две «скорости звука»: 

 2 2 2 2

1 0 2 3 2 1 2, / , 0 .w w w w= α = α α < <  (4) 

Это обстоятельство в значительной степени влияет на динамические свойства устойчивости / неустой-

чивости линии роста дендрита. В работе [17] приведено подробное обсуждение дозвуковых, звуковых 

и сверхзвуковых режимов распространения волн возмущения, бегущих со скоростью b: 2 2 2

1 2 ;b w w≤ <  

2 2 2

1 2 ;w b w< ≤  2 2 2

1 2 .w w b< <   
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На рисунке 1 показаны зависимости обеих скоростей звука от переохлаждения расплава. Для никеля 
и меди функции 1 1( )w w T= ∆  монотонно возрастающие, а функции 2 2 ( )w w T= ∆  имеют нетривиальные 

качественные различия: для Ni наблюдается немонотонность (максимум), для Cu – монотонный рост. 
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Рисунок 1. – Зависимости квадратов скоростей звука (4) от переохлаждения расплава 

Периодический по координате режим возмущения. Решение уравнения (2) возьмем в виде 

 1 1( , ) ( )exp( , ), const,f y t f y h t h= −ɶ  

где ( )f yɶ  определяется дифференциальным уравнением 

 
2

2
0,

d f
f

dy
+ Ω =
ɶ

ɶ  (5) 

 ( ) ( )2

1 1 2 1 1 0 1 3/ .h h h hΩ = − + α + α α + α  (6) 

Здесь мы рассматриваем вариант 1 0 1 30, 0.h h< α + α >  Далее нам понадобятся корни квадратного 

уравнения 2

1 2 1 1 0:h h+ α + α =   

 ( )2

1 2 2 14 / 2h
± = −α ± α − α . 

Эти корни действительные; смысл верхних индексов « ± » ясен из записи формулы. Периодическое 

по y  решение получаем при 2 0rΩ = >  (см. (6)). В этом случае 

 1/2( ) / sin( ), 0,f y H ry r= = Ω >ɶ  

причем 2

1 2 1 1 0,h h+ α + α >  т. е. 1 1( ,0);h h+∈  H – постоянная малая величина первого порядка малости. В ре-

зультате имеем 

 1( , ) / exp( )sin( ).f y t H h t ry=  (7) 

Волна возмущения  
 1 1, / 0y Vt V h r= = − >  (8) 

движется от вершины на периферию дендрита по пространственно-неоднородному фону 

 0 1( ) / exp( )sin( ),f y H r y ry= −  (9) 

имеющему два характерных размера: 11 / r  и 1 / .r  Обозначив 1 1 / ,r rδ =  получим 

 1 1 / 0,V h rδ = − >  (10) 

где r – частота колебаний фона по координате y; 

(–h1) – параметр затухания во времени.  

Интервал 1 1( ,0)h h+∈  соответствует устойчивому режиму (7) затухания во времени, поэтому нижняя 

граница значений характерного времени затухания равна [ ]1 1[1 / ( )] 1 / ( ) .h h+− < −  
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Из физических соображений ясно, что при фиксированном переохлаждении ∆T скорость волны V 

определяется единственным образом. Расчеты показывают, что одному значению r  соответствуют два зна-

чения 1:h  (1)

1h  и (2)

1h  (рисунок 2, корреляция 11/( ) / ).h r− ↔ π  Следовательно, одному значению r соответ-

ствуют два значения 1:r  (1) (1)

1 1 /r h V= −  и (2) (2)

1 1 / ,r h V= −  или, что то же самое, два значения 1:δ  (1) (1)

1 1 /r rδ =  

и (2) (2)

1 1 / .r rδ =  Эта ситуация показана на рисунке (2) на плоскости / ,rπ  1.V δ  Вывод: одна и та же скорость V 

может наблюдаться для двух разных пространственно-неоднородных фонов вида (9) с параметрами (1)

1( , )r r  

и (2)

1( , ).r r  Различие между такими волнами обусловлено различием характерных времен затухания (1)

11/( )h−  

и (2)

11/( ).h−  Для представленных на рисунке 2 примеров расчета показаны интервалы, в которых изменя-

ются величины 1 ,V δ  11 / ( ),h−  / rπ  и зависимости между ними.  

Ni; 166KT∆ =  Cu; 190,2KT∆ =  

 м/с,1δV  
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с),/(1 1h−   
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Рисунок 2. – Периодический по координате режим возмущения (7).  

Влияние параметров неоднородности фона (9) на свойства волны 

Апериодический по координате режим возмущения. Для уравнения (5) апериодическое по y 

решение получаем при 
2 0,rΩ = − <  когда 2

1 2 1 1 0,h h+ α + α <  т. е. 1 1 1( , ).h h h− +∈  В результате имеем 

 
1( , ) / exp( ),f y t H h t ry= +  (11) 

 
( ) 1/2

2

1 1 2 1 1

0 1 3

0.
h h h

r
h

 + α + α
 = − <

α + α  

 

Волна возмущения 

 
1 1, / ( ) 0y Vt V h r r= = − + >  
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распространяется по апериодическому фону 

 0 1 1( ) / exp( ), 0.f y H r y r= − >  (12) 

Здесь характерные размеры пространственной неоднородности фона и возмущенной области равны 

соответственно 11 / r  и 1 / ( ).r−  Обозначим отношение этих размеров как 2 1 / ( )r rδ = −  и запишем скорость 

волны в виде 
 2 1( 1) / .V h rδ − =  (13) 

Устойчивый режим (11) существует ( 0),V >  если 2 1.δ >  А это значит, что характерный размер зоны 

неоднородности увеличивается после прохождения фронта волны: 1[1 / ( )] (1 / ).r r− >  

Типичный пример расчета показан на рисунке 3 для никеля. Для меди качественные свойства ана-
логичные и здесь не приводятся. Истолкование двузначной зависимости 2( 1)V δ −  от 1 / ( )r−  состоит в сле-

дующем. В данном режиме возбуждения одному значению r соответствуют два значения 1:h  (1)

1h  и (2)

1 ,h  

определяющие характерные времена затухания волны [см. рисунок 3, корреляция 11 / ( ) 1 / ( )].h r− ↔ −  То-

гда имеем два значения 1r  и два значения 2 ,δ  соответствующие одной и той же скорости волны V: 

 ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 2 1( / ), / ( ), 1,2.i i i ir r h V r r i= − − δ = − =  

Следовательно, одна и та же скорость волны наблюдается для двух ситуаций с параметрами (1) (1)

1 1( , )r h  

и (2) (2)

1 1( , ).r h  
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Рисунок 3. – Апериодический по координате устойчивый режим возмущения (11), (13).  

Влияние характерных размеров пространственной неоднородности линии роста  

на свойства волны: Ni, ∆T = 166 K  

Возьмем для сравнения неустойчивый апериодический режим возмущения линии роста: применяем 

решение в виде (11), (12), но теперь 
1 0h >  – любое положительное число; кроме того, имеем 

10, 0,r r< >  

1 0.r r+ <  Значит, скорость волны равна 

 
1 2[ (1 )] 0.V h r= − − δ >  (14) 

Этот неустойчивый процесс возникает из-за того, что после прохождения фронта волны ширина зоны 

неоднородности уменьшается: 
20 1.< δ <  Расчеты показывают (рисунок 4), что здесь отсутствует двузнач-

ность, присущая устойчивым режимам (7) и (11). 

 м/с),1( 2δ−V

0 2 10
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с),/(1 1h−
 

 

м),/(1 r−  0 1 10
5 −× 

1

2

3

м/с),1( 2δ−V  

 

Рисунок 4. – Апериодический по координате неустойчивый режим возмущения (11), (14).  

Зависимость скорости волны от характерных параметров неустойчивого состояния  

линии роста: Ni, ∆T = 166 K  
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Резонансный режим возбуждения вершины. Рассмотрим режим возмущения вида 

 1

1 2( , ) / ( )exp( )f y t H f t h t h y= +  (15) 

для случая, когда 

 

1/2
2

2
1 2 2 2 2 1

0

1
/ 3, , .

3
h h ir r

  α= −α = ± = − α  α   
 (16) 

Функция 1( )f t  есть решение дифференциального уравнения третьего порядка 

 
3

1 1

03
( ) ( ) 0,

d
f t D f t

dt
  + =   (17) 

 2 2

0 1 1 1 2 1 2 3 0 1( ) ( ).D h h h h h= + α + α − α + α  

Здесь 2

2 1 0( / 3) , 0Dα > α >  для Ni и Cu в изучаемых интервалах переохлаждения .T∆  Уравнению (17) 

соответствует характеристическое уравнение 3

0 0,z D+ =  корни которого такие: 

 
1/3 1

1 0 2,3( ) 0, ( 1 3).
2

z
z D z i= − < = − ±  

Следовательно, в структуре решения (15) содержатся экспоненты с мнимыми показателями 2exp( ),ir y  

1exp( 3 / 2)iz t  и незатухающая экспонента 1
1exp[( ) ],

2

z
h t−  1 1( / 2).h z>  В изучаемых температурных ин-

тервалах имеем для Ni 1 1( / 2 ) ~ 12,5;z h  для Cu 1 1( / 2 ) ~ 3,35.z h  Следовательно, возмущенное состояние 

вершины определяется зависимостью 

 [ ]( , ) / ]f y t H  ~ 1
1 1 2

3
exp sin cos( ).

2 2

z
h t tz r y

   −    
    

 (18) 

Это значит, что на вершине y = 0 происходит возбуждение колебаний по резонансному типу. Здесь 2r  – 

собственная частота пространственно возмущенной вершины; 1 3 / 2rk z= −  – резонансная частота коле-

баний по времени. Для наглядности можно представить решение (18) в виде стоячей волны 

 [ ]( , ) / ]f y t H  ~ 1
1exp (sin sin ),

2

z
h t

  − α + β  
  

 

 1 2 1 2

3 3
, ,

2 2
tz r y tz r yα = + β = −  

модуль скорости которой равен 1 23 / (2 ).sV z r= −  Свойства данного процесса представлены на рисунке 5. 

Здесь показаны зависимости ( )rk T∆  и ( ),sV T∆  а также даны числа Маха, соответствующие скоростям 

звука (4). Между расплавами Ni и Cu имеются существенные различия, проявляющиеся именно в резо-

нансной ситуации. Сопоставление друг с другом левого (Ni) и правого (Cu) столбцов на рисунке 5 говорит 
о том, что эти различия заключены в характере поведения (монотонность / немонотонность) резонансной 

частоты и скорости стоячей волны при росте переохлаждения расплава. Для обоих металлов скорость сто-

ячей волны сверхзвуковая по отношению к 1,w  а именно: ( )

1 1.sM >  Вместе с тем, по отношению к ско-

рости 2w  имеем сверхзвуковой ( )

2( 1)sM >  процесс для Ni  и дозвуковой ( )

2( 1)sM <  для Сu. В дополнение 

к этим сведениям отметим, что и для Ni, и для Cu увеличение 0R  приводит к монотонному убыванию rk  

и возрастанию .sV  
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Рисунок 5. – Резонансный режим (18) возбуждения вершины дендрита.  

Влияние переохлаждения расплава на резонансную частоту колебаний и скорость стоячей волны 

Заключение. Получены закономерности температурного поведения двух скоростей звука (4), опре-
деляющих возмущенное состояние вершины дендрита (1). Для устойчивых режимов [периодического (7) 

и апериодического (11), (13)] обнаружены условия, при которых одна и та же скорость волны возмущения 
может наблюдаться для двух различных пространственно-неоднородных фонов перед волной. Апериоди-

чески неустойчивый режим (11), (14) возникает, если после прохождения фронта волны уменьшается ши-

рина зоны неоднородности возмущенной линии роста. Выполнен анализ резонансного возбуждения (18) 

вершины дендрита. Обнаружены качественные и количественные различия свойств стоячей волны и резо-

нансной частоты для переохлажденных расплавов Ni и Cu. 
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PARAMETERS OF THE PERTURBED STATE OF THE DENDRITE TIP  

IN DEEPLY SUPERCOOLED NICKEL AND COPPER MELTS 

O. SHABLOVSKY, D. KROLL 

(Sukhoi State Technical University of Gomel) 

The object of study is the morphological stability of the tip of a free dendrite in a supercooled melt of a pure 

substance. Areas of deep supercooling are considered: for nickel ∆T > 166 K, for copper – ∆T > 180 K. A distinc-

tive feature of the processes being studied is the presence of two propagation velocities of small disturbances 

(velocities of “sound”). The dependences of these rates on the supercooling of the melt were determined. The periodic 

and coordinate-aperiodic modes of perturbation of the growth line have been studied in detail. For these stable 

regimes, the possibility of observing the same speed of the disturbance wave in two processes, differing from each 

other in the size of the spatial inhomogeneity of the background in front of the wave and the characteristic wave 

attenuation times, was discovered. It is shown that aperiodic instability appears if, after the passage of the wave 

front, the width of the growth line inhomogeneity zone decreases. The resonant excitation mode of the dendrite tip 

demonstrates important differences between the properties of the nickel and copper melts. First of all, this relates 

to the temperature dependences of the resonant frequency and the speed of a standing wave formed in the vicinity 

of the vertex. Numerical calculations are presented and graphic information is presented illustrating the patterns 

of growth of nickel and copper dendrites. 

Keywords: high-speed crystallization, dendritic growth, phase boundary evolution, morphological stability, 

standing wave. 


