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ОБНАРУЖЕНИЕ ИЗМЕРИТЕЛЬНЫХ СИГНАЛОВ  

В МАСКИРУЮЩИХ ШУМАХ ВЫСОКОГО УРОВНЯ 
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Описана методика обнаружения измерительных сигналов, используемых для оценки защищенно-

сти речевой информации в технических каналах утечки в условиях маскирующих шумов высокого уровня 

при значительных неравномерностях их амплитудно-частотных характеристик. Приведены результа-

ты исследования оценки защищенности при использовании сложных измерительных сигналов с большой 

базой в полосах равной разборчивости с весовым коэффициентом 0,5 при их зашумлении хаотической 

импульсной последовательностью.  
 

Ключевые слова: маскирующие шумы, гармонические измерительные сигналы, сложные измери-
тельные сигналы, оценка защищенности, технические каналы утечки информации. 

 

Введение. В основе теории оценивания защищенности речевых сигналов (РС) в технических 

каналах утечки (КУ) основным критерием их защищенности, как правило, является коэффициент раз-

борчивости речи (информационный показатель) – уровень разборчивости речи, воспринимаемый челове-

ческим слухом за пределами выделенного помещения объекта информатизации (ОИ). Он равен норма-

тивному численному значению словесной разборчивости речи [1]. В научной школе под руководством 

Н.Б. Покровского разработана формантная теория разборчивости русской речи с учетом ее статистиче-

ских особенностей с использованием стандартных акустических таблиц ГОСТ Р 50840-95. Однако оцен-

ка разборчивости речи по инструментально-расчетному методу, предложенному Н.Б. Покровским, весь-

ма дорогостоящее и трудоемкое мероприятие (необходимо иметь целую артикуляционную экспертную 

бригаду). Поэтому чаще всего используется объективный метод оценки, когда разборчивость речи опре-

деляют по отношению мощности сигнала к мощности шума (ОСШ) (энергетический показатель), кото-

рый математически зависим от разборчивости речи [2].  

В Республике Беларусь оценка защищенности речевой информации (РИ) по техническим КУ на 

соответствие значениям, установленным нормативными требованиями к показателям эффективности 

защиты, регламентирована СТБ 34.101.29-2011. Оценка осуществляется при использовании гармониче-

ского измерительного сигнала (ИС) во всех технических КУ объектов информатизации, включая первую 

категорию, в реальном масштабе времени с высокой точностью и высокой чувствительностью по чис-

ленным значениям ОСШ и критерию разборчивости речи. Защищенность РС в техническом КУ оцени-

вают выделением слабых ИС из шумов высокого уровня с учетом неравномерности амплитудно-

частотной характеристики (АЧХ), определяя ОСШ за пределами выделенного помещения ОИ при разби-

ении спектра РС (диапазон от 100 Гц до 10 кГц) на двадцать полос равной разборчивости (ПРР) с равны-

ми весовыми коэффициентами 0,05 [2]. 

В руководстве по эксплуатации на «Комплекс переносной автоматизированный программно-

аппаратный для измерения акустических и виброакустических параметров "Филин А"» [3] установлено время 

излучения гармонических ИС в зависимости от влияющих факторов. Рекомендуемое время излучения гармо-

нических измерительных сигналов cT = 1, 10 и 25 с для каждой ПРР, что соответствует суммарному времени 

излучения всех ИС в двадцати полосах равной разборчивости соответственно cумT = 20, 200 и 500 с. Время 

излучения гармонического измерительного сигнала определяется ослаблением преграды и степенью оценки 

защищенности РС по 1-й, 2-й и 3-й категориям. Для измерений с ослаблением преграды (например, стеколь-

ное ограждение, двери и т.п.) достаточно излучать гармонический ИС длительностью cT = 1 c, так как в точке 

приема за преградой его уровень достаточен для выделения на фоне шумов. Такой вид измерений используют 

для оценки защищенности РС по 3-й категории. Для преград с большим ослаблением сигнала (например, 

кирпичные, железобетонные стены и т.п.) и необходимостью оценки защищенности РС по 1-й и 2-й категори-

ям необходимо увеличивать время излучения гармонического ИС до cT = 10 с или cT = 25 с. Выделяемые 

оптимальным приемником полосы частот гармонических ИС с заданными длительностями равны: 1 Гц для 

сигналов длительностью cT =1 с; 0,1 Гц – cT =10 с; 0,04 Гц – cT =25 с [2]. Таким образом, при ограничении 
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времени излучения гармонического ИС в измеряемом диапазоне частот его параметры ухудшаются, что 

приводит к снижению точности оценки в техническом КУ с явно выраженными неравномерностями 

АЧХ. Методическая погрешность оценки защищенности РС гармоническим ИС помимо ограничения 

продолжительности сигнала не учитывает и ряд других факторов: линейные искажения входного сигнала 

и точность его передачи через систему звукопередачи; возможность предыскажений; ограничение поло-

сы; значительные неравномерности АЧХ преграды (КУ речевой информации); его спектральную плот-

ность в широком диапазоне частот и кривую чувствительности уха. Поэтому возникает необходимость в ана-

лизе и синтезе ИС и разработке новых методов их извлечения из шумов высокого уровня в условиях значи-

тельной неравномерности АЧХ, обеспечивающих улучшение важнейших параметров оценки защищенности 

технических каналах утечки.  

Целью работы является повышение численных значений основных параметров оценки защищенно-

сти технических КУ при выделении ИС из маскирующих шумов высокого уровня в условиях значительной 

неравномерности АЧХ.  

Формирование измерительных сигналов для обнаружения при маскировании шумами высо-

кого уровня. С целью исключения методической погрешности присущей гармоническому измеритель-

ному сигналу и повышения численных значений основных параметров оценки защищенности РИ в техниче-

ских каналах утечки предложено использовать сложный ИС с большой базой (значительно больше еди-

ницы). База сигнала B  равна произведению длительности сигнала cT  на ширину спектра частот 2 f∆  [4].   

Средствами пакета MatLab были сформированы в каждой ПРР k  ( { }1,...,k N= ; N =20) ИС дли-

тельностью cT = 2 c и частотой дискретизации sF = 44 100 Гц.  

В таблице 1 представлены значения частот на которых проводилось излучение двадцати гармони-

ческих ИС. 

 

Таблица 1. – Характеристики гармонических измерительных сигналов 

Номер полосы k  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Частота полосы, 0kf , Гц 260 495 640 787,5 947,5 1125 1315 1505 1690 1870 

Окончание таблицы 1 

Номер полосы k  11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

Частота полосы, 0kf , Гц 2050 2230 2435 2725 3100 3480 3855 4530 6130 8625 

 

В таблице 2 представлены основные характеристики двадцати сложных ИС с большой базой.  

 

Таблица 2. – Характеристики сложных измерительных сигналов с большой базой 

Номер полосы k  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Ширина полосы  

частот 2 kf∆ , Гц 
320 150 140 155 165 190 190 190 180 180 

База kB  640 300 280 310 330 380 380 380 360 360 

Окончание таблицы 2 

Номер полосы k  11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

Ширина полосы  

частот 2 kf∆ , Гц 
180 180 230 350 400 360 390 960 2240 2750 

База kB  360 360 460 700 800 720 780 1920 4480 5500 

 

Спектрограммы сравниваемых ИС, представленные на рисунке 1, наглядно демонстрируют, что 

использование при оценке защищенности РИ в КУ в качестве измерительных двадцати сложных сигна-

лов (рисунок 1, б) с большой базой в отличие от двадцати гармонических (рисунок 1, а) позволяет кон-

тролировать всю полосу РС, а не только отдельные точки на оси частот. 

В статье [4] приводятся экспериментальные доказательства преимущества при приеме сложного ИС, 

выраженного в улучшении ОСШ на величину его базы, равную c2k kB f T= ∆  в каждой отдельно взятой ПРР. 
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а 

 

б 

а – гармонические измерительные сигналы;  

б – сложные измерительные сигналы с большой базой  

Рисунок 1. – Спектрограммы измерительных сигналов  

в двадцати полосах равной разборчивости 

 

Обоснование выбора сложных ИС с большой базой и оптимальными параметрами в ПРР позволило 

значительно снизить в сравнении с известными методами суммарное время оценки защищенности КУ РИ.  

Доказанное преимущество предлагаемого для оценки сложного измерительного сигнала с боль-

шой базой перед гармоническим, равное величине базы сложного ИС, позволило при известной величине 

его базы установить величину разборчивости [4].  

Обоснованные оптимальные значения базы сложного ИС в пределах ПРР спектра РС (в нашем 

случае при постоянном значении длительности c 4T =  с в каждой отдельно взятой ПРР) позволили полу-

чить нормированные значения оценки защищенности РИ сложным ИС [5].  

Обоснование выбора шума для маскирования. Степень защиты информации при активном за-

шумлении определяется характеристикой маскирующего шума [2]. Этой характеристикой является его 

коэффициент качества, который принято оценивать энтропийным коэффициентом подобия. Энтропий-

ный коэффициент качества для нормального шума (гауссов случайный процесс) принят равным единице. 

При отклонении энтропийного коэффициента качества от единицы качество шума ухудшается [2].  

Принято считать, что наилучшими маскирующими свойствами обладает шум с нормальным рас-

пределением вероятностей мгновенных значений [2, 6], определяемых по формуле 

2

2

( )

2
1

( ) ,
2

x m

P x e

−−
σ=

σ π
 

(1) 

где σ  – среднеквадратичное отклонение ( 2σ – дисперсия) шумового сигнала; 

x  – вектор выборочных значений; 

m  – математическое ожидание (среднее арифметическое) распределения.  

Дисперсия шумового сигнала характеризует меру разброса случайной величины около математи-

ческого ожидания m . Если случайная величина x  имеет математическое ожидание ( ) ( )m x x P x dx

+∞

−∞
= ⋅∫ , 
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то дисперсия случайной величины x  определяется как 2( ) ( ) ( )D x x m P x dx

+∞

−∞
= − ⋅∫  [6]. Для определения 

меры разброса значений случайной величины используется среднеквадратичное отклонение, связанное 

с дисперсией соотношением σ D= .  

Шум с нормальным (гауссовым) распределением имеет наибольшее значение информационной 

энтропии, которое определяется по формуле [6] 

( ) ln ( ) ln 2H P x P x dx e

+∞

−∞
= − = π σ∫ , (2) 

где ( )P x  – плотность распределения вероятности измеряемой величины.  

Энтропийный коэффициент качества маскирующего шума определяют по формуле [6] 

22π

H

H
e

K

e

=
σ

. (3) 

Мощность эквивалентного нормального шума определяется произведением мощности реальной 

помехи на его энтропийный коэффициент качества HK . Сигнал будет иметь меньшую энтропию при 

условии, что его дифференциальный закон распределения отличается от нормального. Следует заметить, 

что распределение нормального шума симметрично и имеет нулевой эксцесс [5]. Отличие распределения 

реального шумового сигнала от «нормального» определяется в соответствии с числовыми характеристи-

кам закона распределения вероятностей, к которым относятся: коэффициент асимметрии аγ  и коэффици-

ент эксцесса эγ  [7]: 

3
а 3

μ
γ

σ
=   и  4

э 4

μ
γ 3

σ
= −  (4) 

где 4
4

1

1
μ ( )

n

i
i

x x
n =

= −∑ – четвертый эмпирический центральный момент; 

3
3

1

1
μ ( )

n

i
i

x x
n =

= −∑ – третий эмпирический центральный момент; 

n  – количество элементов в выборке.  

Коэффициент асимметрии положителен, если правый хвост распределения длиннее левого, и от-

рицателен в противном случае. Чтобы шум удовлетворял заданным требованиям, распределение его слу-

чайных выборок должно стремиться к симметричному нормальному закону, т.е. иметь коэффициенты 

асимметрии и эксцесса близкими к нулю. Поэтому для имитации виброакустического зашумления в техни-

ческих КУ в соответствии с обеспечением минимума слоговой разборчивости речи важным является вы-

бор маскирующего шума. 

Для проведения эксперимента с целью снижения разборчивости 

после записи (передачи по каналу связи) сформирована хаотическая им-

пульсная помеха (далее шум ХИП) в акустическом диапазоне частот при 

использовании генератора маскирующих сигналов (рисунок 2) на базе 

диодов-генераторов серии ND 100. 

Шум ХИП предназначен для защиты различного рода переговоров 

от прослушивания противником в замкнутых пространствах.  

Нормированная гистограмма распределения плотности вероятно-

сти шума ХИП с наложенной функцией плотности вероятности нормаль-

ного закона представлена на рисунке 3. 

Согласно полученным данным (см. рисунок 3) для шума ХИП опре-

делены коэффициент асимметрии аγ = – 0,1 ± 0,02 и коэффициент эксцесса 

эγ = – 0,02 ± 0,01. Особенностью шума ХИП является его спектральная 

плотность мощности, которая экспоненциально спадает в заявленных 

диапазонах частот. Диапазон частот ХИП от 50 Гц до 10 МГц. Достоин-

ством используемого для экспериментов шума является и высокий эн-

тропийный коэффициент качества, не ниже HK ≥ 0,92. 

 

 

Рисунок 2. – Генератор  

маскирующих сигналов 
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Рисунок 3. – Нормированная гистограмма  

распределения плотности вероятности шума ХИП 

ХИП универсален и применим для маскирования не только аналоговых РС, но и РС в цифровой 

форме, видеосигналов, сигналов звукового сопровождения видео и сигналов передачи данных. ХИП поз-

воляет сократить количество генераторов маскирующих сигналов минимум в 2 раза, повысить адаптив-

ность маскируемого и маскирующего сигналов и снизить уровень шумового излучения не менее чем  

в 3 раза. Кроме того, его использование повышает защищенность аналоговых и цифровых сигналов не ме-

нее чем в 3 раза по сравнению с известными маскирующими сигналами (например, белый шум), повышает 

акустическую комфортность в 2 раза. Он имеет высокую устойчивость метрологических параметров и ха-

рактеристик, а также контролепригодность и превосходит известные шумы по уровню излучения, неравно-

мерности АЧХ в рабочем диапазоне частот, разбросу характеристик при воздействующих факторах. Пик-

фактор ХИП (отношение максимальной амплитуды сигнала к его среднеквадратичному значению [8]) пре-

восходит белый шум. 

Таким образом, для имитации виброакустического зашумления шум ХИП полностью соответствует 

всем заявленным требованиям.  

Методика исследования. Предлагаемая методика базируется на методах корреляционного анализа 

с учетом различий между шумом и полезным сигналом (их некоррелированности). В ее основе лежит при-

менение взаимокорреляционной функции (ВКФ) по времени 1,2 (τ)R : 

( ) ( ) ( )1,2 1 2τ τR s t s t dt

∞

−∞
= −∫ ,  (5) 

где τ  – сдвиг по времени между входным и выходным сигналами; 

1( )s t – не зашумленный в точке излучения сложный ИС (входной); 

2 ( )s t – зашумленный шумом ( )n t  в техническом КУ в точке приема сложный ИС с большой базой, 

2 1( ) ( ) ( )s t s t n t= +  (выходной). 

Взаимокорреляционная функция при 1 2( ) ( )s t s t=  является автокорреляционной функцией (АКФ) 

сигнала. В точке τ 0=  она максимальна и численно равна энергии сигнала, выделяющейся на сопротивле-

нии 1R =  Ом. Функция ( )1,2 τR  оценивает степень сходства двух сигналов, а также их взаимное располо-

жение по оси времени. Она необязательно симметрична и ее максимум может оказаться не в точке τ = 0 . 

Сдвиг пика ВКФ относительно τ = 0  равен времени задержки сигнала 2 ( )s t  относительно 1( )s t . Матема-

тический подход при использовании производных от ВКФ позволил, установив положение точки на вре-

менной оси, в которой данная производная равна нулю, с высокой точностью определить величину за-

держки τ  между сложными ИС с большой базой на входе 1( )s t  и выходе 2 ( )s t  технического КУ и, тем са-

мым, скомпенсировать случайное временное запаздывание сложного измерительного сигнала в каналах 

утечки [9]. Сдвиг определяют как разность между точками максимального значения АКФ сложного ИС 

с большой базой в точке излучения в техническом КУ и максимального значения построенной ВКФ [10]. 
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По вновь построенной ВКФ определяют точку максимума, равного взаимной энергии двух срав-

ниваемых сложных ИС с большой базой в точке излучения и точке приема в техническом КУ 

( 1 2
1,2Re( )

2

s sE E
R

+
≤ ). Зная взаимную энергию двух сравниваемых сигналов, определяют их взаимную 

мощность: 

( ) ( ) ( )
с

1,2 1 2
c 0

1
τ τ

Т

R s t s t dt
T

= −∫ , (6) 

где cT  – длительности сигнала.  

Далее определяют величину ОСШ в каждой k -й ПРР спектра РС и рассчитывают разборчивость 

речи, используя алгоритм расчета [2]. Полученные средние значения коэффициентов разборчивости речи 

в каждой k -й ПРР спектра РС сравнивают с нормативным значением. 

На основании проведенных исследований, использование ВКФ ослабило шумовую составляющую 

( )n t  сложного ИС с большой базой и исключило погрешности, связанные с его запаздыванием в техниче-

ском КУ [10]. Применение математического подхода с использованием производных для определения 

положения точки на временной оси, сдвинутой на величину задержки, повысило точность оценки вре-

менного запаздывания, что позволило определить максимальное значение ВКФ с точностью, равной од-

ному периоду дискретизации дT , и повысило точность оптимальной оценки параметров сложных ИС 

с большой базой при приеме. Использование взаимокорреляционной обработки сложного ИС позволило 

получить наилучшее ОСШ и упростить процедуру автоматизированных измерений за счет усовершенство-

вания алгоритма оценки защищенности РИ в техническом КУ и без усложнения аппаратной части ПАК. 

Корреляционная обработка также открывает дополнительную возможность определения не только 

взаимной мощности двух сравниваемых сигналов (это нам дает выигрыш в ОСШ), но и мощности принято-

го сложного ИС с большой базой в точке приема на выходе технического КУ, которая определяется по 

формуле [11] 

1 2

2
1

2

c

s s
s

s

E
P

E T
= ,  (7) 

где 
1 2s sE  – энергия взаимодействия сложных ИС с большой базой в точках излучения 1( )s t  и приема 

2 ( )s t  в техническом канале утечки, равная их взаимной корреляции 1,2 (τ)R  при τ 0= ; 

1s
E  – энергия 1( )s t  сложного ИС с большой базой в точке излучения в техническом КУ. 

Наиболее быстрым способом определения ОСШ является использование АКФ принятого в точке 

приема в техническом КУ прошедшего через преграду зашумленного маскирующим шумом при ОСШ 0 дБ 

сложного ИС. На рисунке 4, а показана нормированная АКФ исследуемого измерительного сигнала в тре-

тьей ПРР, а на рисунке 4, б – ее огибающая (без симметричного отражения).  

Сужение АКФ выше уровня 0,5 наглядно демонстрирует наличие и величину присутствующего 

в полезном сигнале шума. Таким образом, при необходимости, возможно осуществить экспресс-анализ 

ОСШ по АКФ зашумленного маскирующим шумом некоррелированным с сигналом в техническом КУ 

в точке приема сложного ИС с большой базой по АКФ без дополнительных временных затрат. 

Дополнительно улучшить ОСШ пропорционально корню квадратному из количества накопленных 

сложных ИС (в n  раз) возможно за счет его n-кратного синхронного накопления.  

Проведенные исследования позволили получить следующие результаты. 

Исследования процесса обнаружения слабых сложных ИС с большой базой с помощью процесса 

корреляции из шумов высокого уровня, генерируемых современными устройствами акустического 

и виброакустического зашумления [8], показали, что в третьей полосе ПРР измерительный сигнал обнару-

живается при ОСШ –19±1 дБ, а в двадцатой полосе – при ОСШ –32±1 дБ. При формировании ИС с за-

данным уровнем эффективной длительности сигнала 1a =  получены наилучшие результаты оценки [12]. 

Это позволило выделить из маскирующих шумов высокого уровня слабые по уровню ИС в условиях значи-

тельной неравномерности и значительно повысить точность, а также чувствительность при оценке защищен-

ности РИ в технических каналах утечки.  

Предлагаемая методика оценки рекомендуется для проведения специальных акустических и вибра-

ционных измерений в условиях шумов высокого уровня при значительных неравномерностях АЧХ в ОИ 

(системах передачи и обработки информации 3, 2 и 1 категории, выделенных помещениях 3, 2 и 1 катего-
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рии, подвижных объектах: летательных аппаратах, командно-штабных машинах и стационарных объектах, 

где эксплуатируется специальная аппаратура преобразования РС, делающих их не разборчивыми) с целью 

оценки их защищенности от утечки РИ по акустическому, вибрационному и электроакустическому КУ и 

позволяет учитывать: энергетические показатели полос РС; усредненную спектральную плотность мощно-

сти РС с учетом неравномерности ее АЧХ; спектральную плотность мощности фонового шума; частотно-

зависимую характеристику затухания в диапазоне частот РС элементами конструкции помещений; кривую 

чувствительности уха.  

 

 

a 

 
б 

a – автокорреляционная функция;  

б – огибающая автокорреляционной функции (без симметричного отражения) 

Рисунок 4. – АКФ принятого сложного измерительного сигнала с большой базой,  

зашумленного шумом ХИП  

 

Разработанная методика оценки ориентирована на технические каналы утечки РИ (акустический, 

виброакустический, электроакустический, магнитный, электрический, наводки сигналов рассеивания 

этих каналов на цепи управления, питания и заземления) при преобразовании физических информацион-

ных полей рассеивания в электрический сигнал с целью удобной реализации процедур оценки, контроля 

и технической диагностики. С использованием предлагаемой методики можно также проводить проверку 

эффективности маскирующих РС шумов, генерируемых современными устройствами акустического 

и виброакустического зашумления.  

Выводы. Использование предложенной методики обнаружения сложных ИС в маскирующих шу-

мах высокого уровня позволяет: 

1) программными компонентами выполнять генерацию ИС и измерение их параметров, заменяя 

ряд приборов (генератор сигналов низкочастотный, селективный вольтметр, осциллограф, нановольт-

метр), что снижает стоимость ПАК, предназначенного для инструментального контроля эффективного 

защиты РИ по техническим каналам утечки, а также расширяет возможности в области генерации, ана-

лиза и оценки параметров стимулирующих сигналов, увеличивает масштабируемость; 
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2) проводить измерения не на отдельных средних частотах ПРР спектра РС, а в пределах диапа-

зона каждой отдельной ПРР, охватывая весь диапазон РС при снижении времени генерирования ИС и их 

обработки; 

3) учитывать неравномерность АЧХ спектра РС; 

4) осуществить одновременное измерение энергетических показателей сигнала и шума; 

5) снизить влияние эффектов реверберации и резонанса в выделенном помещении; 

6) повысить разрешающую способность по времени и частоте, снизить предельную чувствитель-

ность и методическую погрешность оценки; 

7) снизить время проведения исследования ОИ; 

8) снизить массогабаритные характеристики ПАК. 
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DETECTION OF MEASURING SIGNALS IN HIGH-LEVEL MASKING NOISE 

 

I. BURACHONAK, V. ZHELEZNYAK, A. FILIPOVICH 

 

The paper describes a method of detecting the measurement signals used for estimating speech information 

protection in technical channels of leakage under conditions of high-level masking noise at significant nonuniformi-

ties of their amplitude-frequency characteristics. The results of research of assessment of speech information pro-

tection using complex measuring signals with a large base in bands of equal intelligibility with a weighting factor 

of 0.5 when they are noisy by a chaotic impulse sequence. 

Keywords: masking noise, harmonic measuring signals, complex measurement signals, assessment  

of speech information protection, technical channels of information leakage. 
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МОДЕЛИРОВАНИЕ СТРУКТУРЫ КРИТИЧЕСКИ ВАЖНЫХ ОБЪЕКТОВ 

ИНФОРМАТИЗАЦИИ В ЗАДАЧАХ КОЛИЧЕСТВЕННОГО АНАЛИЗА ЖИВУЧЕСТИ 

 

канд. техн. наук, доц. Н.М. БОБОВИЧ 

(Академия МВД Республики Беларусь, Минск) 

 

Рассматривается задача математического моделирования структуры критически важных объ-

ектов информатизации для количественного анализа живучести и управления ею с использованием ме-

тода сопряжения случайных структур по производительности. Приведенные алгоритмы эквивалентно-

го преобразования реальных структур в их последовательно-параллельные аналоги позволяют в процессе 

исследования живучести наиболее полно учесть существующие реальные взаимосвязи между струк-

турными элементами критически важного объекта информатизации. 

Ключевые слова: объект информатизации, аналитический алгоритм, структурные элементы 

критически важного объекта информатизации, комплекс моделей количественной оценки живучести 

критически важного объекта информатизации, метод сопряжения случайных структур по производи-

тельности. 

 

Введение. Общей особенностью количественной оценки показателей живучести критически важ-

ных объектов информатизации (КВОИ) является статистический характер оцениваемых показателей на 

всех иерархических уровнях: элемент–подсистема–система в целом. Возможность представления произ-

водительности на высших уровнях в виде операторов сопряжения, представляющих собой ее функцио-

нальную зависимость от производительностей на более низких уровнях, позволяет свести задачу количе-

ственной оценки живучести по показателю «производительность» к задачам расчета статистических 

характеристик функций случайных аргументов [1].  

Сложность и громоздкость функциональных зависимостей между производительностями элемен-

тов и образуемых ими реальных систем существенно затрудняет прямое решение задачи. Поэтому пред-

лагается использовать метод сопряжения случайных структур (систем) по производительности, который 

позволяет представить исследуемую систему в виде совокупности последовательно-параллельных свя-

зей, установить взаимно-однозначное соответствие между аналитическим выражением оператора сопря-

жения и его графическим отображением, а также упростить запись алгоритмов вычисления производи-

тельности и расчет ее статистических характеристик. 

Основная часть. Алгоритмы вычисления производительностей элементарных звеньев и элемен-

тарных цепей назовем элементарными операторами сопряжения. 

Под сопряжением понимается объединение элементов (элементарных звеньев) подсистемы в ра-

ботоспособные элементарные цепи, которые включают набор элементов, необходимый и достаточный 

для получения на выходе отличной от нуля производительности. 

Алгоритмы вычисления производительностей элементарного звена и элементарной цепи соответ-

ственно имеют вид: 

 

( )
1

1,
im

i ij i
j

I I j m
=

= =∑ ,                                                                    (1) 

( )
( )min{ } 1,i

i
I I i n= = .                                                                    (2) 

 

Для графического изображения элементарных операторов сопряжения используются параллель-

ное объединение элементов в звене и последовательное – в цепи (рисунки 1, 2). 

 

 
 

Рисунок 1. – Последовательное соединение элементов подсистемы 

I1 I2 In Ii I2 
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Рисунок 2. – Параллельное соединение элементов подсистемы 

 

Алгоритм вычисления производительности некоторой k-й подсистемы через производительности 

ее структурных элементов: 
 

( )
( )

1

min
im

k
ij

i j

I I
=

  =  
 
∑ .                                                                     (3) 

 

Графическое изображение оператора сопряжения (3) представляет собой структурную схему со-

пряжения k-й подсистемы, которая включает исчерпывающее множество работоспособных элементар-

ных цепей, имеющихся в подсистеме. 

Например, для структуры, изображенной ни рисунке 3, алгоритм вычисления производительности 

может быть записан в следующем виде: 
 

1 2 3 4 5 6min{[min( , ) min( , ), ]}.I I I I I I I= + +  

 

 
 

Рисунок 3. – Структурно-функциональная схема системы 

 

Кроме последовательно-параллельных связей структурная схема сопряжения может содержать 

различные типы перекрестных связей. Основными из них являются различные виды заменяемости между 

элементами технологических звеньев, связи с усилением, простоем и некоторые другие (таблица). 

В таблице приняты следующие обозначения: 

I – производительность системы и ее аналога; 

Ii,, Ij  – производительность подсистемы; 

Iij – производительность универсальной части подсистемы; 

Iii – производительность невзаимозаменяемой подсистемы; 

ijβ  – относительная трудоемкость операций; 

α  – коэффициент усиления; 

I* – производительность, ограниченная фронтом работ; 

ij jiB = β β  – характеристика организации структуры. Этот параметр характеризует степень совер-

шенства системы по ее исходной организации. 

Алгоритмы преобразования перечисленных связей к их последовательно-параллельным аналогам 

приведены в работах [2, 3]. 

Операторы сопряжения для функциональных связей, отличных от последовательно-параллельных, 

существенно зависят от управления структурой подсистемы, которое определяет распределение элемен-

тов между выполняемыми в подсистеме технологическими операциями. Поэтому эквивалентное преоб-

разование таких функциональных связей к их последовательно-параллельным аналогам осуществляется 

при оптимальном распределении ресурса элементов подсистемы по критерию максимума производи-

тельности на ее выходе. 

I1 I2 In Ii 

I1 

I4 

I2 

I3 

I5 

I6 

I1 

I4 

I2 

I3 

I5 
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Таблица – Примеры функциональных связей и их последовательно-параллельных аналогов 

Типовые функциональные связи Последовательно-параллельный аналог Оператор сопряжения 

С взаимозаменяемостью 

 

* * ** **
1 2 1 2min( , , , )I I I I I=

*
i i ij ilI I I= + β  

**

1

i ij ji
i

ij

I I
I

+ β +
=

+ β
 

, 1,2i j =  

i j≠  

С усилением 

 
 

* *
1 1 2min( , )I I I I= +  

*
1( 1)I I+ α −  

2

1
(1 )I I= −

α
 

С простоями 

 

 

*
1 2min( , )I I I I= +  

 

Достаточно адекватной моделью структуры отдельных подсистем и КВОИ в целом, элементы ко-

торых связаны между собой функциональными связями отличными от последовательно-параллельных, 

является однородная структура с заменяемостью. 

Однородная структура с заменяемостью представляет собой структуру, в которой любой элемент 

может функционировать с отличной от нуля производительностью не более чем в двух элементарных 

звеньях. При этом относительные трудоемкости операций в этих звеньях отвечают условию: 
 

( ) ( )
1

k k

lr rl
β β = ,                                                                          (4) 

 

где 
( ) ( )

( )

k
k r

lr k

l

I

I

β = , 
( )

( )

( )

k
k l

rl k
r

I

I
β =  – соответственно относительные трудоемкости операций r относительно 

операций l и операций l относительно операций r. 

Физически это условие означает, что перемещение элементов между подсистемами не увеличива-

ет их совместной производительности, т.е. система в исходном состоянии оптимальна по распределению 

элементов между подсистемами. 

Производительность однородной структуры с заменяемостью может быть определена с помощью 

методики, изложенной в работе [2]. 

Любая система со случайной фиксированной структурой может быть сбалансирована, если ресурс 

заменяемости позволяет сбалансировать ее по производительности всех элементарных звеньев. Произво-

дительность сбалансированной структуры максимальна. Эта максимально возможная производитель-

ность для однородной структуры определяется величиной 
 

max max
ir i

ir

I
I

β
=

β
∑
∑

,                                                                    (5) 

 

где r – фиксированный индекс произвольно выбранного элемента подсистемы.  

I21 

I22 I11 

I12 

 

I2 I1 
 

 

I2 I1 
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Для доказательства (5) суммарную производительность всех элементов структуры, приведенную 

к производительности произвольно выбранного элементарного звена, запишем в следующем виде: 

 

( ) 1 1 2 2 ... ...r r r n nrrI I I I I= β + β + + + + β∑ .                                                  (6) 

 

Распределим ( )rI∑  между звеньями, соблюдая условие равенства производительностей: 

 

1 1 2 2 ... ...r r r n rnI I I I∆ β = ∆ β = = ∆ = = ∆ β ,                                                   (7) 

 

где 1 2, ,..., nI I I∆ ∆ ∆  – производительности, выделяемые в 1, 2, …, n звеньях из приведенной к r-му 

звену суммарной производительности элементов (6); 

1 2, ,...,r r rnβ β β  – коэффициенты приведения производительности r-го звена к 1, 2, …, n звеньям. 

Из равенства (7) для любого i = 1, 2, ..., n следует, что  

r
i

ri

I
I

∆
∆ =

β
. 

Так как по условию ( )
1

n

i r
i

I I
=

∆ = ∑∑ , то  

( )
1 2

1 1 1
( ... 1 ... )rr

r r rn

I I= ∆ + + + + +∑ β β β
.                                                   (8) 

 

Принимая во внимание свойство однородной структуры (4) и выражение (6), окончательно по-

лучим сбалансированные производительности звеньев и равную им производительность на выходе 

структуры: 

 

( )

( )

ir i
i

r
ik

i

I

I I

β

∆ = ∆ =
β

∑

∑
.                                                                    (9) 

 

Приведем доказательство, что полученное значение (9) является единственным и оптимальным. 

Для этого предварительно покажем справедливость равенства: 

ir rl irβ β = β . 

По определению (4), , lr
ir rl

i r

II

I I
β = β = , отсюда 

 

.
il

l lr
ir rl

i r i

I II

I I I
β β = = = β  

 

С учетом этого  

 

( )

( )

( )

( )

const

ir i il i
i irl

il rl il
i i

I I

I

β β
β

∆ = = =
β β β

∑ ∑

∑ ∑
. 

 

При любом ( 1, )l l n= , т.е. полученный результат не зависит от выбора звена, к которому приво-

дится производительность при расчете сбалансированной структуры. 

Покажем, что перемещение элементов между звеньями в сбалансированной однородной структуре 

не повышает ее производительности. Для этого достаточно показать, что уносимая из r-го звена произ-

водительность Ir  строго компенсируется (и не более) переводимой в него производительностью Il из l-го 
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звена. При перемещении только между двумя звеньями это следует из равенства r lr lI I= β . При последо-

вательных перемещениях между несколькими звеньями равенство lnrl rnβ β = β  сводит их к перемещению 

между двумя конечными звеньями. 

Доказанное вытекает также из свойства 1rl lrβ β = , в соответствии с которым однородная структу-

ра всегда сохраняет нормальную организацию, в которой перемещение элементов между звеньями не 

приводит к повышению производительности подсистемы. 

Таким образом, полученная сбалансированная структура имеет максимальную производитель-

ность, следовательно, решение является единственным и оптимальным. 

Заключение. Сложность и громоздкость функциональных зависимостей между производительно-

стями элементов и образуемых ими реальных систем существенно затрудняет решение задачи моделиро-

вания их структуры. Предлагаемый подход, основанный на использовании метода сопряжения случай-

ных структур (систем) по производительности, позволяет представить исследуемую систему в виде сово-

купности последовательно-параллельных связей, установить взаимно-однозначное соответствие между 

аналитическим выражением оператора сопряжения и его графическим отображением, а также упростить 

запись алгоритмов вычисления производительности и расчет ее статистических характеристик. Кроме 

того, такое представление в ряде случаев позволяет анализировать влияние структуры на живучесть си-

стемы непосредственно, без ее количественных показателей. 
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MODELING OF STRUCTURE INFORMATION CRITICAL OBJECTS IN PROBLEMS  

OF THE QUANTITATIVE ANALYSIS OF SURVIVABILITY 

 

N. BOBOVICH 

 

The article considers the problem of mathematical modeling of the structure of information critical facili-

ties for the quantitative analysis of survivability and management using the method of random mating structures 

on performance. The above algorithms for equivalent transformation of real structures in their series-parallel 

analogs allow in the vitality of research more fully into account there is a real relationship between the structur-

al elements of the critical facility information, which have a significant impact on its vitality. 

Keywords: object of informatization, analytical algorithm, structural elements of crucial object of in-

formatization, complex of models of a quantitative assessment of a survivability critical of important object of 

informatization, method of random mating structures on performance.  
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СИСТЕМЫ ИНСТРУМЕНТАРИЯ ЭКСПЕРТИЗЫ  

АУДИО- И ВИДЕОЗАПИСИ В УКРАИНЕ 

 

д-р техн. наук, проф. О.В. РЫБАЛЬСКИЙ 

(Национальная академия внутренних дел, Киев); 

канд. техн. наук, доц. В.И. СОЛОВЬЕВ 

(Восточноукраинский национальный университет имени В. Даля, Северодонецк); 

канд. техн. наук В.В. ЖУРАВЕЛЬ 

(Киевский научно-исследовательский экспертно-криминалистический центр МВД Украины) 

 

Показаны новые системы инструментария для проведения технической экспертизы материалов 

и средств видеозвукозаписи. Одна часть систем прошла стадию внедрения в практику экспертных 

подразделений Украины, другая – в стадии разработки и внедрения. Системы обладают высокими ха-

рактеристиками, превышающими мировые аналоги. 

Ключевые слова: аппаратура цифровой видео и звукозаписи, аналоговая запись, цифровая запись, 

фонограмма, экспертиза. 

 

Введение. Основными задачами технической экспертизы материалов и средств видеозвукозаписи 

(фоноскопической экспертизы) являются проверка аутентичности сигналограмм, представленных на 

экспертизу, и идентификация дикторов по физическим параметрам их голосов. 

Состоявшийся окончательный переход к цифровым методам записи аудио- и видеоинформации 

как в быту, так и при проведении оперативно-розыскных и следственных действий, потребовали созда-

ния нового инструментария (экспертных методик, специализированных программных средств и аппарат-

но-программных комплексов), предназначенного для проведения фоноскопических экспертиз, отвечаю-

щих уровню развития техники записи и обработки информации. 

Сложность создания такого инструментария заключается в особенностях цифровых методов запи-

си. Она состоит в том, что динамический диапазон и уровень нелинейных искажений этих методов тео-

ретически зависит только от правильности выбора частоты дискретизации и разрядности преобразования 

аналоговой информации в цифровую форму. Разумеется, что и цифровая аппаратура аудио- и видеозапи-

си имеет свои паразитные параметры, фиксируемые в сигналограммах при записи. Именно эти парамет-

ры являются теми идентификационными признаками, по которым проводится современная экспертиза. 

Однако сложность создания экспертного инструментария, основанного на паразитных параметрах циф-

ровой аппаратуры записи, состоит в их крайне малых уровнях, что требует применения новых сверхчув-

ствительных методов анализа.  

Цель статьи – показать широкому кругу специалистов новые пути построения целого комплекса 

отечественных инструментальных средств, предназначенных для проведения фоноскопической экспер-

тизы, внедряемого в экспертных учреждениях МВД Украины. 

Основная часть. В общем случае комплекс должен объединять ряд методик и средств экспертизы для: 

–  идентификации диктора по физическим параметрам голоса; 

–  проверки аутентичности сигналограмм, т.е. проверки их оригинальности и подлинности. 

С криминалистической точки зрения это должен быть комплекс методик и средств идентификаци-

онных и диагностических исследований речи диктора и аппаратуры цифровой записи. 

В результате проведенных теоретических исследований и практических разработок в настоящее 

время создана система «АВАТАР», предназначенная для ускоренного поиска фигурантов в голосовой 

базе данных большого объема. Она позволяет ранжировать дикторов по голосовым сообщениям, зафик-

сированным в такой базе, что, в свою очередь, ускоряет розыск лиц, делающих ложные сообщения, 

например, о минировании важных общественных учреждений [1, 2]. Система построена с использовани-

ем ряда новых физических и математических подходов, например, применения элементов фонемической 

машины. Это позволило сократить время сообщения, пригодного для эффективного ранжирования дик-

торов. Ее испытания показали высокие качественные характеристики системы: минимальная достаточная 

длительность записи голоса диктора, необходимая для ранжирования, составляет 5 с при точке пересече-

ния кривых ошибок І и ІІ рода порядка 8,5 % (рисунок 1).  

Кроме того, данные методы положены в основу созданной и испытываемой в настоящее время си-

стемы криминалистической идентификации диктора по физическим параметрам его голоса. Отметим, 

что аналогичные системы, разработанные в других странах, обеспечивают идентификацию личности по 
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голосу при длительности записи, как правило, более 1 мин с точкой пересечения кривых ошибок 

І и ІІ рода на уровне 6 % [3]. В разработанной нами системе увеличение длительности записи голоса 

идентифицируемого диктора в диапазоне от 13 до 30 с снижает положение точки пересечения кривых 

ошибок І и ІІ рода до уровня 6 %. Данные по кривым ошибок І и ІІ рода получены при испытаниях на 

голосовых базах, данных для двух языков (русский и украинский) объемом в 500 фонограмм.    

 

 
 

Рисунок 1. – Кривые ошибок І и ІІ рода при ранжировании сообщений  

с длительностью речевого сообщения диктора от 2 до 5 с 

 

Кроме того, разработана система идентификации аппаратуры аналоговой и цифровой звукозаписи 

(ААЗЗ и АЦЗЗ соответственно) «Фрактал», позволяющая проводить криминалистическую идентифика-

цию такой аппаратуры и устанавливать оригинальность аналоговых и цифровых фонограмм (АФ и ЦФ 

соответственно), а также выявлять в них следы цифровой обработки [4]. 

Система построена на сравнении самоподобных структур, выделяемых из пауз в речевой инфор-

мации образцовых (экспериментальных) фонограмм, с самоподобными структурами, выделяемыми из 

исследуемой (спорной) фонограммы [5]. Используется различие в плотностях вероятности меры близо-

сти самоподобных структур, зафиксированных на разной аппаратуре записи. Примеры таких распреде-

лений показаны на рисунках 2 и 3.  

 

 
 

Рисунок 2. – Плотность вероятности меры близости Z  

для записи двух фонограмм на одной АЦЗЗ 
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Рисунок 3. – Плотность вероятности меры близости Z  

для записи двух фонограмм на разной АЦЗЗ 

 

Многочисленные экспериментальные исследования статистических характеристик пауз различных 

ЦФ при записи в различных условиях звуковой среды показали устойчивую особенность плотности ве-

роятности Р(Z) величины меры близости Z [13]. 

Как видно из сравнения рисунков 2 и 3, при записи фонограмм на разной аппаратуре в плотности 

вероятности меры близости отсутствует характерный участок, который прослеживается при записи срав-

ниваемых фонограмм на одной аппаратуре. 

Многочисленные экспериментальные исследования статистических характеристик пауз различных 

ЦФ при записи в различных условиях звуковой среды показали устойчивую особенность плотности ве-

роятности Р(Z) величины меры близости Z [6]. 

Полученные закономерности обеспечили построение автоматизированной системы «Фрактал». 

При этом были использованы новые решения как при построении аппаратно-программного комплекса, 

так и при создании методики проведения экспертизы. В частности, при разработке комплекса были со-

зданы и применены новые методы сегментации фонограмм и выделения пауз и оригинальные методы 

выделения и статистической обработки самоподобных структур [7, 8]. Был предложен метод автомати-

ческого расчета величины фрактальных масштабов [9]. При отработке методики и программы была уста-

новлена, во-первых, зависимость результата экспертных исследований от величины фрактального мас-

штаба самоподобных структур, что обусловлено наличием отдельной области этих масштабов в распре-

делении меры близости таких структур двух ЦФ, при которых проявляются индивидуальные особенно-

сти АЦЗЗ (см. рисунки 2 и 3). Во-вторых, выявлена необходимость при проведении проверки ЦФ уста-

новления области фрактальных масштабов, соответствующей аномальной зоне в плотности вероятности 

меры близости для каждой конкретной АЦЗЗ, на которой были записаны исследуемые ЦФ. И, в-третьих, 

выявления такого значения фрактального масштаба в установленной области, при котором ошибка І рода 

минимальна. В частности, было отмечено, что при сравнении двух ЦФ всегда будут существовать две 

области фрактальных масштабов: область близкости характеристик (совпадения) двух ЦФ и область 

несовпадения (различия) характеристик двух ЦФ. Между ними существует четкая граница. Это поясня-

ется тем, что как в случае близкости характеристик ЦФ, так и в случае их несовпадения обязательно 

существует область фрактальных масштабов, где проявляются индивидуальность характеристик аппара-

туры, на которой они записаны [5, 7, 8, 10]. И именно в этой области лежит правильное решение. Таким 

образом, эксперту при принятии решения следует выбрать правильную область: или близкости, или не-

совпадения фрактальных характеристик. Корректность этого выбора обеспечивает разработанная мето-

дика, определяющая ряд критериальных точек на образцовых (экспериментальных) фонограммах и дове-

рительный интервал, которым накрывается или не накрывается критериальная точка исследуемой (спор-

ной) фонограммы.  

При этом доверительный интервал рассчитывается по формуле 
 

lβ = [(amin – 0,2amin), (amax + 0,2amax)],                    (1) 
 

где lβ – доверительный интервал; 

β – вероятность того, что накрытие доверительным интервалом критериальной точки, полученной 

при сравнении образцовой и спорной ЦФ, отвечает гипотезе близости их фрактальных характеристик; 
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amin – минимальная величина значения критериальной точки; 

amax – максимальная величина значения критериальной точки. 

Этим полностью исключается субъективность принятия решения экспертом [11]. 

Результаты экспертных исследований представляются в виде иллюстраций отдельных этапов их 

проведения, как это показано на рисунках 4 и 5.  

 

 
 

Рисунок 4. – Результат расчета характеристик фрактальных масштабов  

для области близких характеристик фонограмм 04 и 05, записанных на одной АЦЗЗ 

 

 
 

Рисунок 5. – Плотности вероятности меры близости самоподобных структур  

для фонограмм № 2 и № 6, записанных на одной АЦЗЗ 

 

К сожалению, ограниченность объема излагаемого здесь материала не позволяет нам более по-

дробно расписать все особенности разработанной системы. Экспериментально при сравнении 363 пар 

фонограмм было определено, что вероятность β принятия адекватного решения при принятой величине 

доверительного интервала в 20% составляет 0,994 [11]. При этом математическое ожидание величины 

ошибки І рода для двух сравниваемых фонограмм равно 0,0249 при среднеквадратическом отклонении, 

составляющим 0,0225 [11]. 

Отметим, что в настоящее время успешно разрабатывается еще ряд систем, предназначенных для 

установления точек монтажа в фонограммах и проверки аутентичности видеозаписей и цифровых 

фотографий. 



ФУНДАМЕНТАЛЬНЫЕ НАУКИ. Информационные технологии                                                                 № 4 

 

 19

Выводы. В настоящее время в Украине разрабатываются и внедряются в процесс проведения тех-

нической экспертизы материалов и средств видеозвукозаписи ряд новых систем, позволяющих прово-

дить такую экспертизу на самом современном уровне. Это позволит обеспечить экспертные подразделе-

ния отечественным инструментарием, отвечающим самым высоким требованиям надежности и досто-

верности получаемых экспертных решений. 
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OF AUDIO AND VIDEOTAPE RECORDING ARE IN UKRAINE 
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The new systems of tool are shown for realization of technical examination of materials and facilities of 

the audio and video recording. Part of the systems was passed the stage of introduction in practice of expert 

subdivisions of Ukraine. Part of the systems are in the stage of development and introduction. The systems pos-

sess high descriptions exceeding world analogues. 

Keywords: apparatus digital video and audio recording, analog record, digital record, phonogram,  
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АЛГОРИТМ ОПРЕДЕЛЕНИЯ МЕРЫ СХОЖЕСТИ  

ИДЕНТИФИКАЦИОННЫХ ОБРАЗОВ ЗАКЛАДНЫХ УСТРОЙСТВ 

 

В.М. ЧЕРТКОВ, д-р тенх. наук, проф. В.К. ЖЕЛЕЗНЯК 

(Полоцкий государственный университет) 

 

Рассмотрены основные алгоритмы и методы определения меры сходства изображений. Даны 

общая характеристика и требование к мерам, вычисляющим сходство. Приведены функции схожести 

корреляционного типа. Описан процесс формирования идентификационного изображения. Представле-

на блок-схема модели исследования меры сходства степенных полиномов. Приведены результаты вы-

числительного эксперимента метрических функций с целью определения наилучшей метрики под реше-

ние поставленной задачи, а также определения по вычислительным характеристикам и точности ме-

ры сходства полиномов третьего порядка. 
 

Ключевые слова: нелинейный радиолокатор, идентификационный образ, закладное устройство. 

 

Введение. Мера сходства играет ключевую роль при формировании классификации изучаемого 

множества объектов и при распознавании принадлежности объектов к тому или иному классу. Специфи-

ка этих задач состоит в том, что мера сходства здесь является величиной относительной, она зависит не 

только от сходства объекта с определенным классом, но и от его сходства с другими классами. Актуаль-

ность темы обусловлена решением проблемы определения меры сходства идентификационных образов 

(сложных множеств) закладных устройств, полученных нелинейным радиолокатором при обследовании 

помещений в условиях неполной исходной информации и при воздействии шумовых факторов. 

Разработка новых алгоритмов нахождения меры схожести идентификационных образов для со-

временной науки и техники является актуальной задачей. Она играет важную роль в научных исследова-

ниях по защите информации и информационной безопасности, обработке космических изображений, 

других отраслях деятельности человека [1] и направлена в первую очередь на исследование метрических 

характеристик и сравнение функций между собой в условиях неполной исходной информации и внеш-

них негативных воздействий. 

Оценка сходства идентификационных образов подобна оценке сходства изображений. Выбранная 

функция схожести должна удовлетворять некоторым требованиям, и ее свойства должны быть известны.  

В качестве функции схожести может использоваться мера расстояния либо функция схожести. Если два 

изображения абсолютно идентичны, то мера расстояния M между ними равна 0, а нормализованная 

функция схожести R равна 1, следовательно, M = 1 – R или R = 1 – M [2]. 

Совокупность требований, которым удовлетворяет некоторая мера сходства М, определяет более 

строгую либо слабую (на качественном уровне) оценку сходства. Мера является строгой, если она удо-

влетворяет большинству предъявляемых требований, и слабой – если она не удовлетворяет нескольким 

требованиям [3].  

Формирование идентификационного образа закладного устройства. При обследовании поме-

щений нелинейным радиолокатором формируют идентификационный образ предполагаемого закладного 

устройства, согласно методике, представленной в [4].  

Формирование идентификационного образа сводится к следующему алгоритму действий: 

–  обнаружение нелинейного объекта по наличию отклика на второй и третьей гармониках переиз-

лученного зондирующего сигнала; 

–  определение необходимого уровня излучения для более качественного приема и регистрации 

данных. На данном этапе происходит регулирование мощности излучения и соответствующего ему оп-

тимального расстояния до объекта; 

–  получение вида нелинейности вольт-амперной характеристики (ВАХ) на основе разработанного 

алгоритма, который по измеренным значениям уровней комбинационных гармоник определяет коэффи-

циенты аппроксимирующего полинома [5]; 

–  с помощью датчика гироскопа происходит смена угла облучения по азимуту на 1–5 град (дис-

кретность может варьироваться) и производится повторное получение ВАХ; 

–  по достижении 360 град, т.е. полного круга азимута, происходит смена угла места на 1–5 град 

и повторяется весь цикл измерений по азимуту. 
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В результате полученные данные можно представить в виде трех графиков для каждого коэффи-

циента полинома, аппроксимирующего ВАХ нелинейного объекта, которые и будут составлять иденти-

фикационный образ предполагаемого закладного устройства. По осям X и Y графика буду отложены 

соответственно градусы угла азимута и угла места, а по оси Z – значение квадратичного либо кубическо-

го, либо линейного коэффициента в разах для каждого из трех графиков. 

Основная часть. Для разработки алгоритма определения степени подобия идентификационных 

образов на основе оценки меры сходства степенных полиномов проведем анализ функций схожести кор-

реляционного типа. Для сравнения двух идентификационных образов { }ijO o=  и { }*
ijB b=  выберем 

следующие типы функций схожести [6, 7]. 

1. Нормированная усредненная функция корреляции: 

 

1 1 * *
0 0

1 1 1 12 * * 2
0 0 0 0

( )( )

( ) ( )

− −
= =

− − − −
= = = =

− −
=

− ⋅ −

∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

N N
ij iji jCOR

N N N N
ij iji j i j

o o b b
R

o o b b

,        (1.7) 

 

где o  и 
*b  – средние значения изображений о и 

*
b  соответственно. 

 

2. Функция на основе суммы квадратов разностей 

 

1 1 * 2
0 02

1
1 ( )

− −
= == − −∑ ∑

N NSSD
ij iji j

R a b
LN

,      (1.8) 

 

где L – диапазон допустимых значений яркости. 

 

3. Функция на основе метрики Хаусдорфа 

 

*1
1 max= − −H

ij ij ijR a b
L

,        (1.9) 

 

где 0... 1, 0... 1∈ − ∈ −i N j N  – диапазон допустимых значений яркости. 

 

4. Функция на основе городской метрики 

 

1 1 *
0 02

1
1

− −
= == − −∑ ∑

N NC
ij iji j

R a b
LN

.              (1.10) 

 

5. Функция на основе среднеквадратичной погрешности  

 

1 1 * 2
0 02

1
1 ( ) .

N Ne
ij iji j

R a b
LN

− −
= == − −∑ ∑      (1.11) 

 

Модель исследования меры сходства идентификационных образов. В ходе разработки алго-

ритма нахождения меры сходства идентификационных образов была разработана имитационная модель, 

представленная на рисунке 1. 

Модель состоит из блоков, которые описывают следующие функции:  

1) эталонный полином – генерируется эталонный полином; 

2) множество полиномов и их коэффициентов – формируется множество значений полиномов и их 

коэффициентов при воздействии на него нормального закона распределения величин; 

3) расчет метрик по коэффициентам полиномов – подставляются основные расчетные метрические 

функции, такие как метрика Хаусдорфа, метрика среднеквадратичного отклонения, нормированная 

усредненная функция корреляции, метрика городских кварталов и производится расчет по коэффициен-

там полиномов; 
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4) расчет метрик по данным полиномов – рассчитываются метрики по данным значений полино-

мов, полученных в диапазоне от 0 до 1; 

5) поиск минимального значения среди рассчитанных значений метрик – производится поиск ми-

нимального значения метрики из множества полученных значений; 

6) анализ результатов – осуществляется расчет значений для каждой метрики, выходные данные 

блока выводятся в виде графиков.   

 

 
 

Рисунок 1. – Структура имитационной модели исследования меры сходства  

степенных полиномов 

 

Результаты вычислительного эксперимента. Проведение вычислительного эксперимента срав-

нения коэффициента корреляции и метрических функций между собой обосновано нахождением 

наилучшего результата в определении меры схожести по коэффициентам полинома либо по его данным, 

определением наилучшей функции для алгоритма установления меры схожести идентификационных 

образов закладных устройств [8]. 

При проведении экспериментов по оценке меры схожести полиномов задавался эталонный поли-

ном со своими коэффициентами и генерировались полиномы с измененными коэффициентами относи-

тельно эталона по нормальному закону распределения.  

Результаты моделирования функции схожести полиномов на основе метрики Хаусдорфа приведе-

на на рисунке 2. Эталонный полином выделен красным цветом, значения его коэффициентов задавались 

перед началом проведения эксперимента. На основе функции по вычислению метрики Хаусдорфа из 100 

сгенерированных полиномов найден самый близкий полином, согласно рассчитанной метрике, отмечен-

ный синим цветом. Согласно любой метрической функции, чем ближе результат функции к 0, тем более 

схожи сравниваемые полиномы. 

Следует отметить, что метрика Хаусдорфа рассчитывается только по значениям полиномов в точ-

ках от минус 1 до 1 с шагом дискретности 0,01.  
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Рисунок 2. – Результаты моделирования функции Хаусдорфа 

 

В ходе экспериментов было установлено, что с помощью функции Хаусдорфа определен самый 

схожий полином в 96 экспериментах из 100 проведенных.  

В результате моделирования функции на базе среднеквадратичной погрешности установлен самый 

схожий полином в 84 экспериментах из 100 заданных. 

При моделировании функции городской метрики отмечено, что самый схожий полином встреча-

ется на 78 экспериментах из 100 заданных. 

Моделирование функции корреляции позволило установить, что самый схожий полином был 

найден на 61 эксперименте из 100 проведенных.  

Особенность корреляции заключается в том, что ее коэффициент принимает значения от минус 1 

до 1. При этом значение минус 1 говорить об отсутствии корреляции между величинами, 0 – о нулевой 

корреляции и 1 – о полной корреляции величин. Чем ближе значение коэффициента корреляции к 1, тем 

сильнее связь между двумя случайными величинами. 

Вычислительный эксперимент и анализ полученных результатов показывают, что метрики сред-

неквадратичной погрешности и городской метрики по вычислительным результатам схожи и определяют 

одни и те же полиномы близкие к задаваемому эталону. Наилучшие показатели по поиску меры схоже-

сти по данным полиномов продемонстрировали метрики на основе среднеквадратичной погрешности 

и метрика на основе функции Хаусдорфа. Функция корреляции в эксперименте по поиску меры схожести 

по данным и коэффициентам не соответствует требованиям поставленной задачи ввиду большой по-

грешности определения сходства.  

Установлено, что в качестве наиболее перспективного можно отметить метод нахождения меры 

схожести по коэффициентам полинома, так как по сравнению с методом расчета по данными он обладает 

на порядок более низкими вычислительными затратами. Для определения меры схожести по значениям 

полинома лучшие результаты показывает метрика Хаусдорфа, но эта функция ресурсоемкая для вычис-

лений, что несомненно окажет негативное влияние при проектировании систем в реальном времени. 

Алгоритм определения степени подобия. Для определения степени подобия идентификацион-

ных образов в среде MATLAB был разработан алгоритм, в котором выполняются последовательно сле-

дующие операции: 

Операция 1. Генерация эталона идентификационного образа. 

Генерируется трехмерная матрица размером 72×72×3 пикселя со случайными значениями, кото-

рые распределены по нормальному закону. 

Операция 2. Наложение белого шума. 
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Происходит наложение белого шума на эталонный образ с возможностью раздельного регулиро-

вания его уровня в децибелах для трех каналов матрицы идентификационного образа. 

Операция 3. Генерирование тестового идентификационного образа. 

Формируется тестовый идентификационный образ, который представляет фрагмент идентифика-

ционного эталонного портрета. 

Операция 4. Наложения шумов на идентификационный портрет. 

На сгенерированный идентификационный образ происходит наложение шумов. 

Операция 5. Сравнение идентификационного образа.  

Происходит перебор значений коэффициентов эталона идентификационного образа и сравнение 

с наложенным на него тестовым идентификационным образом. 

Операция 6. Расчет метрик.  

Рассчитываются метрики, на основании которых выполняется проверка схожести рассматривае-

мых коэффициентов, записанных в идентификационном образе. 

Операция 8. Проверка превышения порога. 

Проверка проводиться посредством сравнения полученных значений метрик с установленным по-

роговым значением для каждой метрики в отдельности. При превышении установленного уровня для 

каждой метрики записывается единица в результирующую матрицу, иначе – ноль. 

Операция 9. Расчет числового значения степени схожести идентификационных образов. 

Расчет окончательного значения числовой меры схожести по каждой метрике выполняется путем 

подсчета единиц в результирующей матрице. 

Операция 10. Вывод значений. 

Процедура выводит данные эталона и идентификационного образа, а также графики нахождения 

меры схожести по каждой функции. 

Влияние шума на вычисление меры сходства. Был проведен вычислительный эксперимент 

в ходе которого проверялась работоспособность алгоритма по определению численного значения схоже-

сти двух идентификационных образов. Вычислительный эксперимент выполнялся с тремя рассмотрен-

ными ранее метрическими функциями. В таблице 1 представлены зависимость трех метрик от шума 

в пределах от минус 30 дБ до плюс 30 дБ. 

По результатам таблицы построены зависимости уровня сходства в зависимости от уровня шума, 

представленные на рисунке 3.  

 

 
 

Синяя линия на графике – функция среднеквадратичной погрешности 

Красная линия на графике – корреляционная функция 

Зеленая линия на графике – функция Хаусдорфа 

 

Рисунок 3. – Зависимость уровня сходства метрик от уровня шума 

 

Условия неполной исходной информации. Одним из этапов проверки работоспособности ал-

горитма нахождения меры сходства идентификационных образов является проверка его в условиях 

неполной исходной информации. Под условиями неполной исходной информации подразумевается 

наложение на идентификационный эталонный образ нескольких одинаковых фрагментов, являющихся 

частью этого эталона.  
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В первом случае нахождение меры схожести общий критерий сходства заключался в поиске 

наибольшего из пиков на результирующих графиках метрических функций, во втором случае – в расчете 

среднего значения всех пиков. 

Для проведения исследования программой алгоритма генерируется идентификационный эталон-

ный портрет 72×72, который представлен на рисунке 4, и идентификационный портрет размером 18×18 

на рисунке 5. 

 

  
 

Рисунок 4. – Сгенерированный  

идентификационный эталонный портрет 72×72 

 

Рисунок 5. – Сгенерированный  

идентификационный портрет 18×18 

 

Вычислительный эксперимент проводился в условиях наложения (вычисления среднего значения 

для каждого пикселя) на эталонный идентификационный образ в разных местах расположения трех те-

стовых идентификационных образов, обработанных шумами с задаваемым уровнем. 

Первый этап исследования работы алгоритма при наложении на идентификационный эталон трех 

образов при уровне зашумления минус 30 дБ соответственно для каждого расположения. График резуль-

татов работы алгоритма поиска и определения значения сходства на основе корреляционной функции 

представлен на рисунке 6. 

 

 
 

Рисунок 6. – График работы алгоритма в условиях не полной исходной информации 

 

В результате проведенных исследований выявлено, что при зашумлении идентификационного об-

раза шумами на уровне минус 30 дБ для каждого располагаемого фрагмента, уровень схожести его на 

эталоне составляет 0,9995, исходя из максимального значения пика функции, и 0,6514 – если считать 

коэффициент схожести равным среднему значению по трем пикам. 

В таблице 2 представлены результаты эксперимента по вычислению значения меры схожести 

идентификационных портретов в условиях неполной исходной информации для различных метрик в 

зависимости от задаваемого уровня шума.  
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Таблица 2. – Результаты вычислительного эксперимента  

Уровень  

шума, дБ 

Функция корреляции Метрика Хаусдорфа 
Метрика среднеквадратичной 

погрешности 

максимальное 

значение пика 

среднее  

значение  

по трем пикам 

максимальное 

значение пика 

среднее  

значение  

по трем пикам 

максимальное 

значение пика 

среднее  

значение  

по трем пикам 

–30 0,9995 0,6514 0,2623 0,2499 0.6281 0.6378 

–15 0,9854 0,6156 0,2901 0,2479 0,6204 0,6039 

–5 0,8707 0,5544 0,2562 0,2212 0,5741 0,5329 
 

Заключение. В ходе анализа результатов установлено, что метрические функции Хаусдорфа 

и среднеквадратичной погрешности наиболее перспективны для использования в реализованном алго-

ритме вычисления меры схожести идентификационных образов. Составлена таблица зависимости метри-

ческих функций от уровня шума, на основании ее построены две зависимости рассчитанных числовых 

значений степеней подобия от воздействия шума на идентификационные образы. Результаты исследова-

ния работы алгоритма в условиях неполной исходной информации и определение степеней подобия не-

полного идентификационного образа позволили установить пороговое значение для метрики Хаусдорфа 

и метрики среднеквадратичной погрешности для принятия решения о схожести двух полиномов третьей 

степени. Кроме того, следует отметить, что в условиях неполной исходной информации хорошие резуль-

таты получены при применении алгоритмов на основе функции среднеквадратичной погрешности и на 

основе метрики Хаусдорфа, хотя последний при работе требует больших вычислительных затрат, что 

при реализации на аппаратном уровне может привести к уменьшению быстродействия.  
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ALGORITHM FOR DETERMINING THE DEGREE OF SIMILARITY  

OF IDENTIFICATION IMAGES FROM SECRET INTELLIGENCE DEVICE 
 

V. CHERTKOV, V. ZHELEZNIAK 
 

The algorithms and methods for determining the similarity measure of images are considered. A general 

characteristic and a requirement for measures calculating similarities are given. The functions of similarity  

of correlation type are given. The formation of the identification image is described. A block diagram is presented 

for investigating the measure of similarity of power polynomials. The results of a computational experiment for 

determining the best metric for solving the problem are presented. The results of calculating the accuracy 

of determining the measure of similarity of third-order polynomials are presented. 

Keywords: nonlinear radar, identification shape, bug. 
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УДК 004.6 
 

ОБОБЩЕННЫЕ КОДЫ БОУЗА – ЧОУДХУРИ – ХОКВИНГЕМА И ИХ ПАРАМЕТРЫ 
 

А.В. КУШНЕРОВ 
(Белорусский государственный университет, Минск); 

В.А. ЛИПНИЦКИЙ 

(Военная академия Республики Беларусь, Минск); 
М.Н. КОРОЛЁВА 

(Белорусский национальный технический университет, Минск) 
 

Проведено исследование помехоустойчивых обобщенных кодов Боуза – Чоудхури – Хоквингема. 
Как показало их изучение, представители данного семейства кодов имеют ряд замечательных свойств. 
Отдельное место отведено рассмотрению корректирующих возможностей кодов упомянутого класса 

и сравнению с таковыми у классических БЧХ-кодов. На представленных конкретных примерах рассмот-

рены некоторые параметры и особенности отдельных кодов. 

Ключевые слова: помехоустойчивые коды, минимальное расстояние кода, реверсивные коды, ко-

ды-БЧХ, норменный метод декодирования. 
 

Введение. Семейство кодов Боуза – Чоудхури – Хоквингема (БЧХ-кодов) является классическим 

в теории помехоустойчивого кодирования и наиболее популярным в приложениях, особенно в высоко-

скоростных системах передачи информации [1]. Цикличность кодов, их четкая конструктивность, воз-
можность представления компонент синдромов ошибок элементами поля Галуа позволили развить ал-

гебраические методы обработки этих кодов [1, 2]. Ярким образцом таких методов является коррекция 

ошибок БЧХ-кодами решением алгебраических уравнений в конечных полях. Теория норм синдромов 

(ТНС), последовательно применяя свойства автоморфизмов кодов, позволила предложить высокоско-

ростные перестановочные алгоритмы обработки БЧХ-кодов [3]. Эти алгоритмы оказались особенно эф-

фективными для непримитивных кодов Хемминга и БЧХ – для коррекции ими многократных ошибок, 

кратность которых выходит далеко за конструктивные возможности самих кодов [4]. Логика исследова-

ния непримитивных БЧХ-кодов приводит к естественному расширению класса этих кодов с сохранением 

их базовых свойств. Об этом и пойдет в дальнейшем речь. 

Основные определения и факты, связанные с БЧХ-кодами. В конечном поле ( )
m

GF q  из 
m

q  

элементов (расширении своего минимального подполя ( )GF q  степени m , q − простое число) зафикси-

руем примитивный элемент α  [1, 5]. Для всякого натурального n , делящего 1,
m

q −  в поле Галуа 

( )
m

GF q  найдется элемент β порядка n  (например, 
cβ = α  для натурального ( 1) /

m
c q n= − ). Зафикси-

руем целые числа 0,b ≥  не делящееся на ,n  1δ > , натуральное ,n  делящее или равное 1,
m

q −  но не 

делящее 1
s

q −  для всех целых , 0 .s s m< <  При этом значение δ  должно быть таким, что выполняется 

неравенство: ( 1) .m nδ − <  В поле ( )
m

GF q  зафиксируем 1δ −  элементов 
1 2

, , ...,
b b b+ +δ−β β β . Для каждого 

из них в кольце полиномов (p)[ ]GF x  существует однозначно определенный неприводимый полином 

( , )
i

g xβ  с корнем 
iβ соответственно, 1.b i b≤ ≤ + δ −  Пусть ( )M x − наименьшее общее кратное полино-

мов 
1 2

( , ), ( , ), ..., ( , ).
b b b

g x g x g x
+ +δ−β β β  

Определение 1. Линейный циклический код ( )C J M x= =< >  в кольце (p)[ ]/ 1
n

nR GF x x= < − >  

называется кодом Боуза – Чоудхури – Хоквингема над полем ( )
m

GF q  длиной n  и с конструктивным 

расстоянием δ. При n= 1
m

q −  элемент β = α  и БЧХ-код С называют примитивным, если же 1
m

n q< − , 

код называют непримитивным. 
Согласно [1], таким образом заданный БЧХ-код С имеет в качестве одной из проверочных матриц 

матрицу   

Н =

2 ( 1)

1 2( 1) ( 1)( 1)

2 2( 2) ( 1)( 2)

1

1

1

b b n b

b b n b

b b n b

−

+ + − +

+δ− +δ− − +δ−

 β β β
 
 β β β
 
 β β β
 

( 1) ( 2)
[ , ,..., ] ,

bi b i b i T+ +δ−= β β β      (1) 
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в которой каждый элемент 
iβ  представляет собой столбец из m  элементов поля ( )GF q  – координат 

вектора 
iβ  в базисе 

1 2
, ,..., 1.

m m− −α α   

Неравенство ( 1)m nδ − <  гарантирует, что ядро матрицы (1) – код C  – является линейным про-

странством над полем ( )GF q  размерности, не меньшей, чем ( 1).n m− δ −  Точное значение минимального 

расстояния БЧХ-кодов .d ≤ δ   

На практике наибольшее значение играют двоичные БЧХ-коды, то есть коды C  над полем 

( ) (2)GF q GF= . Здесь специализацией параметров можно существенно увеличить размерность и ско-

рость кода. Так, при значении 1b =  элементы 
2 4

, , , ...β β β  являются сопряженными в поле 

(2 ), 2,
m

GF m ≥  то есть являются корнями одного и того же неприводимого полинома над полем 

(2) / 2GF Z Z=  (детали см. в [1–3]). Тогда, с одной стороны, степень полинома ( )M x  существенно 

уменьшится, а с другой – ранги следующих подматриц матрицы Н  окажутся равными: 

2 4
rang[ , , , ...] rang[ ]

Tβ β β = β  [4]. Следовательно, в H  подматрица 
2 4

[ , , ,...]
Tβ β β  заменяется подматри-

цей [ ]β . Получаем каноническую проверочную матрицу двоичного БЧХ-кода C  с конструктивным рас-

стоянием 2 1tδ = + : 

3 (2 1)
[ , ,..., ] .

i i t i T
H

−= β β β             (2) 

Размерность этого кода k n mt= − , а минимальное расстояние 2 1d t= +  в примитивном случае, 

как правило, а в не примитивном – велика доля кодов со значением 2 1d t> +  [5]. При 1t =  матрица (2) 

имеет вид [ ].
i

H = β  Задаваемый ею код известен как код Хемминга, непримитивный при .β ≠ α  

Цикличность означает, что код C  вместе с каждым своим кодовым словом 1 2( , ,..., )nc c c c=  со-

держит и вектор 1 2 1( ) ( , , ,..., )n nc c c c c −σ =  для оператора σ  циклического сдвига координат векторов. 

Другими словами, оператор σ  принадлежит группе AutC  автоморфизмов кода C  вместе с порождаемой 

им циклической подгруппой Γ  порядка n . 

БЧХ-коды и их обобщение. Изучение циклотомических классов по различным модулям пока-

зывает, что существует бесчисленное море двоичных БЧХ-кодов с разнообразным и причудливым 

сочетанием сопряженных элементов в соответствующих полях Галуа и с весьма интересными упро-

щенными проверочными матрицами. Ряд подобных примеров дан в работах [4, 5]. Приведем еще не-

сколько примеров.  

Пример 1. Двоичные БЧХ-коды длиной 51 определены над полем Галуа 
8

(2 )GF . Априори, их 

проверочная матрица (2) может иметь значения t  в диапазоне от 1 до 6. Вычисления показывают, что по 

модулю 51 следующие циклотомические классы совпадают: 7 5 13 1 15 9; ;C C C C C C= = = . Это означает 

сопряженность элементов: 
7iβ  и 

5iβ , 
iβ  и 

13iβ , 
15iβ  и 

9iβ . В силу сказанного выше, в БЧХ-коде с мак-

симальным значением 6t =  и с проверочной матрицей ( )3 5 7 9 11
, , , , , , 0 50,

T
i i i i i iH i= β β β β β β ≤ ≤  на 

самом деле подматрица 
7

[ ]
iβ  должна быть удалена. Таким образом, БЧХ-код длиной 51 с проверочной 

матрицей ( )3 5 9 11
, , , , , 0 50,

T
i i i i iH i= β β β β β ≤ ≤  над полем 

8
(2 )GF  имеет размерность 51 8 5 11k = − ⋅ = , 

его минимальное расстояние 17d ≥ . Данный код способен исправлять все случайные ошибки весом от 1 

до 8. Количество всех исправляемых ошибок равно 
1 2 8
51 51 51... 773168 721K C C C= + + + = . 

Пример 2. Двоичные БЧХ-коды длиной 57 определены над полем 
28

(2 )GF . Здесь имеет место ра-

венство следующих циклотомических классов: 7 1 13 17 3 15 9 3; C ;C C C C C C C= = = = = . Следовательно, 

БЧХ-код длиной 57 с проверочной матрицей ( )3 5
, , , 0 56,

T
i i iH i= β β β ≤ ≤  над полем 

18
(2 )GF  имеет 

размерность 57 18 3 3k = − ⋅ = , его минимальное расстояние 19d ≥ . Данный код способен исправлять все 
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случайные ошибки весом от 1 до 9. Количество всех исправляемых ошибок равно 

1 2 9
57 57 57... 10 954 161 067K C C C= + + + = . 

Пример 3. Двоичные БЧХ-коды длиной 119 определены над полем 
24

(2 )GF . Здесь имеет место 

равенство следующих циклотомических классов: 9 1 5 3;C C C C= = . Следовательно, БЧХ-код длиной 119 

с проверочной матрицей ( )3 7
, , , 0 118,

T
i i iH i= β β β ≤ ≤  имеет размерность 119 24 3 47k = − ⋅ = , его ми-

нимальное расстояние 11d ≥ . Данный код способен исправлять все случайные ошибки весом от 1 до 5.  

Пример 4. Двоичные БЧХ-коды длиной 143 определены над полем 
60

(2 )GF . Здесь имеет место 

равенство следующих циклотомических классов: 9 7 3 1C C C C= = = . Следовательно, БЧХ-код длиной 

143 с проверочной матрицей ( )5
, , 0 142,

T
i iH i= β β ≤ ≤  имеет размерность 23k = , его минимальное 

расстояние 11d ≥ . Данный код способен исправлять все случайные ошибки весом от 1 до 5.  

Опираясь на изученные свойства двоичных БЧХ-кодов и приведенные примеры, возникает необ-

ходимость рассмотрения и исследования следующего класса линейных кодов. 

Определение 2. Обобщенным двоичным БЧХ-кодом назовем двоичный линейный циклический 

код с проверочной матрицей   

[ , , ,...] ,
ki li si T

H = β β β           (3) 

где 1 ...k l s≤ < < <  и среди степеней , , ,...
ki li siβ β β  не имеется ни одной пары сопряженных.  

В этом случае данный код имеет конструктивное расстояние 2 1tδ = +  для количества t  последо-

вательных двоичных подматриц по m  строк в каждой в матрице (3), соответствующих элементам 

, , ,...
ki li siβ β β . 

По определению 2, к примитивным БЧХ-кодам длиной 31 и с конструктивным расстоянием 5 следует 

отнести не только уже ставший классическим БЧХ-код с проверочной матрицей 
3

[ , ] ,
i i T

H = α α  но и целый 

ряд других, к примеру, коды с проверочными матрицами  
5

[ , ] ,
i i T

H = α α  
7

[ , ] ,
i i T

H = α α 3 5
[ , ] ,

i i T
H = α α  

3 7
[ , ] ,

i i T
H = α α 5 7

[ , ]
i i T

H = α α  и так далее, наконец, и реверсивный код с матрицей 
30

[ , ]
i i T

H = α α . 

Вычисления показывают, что минимальное расстояние каждого из названных кодов равно 5.  

К обобщенным БЧХ-кодам применима теория норм синдромов, причем в упрощенном виде, что во-

все не является недостатком, так как облегчает вычисления и применение перестановочных методов к ним. 

Обобщенные БЧХ-коды проявляют порой весьма интересные свойства. 

Пример 5. Рассмотрим обобщенный БЧХ-код с конструктивным расстоянием 5 длиной 15, по-

строенный над полем ( )4
2GF  c примитивным полиномом ( ) 3 4

1p x x x= + + , проверочная матрица ко-

торого определяется формулой ( )5
,

T
i iH = α α , 0 14i≤ ≤ , где α − примитивный элемент названного 

поля. Согласно теории, размерность кодового пространства в данном случае равна 15 2 4 7k = − ⋅ = . По-

строим проверочную матрицу данного кода.  

1 0 0 0 1 1 1 1 0 1 0 1 1 0 0

0 1 0 0 0 1 1 1 1 0 1 0 1 1 0

0 0 1 0 0 0 1 1 1 1 0 1 0 1 1

0 0 0 1 1 1 1 0 1 0 1 1 0 0 1

1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0

0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1

H

 
 
 
 
 
 =  
 
 
 
 
 
 

. 
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Несложно заметить, что ранг данной матрицы равен 6, а не 8. А, следовательно, и размерность ко-

дового пространства возрастает до 9. Дело в том, что элемент 
5α  в мультипликативной группе поля 

( )4
2GF  имеет порядок 3, поэтому его степени в подматрице  ( )5iα  матрицы H  имеют лишь три вариа-

ции, три различных столбца и, следовательно, ранг этой подматрицы ( )5
rang 3.

iα ≤  Очевидно, этот ранг 

совпадает с рангом подматрицы из первых трех столбцов матрицы ( )5iα , который, как легко видеть, 

равен 2. Ранг системы столбцов матрицы равен рангу системы ее строк. Все закономерно. Минимальное 

же расстояние этого кода равно 3, потому что сумма 5-го, 10-го и 15-го столбцов равна нулю. Это обсто-

ятельство делает этот код не применимым на практике. 

На длине 15 имеется четыре различных циклотомических класса: { }1 1, 2, 4, 8 ;C =  

{ }3 3, 6, 12, 9 ;C =  { }5 5,10 ;C =  7 {7, 11, 13, 14}C =  Исходя из этих свойств и определения 2, получим 

ряд БЧХ-кодов с конструктивным расстоянием 5, задаваемых проверочной матрицей вида 

( )1 2,
T

p i p iH = β β . Результаты вычислений минимального расстояния для различных комбинаций степе-

ней 1 2,p p  представлены в таблице 1.  

 

Таблица 1. – Параметры кодового расстояния для обобщенных БЧХ-кодов длины 15 

Комбинация степеней 1 2,p p  Значение кодового расстояния 

(1,3) 5 

(1,5) 3 

(1,7) 3 

(3,5) 4 

(3,7) 5 

(5,7) 3 

 

Подобные ситуации изменения параметра k обусловлены свойствами циклических подгрупп муль-

типликативной группы поля и могут проявлять себя на некоторых длинах и комбинациях степеней 

обобщенных БЧХ-кодов. 

Конечно, реальный интерес представляют те обобщенные БЧХ-коды, чье минимальное расстояние 

больше конструктивного. Как и в случае непримитивных БЧХ-кодов, подобные обобщенные БЧХ-коды 

существуют и не являются чем-то исключительным.  

Пример 6. Рассмотрим серию БЧХ-кодов с конструктивным расстоянием 5, длиной 43n = . Они 

определены над полем ( )14
2GF . Сначала изучим корректирующие возможности кода с проверочной 

матрицей ( )3
, , 0 42,

T
i iH i= β β ≤ ≤  где 

14
2 1

43

−

β = α , α − примитивный элемент поля ( )14
2GF , корень 

полинома ( ) 3 4 8 9 10 11 12 14
1p x x x x x x x x x= + + + + + + + + , неприводимого над / 2Z Z  и примитивного. 

Исходя из соотношения 0
THG = , однозначно находим G − порождающую матрицу кода. В строках 

матрицы [ ]1 2, , , kG g g g= …  содержится 43 2 14 15k = − ⋅ =  базисных векторов кодового пространства. 

Тогда, по определению порождающей матрицы кода, любое кодовое слово с  может быть получено как 

линейная комбинация строк матрицы G : 

1

k

j j
j

с g l

=
= ⋅∑ , где ( )2jl GF∈ . Несложно вычислить, что все 

кодовое пространство данного БЧХ-кода содержит в точности 
15

2 32768=  векторов. Относительно не-

большое количество кодовых слов открывает перспективы для подсчета минимального расстояния пол-

ным перебором кодового пространства. В ходе проведения необходимых вычислений устанавливаем, что 

минимальное расстояние данного кода равно 13. Найденное значение кодового расстояния подтверждает 

гистограмма весов кодовых слов. 
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Рисунок 1. – Диаграмма весов кодовых слов классического БЧХ-кода длины 43 

 

Попробуем вычислить аналогичным методом минимальное расстояние других БЧХ-кодов с кон-

структивным расстоянием 5 на длине 43. Общий вид проверочной матрицы для таких кодов 

( )1 2,
T

p i p i
H = β β . На длине 43 имеются лишь три различных циклотомических класса:  

1

3

7

{1, 2, 4, 8, 11, 16, 21, 22, 27, 32, 35, 39, 41, 42};

{3, 5, 6, 10, 12, 19, 20, 23, 24, 31, 33, 37, 38, 40};

{7, 9, 13, 14, 15, 17, 18, 25, 26, 28, 29, 30, 34, 36}.

C

C

C

=
=
=

 

Исходя из свойств циклотомических классов, определим комбинации степеней 1 2,p p  для изуче-

ния. В таблице 2 представлены найденные комбинации и значения минимального расстояния для обоб-

щенных БЧХ-кодов длиной 43. 

 

Таблица 2. – Параметры кодового расстояния для обобщенных БЧХ-кодов длины 43 

Комбинация степеней 1 2,p p  Значение кодового расстояния 

(1,3) 13 

(1,7) 13 

(3,7) 13 

 

Видим, что корректирующие возможности различных БЧХ-кодов сходны с таковыми у классиче-

ского кода с проверочной матрицей ( )3
,

i iH = β β  и превосходят конструктивные.  

Пример 7. Рассмотрим обобщенный БЧХ-код длиной 69n = , который определен над полем 

( )22
2GF  с примитивным полиномом ( ) 21 22

1p x x x= + + . Здесь также имеются только три различных 

циклотомических класса и возможны лишь три различных БЧХ-кода. При подсчете минимального рас-

стояния всех трех различных обобщенных БЧХ-кодов на данной длине можно обнаружить необычные 

свойства.  

 

Таблица 3. – Параметры кодового расстояния для обобщенных БЧХ-кодов длины 69 

Комбинация степеней 1 2,p p  Значение кодового расстояния 

(1,3) 7 

(1,15) 11 

 

Как видим, в некоторых случаях минимальное расстояние обобщенного БЧХ-кода может и пре-

вышать минимальное расстояние классического БЧХ-кода на той же длине.  

Заключение. Логика исследований семейства кодов Боуза – Чоудхури – Хоквингема приводит 

к необходимости рассмотрения обобщенных БЧХ-кодов. Как показывают первые исследования, обоб-

щенные БЧХ-коды требуют более осторожного и тщательного подхода к ним.  

Внешне стандартные задания этих кодов могут характеризоваться нетипичными особенностями: 

неожиданное увеличение размерности кода, всплески минимального расстояния как в сторону увеличе-

0

1000

2000

3000

4000

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44

Кодовых слов



ФУНДАМЕНТАЛЬНЫЕ НАУКИ. Информационные технологии                                                                 № 4 

 

 33

ния, так и в сторону уменьшения по сравнению с классическими БЧХ-кодами, тем не менее вводимый 

класс кодов обещает новые примеры, перспективные для приложений. 
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PROPERTIES AND OPTIONS OF THE GENERIC BCH-CODES 

 

A. KUSHNEROV, V. LIPINSKI, M. KOROLIOVA 

 

This work is devoted to generic error-correcting BCH-codes investigation. During investigations we can 

make some interesting conclusions about its properties. Also we consider correcting possibilities of this codes in 

comparison with classic BCH-codes. There are some examples of codes in this work. Those examples show pa-

rameters and features of generic BCH-codes. 

Keywords: error correcting codes, code minimal distance, reverse codes, BCH-codes, norm method of er-

ror correction. 
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УДК 004.056.2 

 

ШИФРОВАНИЕ ИЗОБРАЖЕНИЙ НА ОСНОВЕ ХАОТИЧЕСКОЙ ДИНАМИКИ  

С ЭЛЕМЕНТАМИ ГЕНЕТИЧЕСКОГО АЛГОРИТМА  

 

д-р техн. наук, проф. А.В. СИДОРЕНКО, М.С. ШИШКО  

(Белорусский государственный университет, Минск) 

 

Предложен новый алгоритм шифрования на основе хаотической динамики с элементами генети-

ческого алгоритма и осуществлена его реализация. В схеме предложенного алгоритма шифрования 

выделяются три этапа: инициализация, генерация изображений-шифров и применение элементов гене-

тического алгоритма. В качестве критерия при выполнении этапов генерации изображений-шифров 

и применения элементов генетического алгоритма используется выбранное значение информационной 

энтропии в зашифрованном изображении. Определена стойкость алгоритма к статистическому 

и дифференциальному криптоанализу. Для оценки стойкости рассчитывались коэффициенты: NPCR 

(Number of Pixel Change Rate) и UACI (Unified Averaged Changed Intensity). Проведена оценка производи-

тельности рассматриваемого алгоритма. Представленный алгоритм может быть интегрирован 

в аппаратуру. 

Ключевые слова: шифрование, изображение, динамический хаос, алгоритм, стойкость алгоритма. 

 

Введение. Широкое распространение информационных технологий и Интернета вызывают про-

блемы обеспечения безопасного хранения и передачи данных в виде изображений. Одним из наиболее 

эффективных способов для решения этой задачи является шифрование информации [1]. Стандартные 

методы шифрования, включая AES, DES или RSA, из-за особенностей, свойственных изображениям, 

практически не дают эффекта.  

В последние годы появился ряд алгоритмов шифрования изображений, использующих для мас-

кирования динамический хаос. Благодаря присущим динамическому хаосу особенностям, связанным 

с наличием чувствительности к начальным условиям и случайности, такие методы подходят для шиф-

рования изображений с высокой степенью защиты. При этом шифрование, как правило, происходит 

с использованием перестановки и диффузии. При перестановке с помощью хаотического отображения 

производится перераспределение пикселей изображения без изменения уровня их яркости. На стадии 

диффузии путем применения хаотической последовательности к изображению изменяется значение 

каждого пикселя. 

В данной работе предлагается алгоритм шифрования изображений с использованием модели 

дезоксирибонуклеиновой кислоты (ДНК) [2] и динамического хаоса. В схеме предложенного нами 

алгоритма шифрования выделяются три этапа: инициализация, генерация изображений-шифров и ис-

пользование генетического алгоритма. Два последних могут повторяться до тех пор, пока не будут 

удовлетворять выбранным критериям. В нашем случае в качестве критерия используется достижение 

соответствующего уровня информационной энтропии в зашифрованном изображении, что обусловле-

но необходимостью обеспечения лучшего быстродействия функционирования алгоритма. Рассмотрим 

подробнее этапы алгоритма. 

Инициализация параметров алгоритма шифрования. Вводятся данные о необходимом значе-

нии энтропии, величине начальной популяции и значении процента мутирующих членов популяции. 

Производится вычисление хеш-суммы для изображения по алгоритму SHA-256. Для этого хеш-сумма 

разбивается на блоки, с помощью которых определяются начальные условия для хаотического отобра-

жения. Формирование начальной популяции производится при генерации хаотических последовательно-

стей путем итерации логистического отображения. Она образуется за счет последовательностей, число 

которых равно размеру популяции, а размер каждой последовательности в три раза превышает количе-

ство пикселей шифруемого цветного изображения. Затем с помощью соответствующих кодировок 

начальная популяция и шифруемое изображение преобразуются в ДНК-последовательности. При этом 

получается ДНК-последовательность, соответствующая изображению, и некоторое количество ДНК-

последовательностей, соответствующих начальной популяции (ДНК-маски). 

Генерация изображений – шифров. На данном этапе происходит маскирование изображения 

ДНК-масками. После кроссовера для каждой ДНК-маски рассчитывается энтропия. Получаем несколько 

замаскированных ДНК-последовательностей, для которых рассчитывается энтропия замаскированных 

изображений. 
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Использование элементов генетического алгоритма. После вычисления энтропии происходит 

кроссовер между парами ДНК-масок, которые выбираются случайным образом по правилу рулетки, 

размеры векторов которой пропорциональны энтропии каждого члена. Точка кроссовера выбирается 

посередине каждой ДНК-маски. Маски с минимальным значением энтропии проходят процесс мутации 

и заменяются на новые маски, генерируемые как и члены начальной популяции. Рассчитывается энтро-

пия. Если в популяции ДНК-масок есть хотя бы одна с энтропией, большей требуемого значения, то эта 

ДНК-маска используется для шифрования изображения, а соответствующие ей начальные условия – 

в качестве ключа расшифрования. При отсутствии этого популяция вновь проходит стадию кроссовера 

и мутации, пока не появится подходящая маска. 

Тестирование и оценка производительности алгоритма. В данной работе проведена оценка 

стойкости шифра к статистическому и дифференциальному криптоанализам. При проведении статисти-

ческого анализа шифрованного текста рассчитаны коэффициенты, позволяющие оценить стойкость 

шифра к статистическому криптоанализу: корреляция между соседними пикселями изображения и ин-

формационная энтропия. Как показали результаты проведенных вычислений, модуль коэффициента 

корреляции близок к нулевому значению и не превосходит двух сотых. Энтропия же в зашифрованном 

изображении близка к своему максимальному значению. В совокупности с низким уровнем корреляции 

это означает хорошую стойкость алгоритма к статистическому анализу. 

Дифференциальный криптоанализ заключается в следующем. В исходное изображение вносится 

небольшое изменение, затем производится шифрование исходного и измененного изображений. После 

чего определяют различия в двух рассматриваемых изображениях, чтобы найти закономерности между 

изменениями в зашифрованных и исходных изображениях. 

Для оценки стойкости к данному типу анализа открытый текст изображения зашифровывается, 

получаем изображение-шифр С1. Затем в открытом тексте изображения произвольно меняется один 

пиксель. Это измененное изображение зашифровывается тем же ключом, получаем изображение-шифр 

С2. С помощью коэффициентов NPCR (Number of Pixel Change Rate) и UACI (Unified Averaged Changed 

Intensity) [3] проводим сравнительный анализ полученных С1 и С2. 

Тестирование проводилось с использованием изображений «Лена» и «Бабуин» с различным раз-

решением. Полученные результаты показывают, что и коэффициенты NPCR и UACI стремятся к своим 

идеальным значениям, что свидетельствует о хорошей стойкости к дифференциальному криптоанализу.  

В данной работе проведена оценка производительности предложенного алгоритма, которая осу-

ществлялась с помощью процессора Intel Core i5-3230M 2,4 GHz с 6 GB RAM. Результаты приведены на 

рисунках 1–3. 

 

 
 

Рисунок 1. – График зависимости времени шифрования Т (в секундах) от размера  

изображения N (в пикселях) 

 

Как видно из рисунка 1, время шифрования растет по линейному закону в зависимости от количе-

ства пикселей изображения при постоянных остальных параметрах.  

Приведенная на рисунке 2 зависимость времени шифрования от заданного значения энтропии по-

казывает, что при малых значениях энтропии время шифрования практически остается постоянным. Это 
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связано с тем, что для достижения данного уровня достаточно одной итерации генетического алгоритма. 

Далее по графику происходит экспоненциальный рост времени шифрования от заданного значения  

энтропии.  

 

 
 

Рисунок 2. – График зависимости времени шифрования Т (в секундах)  

от порогового значения энтропии Eпор 

 

Приведенный на рисунке 3 график зависимости времени шифрования от заданного процента  

мутаций показывает, что существует минимум при 30% уровне мутаций. 

 

 
 

Рисунок 3. – График зависимости времени шифрования Т (в секундах)  

от заданного процента мутаций M 

 

Заключение. Предложенный алгоритм шифрования изображений позволяет повысить степень 

защиты информации, стойкость к различным атакам и может быть интегрирован в аппаратуру. Преиму-

ществами данного алгоритма является его гибкость, а также возможность обеспечения шифрования 

с необходимым уровнем безопасности. 
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THE IMAGE ENCRYPTION BASED ON CHAOTIC DYNAMICS  

AND GENETIC ALGORITHM ELEMENTS 

 

A. SIDORENKO, M. SHISHKO  

 

New image encryption algorithm based on chaotic dynamics and genetic algorithm elements has been 

proposed and implemented as software. This algorithm went through three stages: initialization, generation  

of cipher-images and genetic algorithm elements. The chosen value of information entropy in encrypted image 

was used as criteria for realization the generation of cipher-images stage and genetic algorithm elements 

stage of considered algorithm. The resistance of the encrypted algorithm to statistic and differential crypto-

graphic attacks has been examined. The coefficients: NPCR (Number of Pixel Change Rate) and UACI  

(Unified Averaged Changed Intensity) were calculated to estimate the resistance of the image encryption 

algorithm. The productivity estimation of the image encryption algorithm has been carried out. The present 

image encryption algorithm may be to integrate in the apparatus means.   

Keywords: encryption, image, dynamic chaos, algorithm, algorithm resistance. 

 

 

 

 

 

 



2018                                      ВЕСТНИК ПОЛОЦКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА. Серия С 

 

 38

УДК 004.052.2 

 

ОЦЕНКА ВОЗДЕЙСТВИЯ НА ТОЧНОСТЬ ОПРЕДЕЛЕНИЯ КООРДИНАТ ТОЧКИ ПРИЕМА 

СИГНАЛОВ СПУТНИКОВОЙ СИСТЕМЫ ТОЧНОГО ПОЗИЦИОНИРОВАНИЯ  

ПРИ ДИНАМИЧЕСКИХ ВЕТРОВЫХ НАГРУЗКАХ 

 

А.И. ЯРИЦА 

(Полоцкий государственный университет) 

 
Повышение точности координат объекта, полученных с помощью спутниковой системы точно-

го позиционирования Республики Беларусь, является актуальной и важной задачей. Рассмотрены кон-

структивные и методические методы снижения влияния природных воздействующих факторов на 

точность приема сигналов GPS. Представлена математическая обработка ветрового воздействия на 

постоянно действующий пункт.  

Ключевые слова: спутниковая система точного позиционирования, постоянно действующие 

пункты, воздействующие факторы, ветровое давление. 

 
Введение. Проблема обеспечения надежности передачи сигналов при наличии помех является од-

ной из важнейших в прикладной теории информации. Надежность передачи сигналов в радиотехниче-

ской системе в значительной мере определяется ее помехоустойчивостью – способностью противостоять 

вредному воздействию помех [1]. Оценка помехоустойчивости производится на основе рассмотрения 

соотношения между помехой и сигналом, при котором обеспечивается заданное качество функциониро-

вания устройства передачи информации. 

Данная проблема возникла в геодезии с внедрением спутниковых технологий в геодезические из-

мерения. Спутниковое позиционирование — метод определения координат объекта в трехмерном зем-

ном пространстве с помощью спутниковых систем. Системы спутникового позиционирования — совре-

менные средства координатно-временного обеспечения разнообразных работ, спектр которых с каждым 

годом увеличивается. Основным достоинством спутниковых систем позиционирования является их гло-

бальность, оперативность, всепогодность и оптимальная точность.  

В Беларуси спутниковые измерения представлены спутниковой системой точного позициони-

рования (ССТП), которая объединяет 98 постоянно действующих пунктов (ПДП) равномерно распо-

ложенных на всей территории страны. Постоянно действующий пункт представляет собой железобе-

тонную подставку с установленным на ней спутниковым геодезическим приемником. Несмотря на 

прогресс, в настоящее время сложилась проблемная ситуация, когда существуют противоречия меж-

ду методической и инструментальной погрешностью. Точность геодезических антенн достигает 2 

мм в плане и 3 мм по высоте. Однако точность определения координат объектов, предоставляемых 

ССТП Республики Беларусь ниже: точность определения в плане составляет 25 мм, а по высоте – 30 

мм. Повышение точности координат, получаемых от спутниковой системы, позволит глобально 

расширить спектр ее применения: 

–  наблюдение за деформациями земной коры, 

–  монтаж и мониторинг магистральных трубопроводов, строительство гидро- и атомных электро-

станций,  

–  снижение стоимости этих работ и оперативность их выполнения.  

В мире уже существует такой пример, реализованный в виде международной службы IGS, предо-

ставляющей координаты объектов в ITRF с точностью до 5 мм. 

Основная часть. От приборной точности геодезических приемников, точность, получаемая спут-

никовой системой, отличается в большей степени вследствие непосредственного соприкосновения окру-

жающей среды, так как подвергается внешним температурным (сезонным и суточным изменениям тем-

пературы, перегреву поверхности солнечным излучением) и механическим, например, ветровым и виб-

рационным, воздействиям. Указанные внешние факторы в той или иной мере влияют на каждый посто-

янно действующий пункт, в связи с чем снижается точность всей спутниковой сети и возникает необхо-

димость оценки влияния и определения путей повышения устойчивости к ним. 

В связи с тем, что ПДП ССТП Республики Беларусь в основном установлены на крышах зданий, 

то для получения полной информации в сложившейся ситуации требуется дать оценку возмущающего 
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воздействия как на подстилающую поверхность (в данном случае здания и сооружения), так и на сам 

геодезический приемник. 

Атмосфера всегда находится в непрерывном случайном движении относительно Земли. Это дви-

жение воздушных масс проявляется в виде ветра. Скорость ветра определяют, как сумму двух составля-

ющих: постоянной и переменной. Составляющую скорости ветра считают постоянной, если в течение 2 

мин ветер сохраняет свою скорость и его направление меняется не более чем на один румб. Плотность 

вероятности постоянной составляющей скорости ветра имеет закон распределения вероятности Рэлея [2]: 

2

2
2

2
( )

−
σ=

σ

W

W
f W e   

В этой формуле среднее квадратическое отклонение постоянной составляющей скорости ветра за-

висит от высоты над поверхностью Земли. В приземном слое атмосферы среднее квадратическое откло-

нение выражается следующей зависимостью от высоты: 

0
0

2
( )σ =

π
n

w
H

m
H

, 

где 
0wm  – математическое ожидание скорости ветра на некоторой опорной высоте 0H ;  

H  – текущая высота;  

n – показатель степени, величину которого рекомендуется выбирать в пределах 0,15–0,20.  

При опорной высоте 0H  = 10 м рекомендуется принимать 
0

1
3 4 м с

−= − ⋅wm . 

Переменная составляющая скорости ветра, пульсация, характеризует турбулентное движение ат-

мосферы, выражающееся в хаотическом случайном перемещении частиц воздуха. 

Оценка фактора ветрового воздействия затрудняется тем, что действующие нормативно-

регламентированные методики не содержат рекомендаций по назначению аэродинамических коэф-

фициентов для сложных и уникальных по форме зданий и не учитывают влияние сочетания форм 

здания, изменения спектра набегающего потока, рельефа. Наличие в ветровом потоке сдвига и пуль-

саций скорости еще более усложняет ситуацию, приводя к дополнительным нестационарным воз-

действиям. Нестационарный расчет – это анализ процесса во времени, именно он даст наиболее 

правдоподобные результаты. Для создания и обработки такой математической модели потребуются 

огромные вычислительные мощности, и в разумные сроки эту задачу можно решить лишь на супер-

компьютере [2]. 

Однако можно оценить ветровое воздействие на здания типовой, простой прямоугольной формы. 

Так, на рисунке 1 представлена схема обтекания здания потоком воздуха.   

 

 

 
Рисунок 1. – Схема ветровых потоков (горизонтальный разрез) 
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Набегающий поток воздуха образует зону циркуляции у наветренной поверхности здания (рису-

нок 2). При этом поток ветра затормаживается, кинетическая энергия этой части потока переходит 

в потенциальную и статическое давление в зоне аэродинамического следа возрастает. Часть воздуха 

наветренной зоны в виде вихрей уходит в заветренную сторону здания [3]. 

 

             

а                                                                                            б 

 

а – вертикальный разрез; б – схема движения воздуха в зоне аэродинамического следа;  

1 – граница между вихрями в зоне аэродинамического следа, участок с нулевой скоростью  

движения воздуха, 2 – зона избыточного давления, 3 – здание, 4 – зона разрежения и вихревого  

движения воздуха, 5 – обратные потоки воздуха, входящие в зону аэродинамического следа,  

6 – граница зоны аэродинамического следа, 7 – граница влияния здания на поток воздуха,  

8 – вихреобразные потоки воздуха из зоны избыточного давления в зону разрежения 

Рисунок 2. – Схема обтекания здания потоком воздуха 

 
Исследования, проведенные для отдельно стоящего здания при установившемся потоке, позволи-

ли выявить лишь принципиальную схему потоков воздуха вблизи здания. В реальных условиях поток 

воздуха обычно неустановившийся. Пульсирующие изменения направления и силы ветра приводят 

к тому, что в натуральных условиях габариты зоны аэродинамического следа и циркуляция воздуха в 

пределах зоны изменяются во времени. При обтекании ветром группы зданий зоны аэродинамических 

следов влияют друг на друга, и аэродинамика обтекания усложняется [3]. Космические съемки демон-

стрируют такие изменения, представленные на рисунке 3. 

 

 

 
1 – зданий и сооружения, обтекаемые ветром; 2 – вихревые потоки  

Рисунок 3. – Образование вихревых ветровых потоков вокруг группы зданий и сооружений 
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Для расчета ветровой нагрузки на здания и сооружения воспользуемся [4]. Особенностью вычис-

лений является то, что до последней редакции в 2011 году ветровая нагрузка определялась по формуле 

 

 0 ( )m zw w c k= ⋅ ⋅   (1) 

где wm – нормативное значение средней составляющей ветровой нагрузки; 

w0 – нормативное ветровое давление в зависимости от принадлежности объекта к ветровому району; 

с – аэродинамический коэффициент; 

k(z) – коэффициент, учитывающий изменение ветрового давления в зависимости от типа местности 

и высоты [4]. 

После редакции 2011 года в [4] обязательным стал учет пульсационной wp-составляющей ветро-

вой нагрузки 

  

 ( )( ) 0 ( )( )[1 (z )]ce e pw w k z v
+ −+ − + −= + ξ ,  (2) 

 

где w+(–) – нормативное значение пикового положительного и отрицательного воздействия ветровой 

нагрузки; 

ze – эквивалентная высота (приравниваемая высоте здания);  

( ), (z )e ek z ξ – коэффициенты, учитывающие соответственно изменение давления и пульсаций дав-

ления ветра на высоте ze; 

v+(–) – коэффициенты корреляции ветровой нагрузки, соответствующие положительному давлению 

(+) и отсосу (–);  

( )pc
+ −

– пиковые значения аэродинамических коэффициентов положительного давления (+) или 

отсоса (–). 

Применим данные формулы (2) для получения расчетного ветрового давления для стандартной 

прямоугольной конструкции. Для примера возьмем пятиэтажный дом, имеющий следующие параметры: 

ширину а = 15 м, длину b = 100 м, высоту h = 18 м, находящийся в I ветровом районе, тип местности – 

городская застройка, аэродинамический коэффициент, равный 0,8, и коэффициент логарифмического 

декремента колебаний δ для железобетонных и каменных сооружений, равный 0,3. 

При расчете будем учитывать, что ветровое давление направлено на сторону b. Для получения 

нагрузки выберем две точки на высоте 10 и 17 м.  Результаты вычислений представлены в таблице. 

 

Таблица. – Результаты расчета ветрового давления 

Точка измерения 
Высота, м Расчетное среднее давление на 

высоте, кПа 

Расчетное суммарное давле-

ние на высоте, кПа 

Первая  10 0,167 0,312 

Вторая  17 0,204 0,415 

   

По результатам применения формулы получаем суммарное расчетное давление во второй точке, 

равное 0,450 кПа или 45,8 кг/м2. Построим график (рисунок 4) 

В ходе системного анализа выделены основные конструктивные решения по снижения ветрового 

воздействия на здания. Большое влияние на его устойчивость к нагрузкам имеет форма. Приоритеты 

форм следующие: лидеры – здания с круглым, овальным, каплевидным планом; следующая группа – 

здания с треугольным планом со скругленными углами; далее – прямоугольные, квадратные, четырех-

угольные планы. Правильное расположение здания с учетом розы ветров и других сооружений, также 

значительно снизит влияние ветра. Однако, учитывая особенности работы геодезических приемников, 

соседний здания не должны быть значительно выше, так как для качественного приема спутниковых 

сигналов должен быть максимально открытый горизонт.    

Исследование влияния внешних воздействий на спутниковые геодезические приемники, прове-

денное в предыдущей работе [5], указывает на возможность оптимизации конструкторских решений, 

однако полностью исключить такое влияние не представляется возможным. В связи с этим можно отме-

тить эффективность предлагаемой теоретической модели управления параметрами спутниковой системы 

в процессе эксплуатации геодезического приемника с учетом реальных воздействий окружающей среды 
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и результатов априорного анализа этих воздействий на математических моделях в процессе проектиро-

вания. Для реализации такой модели необходимо в процессе эксплуатации геодезических приемников, 

установленных на ПДП, контролировать климатические параметры окружающей среды: температуру 

и интенсивность потока солнечного излучения, скорость и направление ветра. 

Рисунок 4. – Расчетные значения ветрового давления

В соответствии с этой схемой предлагается скорость и направление ветра измерять с помощью 

анемометра и румбометра соответственно, которые могут быть объединены в едином метеорологическом 

приборе анеморумбометре (рисунок 5). Эти приборы имеют достаточно высокую точность. Так, например, 

манометрический анемометр позволяет определить мгновенную скорость ветра с точностью 0,01 м/с. 

Рисунок 5. – Схема контроля параметров антенны с учетом воздействий окружающей среды

Температурные датчики несут информацию о температуре окружающей среды и температуре по-

верхности ПДП в его характерных точках. 

Измеренные параметры скорости и направлении ветра, а также температуры окружающей среды 

и ПДП в контрольных точках позволяют получить из базы данных информацию о поведении этого пунк-

Румбометр 



ФУНДАМЕНТАЛЬНЫЕ НАУКИ. Информационные технологии                                                               № 4 

 

 43

та в конкретных условиях и соответствующих характеристиках. Это дает возможность скорректировать 

характеристики приемника и сигнала на его выходе, приблизив их к тем, которые были у приемника без 

внешних воздействий на него [6]. 

Таким образом, с учетом данных о состоянии окружающей среды и результатов априорного 

анализа поведения конструкции постоянно действующего пункта с геодезическим приемником 

в текущих условиях эксплуатации появляется возможность вносить поправки в реальные характери-

стики координат приемника и решения, принимаемые спутниковой системой, в составе которой он 

используется. 

Чтобы оценить изменение точности определения координат в реальных условиях эксплуата-

ции, а также их зависимость от параметров приемника, необходимо определить влияние изменений 

окружающей среды на соотношение сигнал/шум, зависящее от мощности полезного сигнала и мощ-

ности шумов и помех, действующих на входе приемника. Мощность принимаемого сигнала P2 рас-

считывается по формуле уравнения мощности аналогично, как и для двухпозиционной радиолокаци-

онной системы [7]:  

 

 

2
1 2

2 1 2
(4 ) H

G G F
P P

R

λ
=

π
, 

 

где P1 – мощность сигнала, излучаемого антенной передатчика;  

G1, G2 – коэффициенты усиления передающей и приемной антенн соответственно;  

λ – длина волны излучения;  

RН – дальность между спутником и приемником;  

F – интерференционный множитель, учитывающий отражение от подстилающей поверхности. 

Заключение. В ходе системного анализа и расчетных данных влияния ветровой нагрузки на 

здание можно сделать вывод о том, что нагрузка при постоянной скорости ветра возрастает линейно 

с увеличением высоты. Пульсация ветра имеет нелинейную зависимость и суммарное расчетное 

значение, учитывающее постоянную составляющую скорость и пульсацию, превосходит норматив-

ное значение на 40%. 

Использование робастно устойчивых материалов и конструкций позволит снизить внешнее воз-

действие на постоянно действующие пункты. Так, в архитектуре хорошо себя зарекомендовали сфери-

ческие, обтекаемые ветром формы. Перед установкой пункта требуется уделить внимание месту его 

расположения: рассчитать розу ветров и выбирать невысокие, окруженные другими постройками здания. 

Анализ литературы позволил выделить такие методы снижение ветровой нагрузки на пункт, как ограж-

дение и обваловка. 

Несмотря на робастно устойчивые материалы и конструкции, полностью убрать внешнее воз-

мущающее воздействие невозможно. Эффективным методом снижения воздействия может стать ис-

пользование результатов априорного анализа внешних воздействий на спутниковые геодезические 

приемники на этапе проектирования пунктов и, в дальнейшем, учета последствий этого влияния 

в процессе эксплуатации для обеспечения помехоустойчивости информационных коммуникаций 

в спутниковой системе точного позиционирования. На данный момент проходит анализ и разработка 

такой интеллектуальной системы. 

 

Автор благодарит научного руководителя, доктора технических наук, профессора В.К. Железняка, 
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EVALUATION OF IMPACT ON ACCURACY OF DETERMINATION OF COORDINATES  

OF THE ACCEPTANCE POINT OF SIGNALS OF THE SATELLITE SYSTEM  

OF ACCURATE POSITIONING AT DYNAMIC WIND LOADS 

A. YARYTSA 

Increasing the accuracy of the coordinates of the object obtained with the help of the satellite system of 

precise positioning of the Republic of Belarus is an actual and important task. The article deals with construc-

tive and methodical methods of reducing the influence of the factors that influence. The mathematical treatment 

of the wind effect is presented. 

Keywords: satellite system of precise positioning, permanently operating points, influencing factors, wind 

pressure. 
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МНОГОМЕРНОЕ ВЕКТОРНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ МОМЕНТНЫХ ВЕЛИЧИН СИГНАЛА 

С ИХ КОРРЕЛЯЦИОННО-МАТРИЧНОЙ ОБРАБОТКОЙ 

ДЛЯ ОЦЕНКИ ЗАЩИЩЕННОСТИ РЕЧЕВОЙ ИНФОРМАЦИИ 

 

канд. техн. наук Д.С. РЯБЕНКО, С.В. ЛАВРОВ 

(Полоцкий государственный университет) 

 

Оценка защищенности речевой информации на всех стадиях жизненного цикла информационных 

систем и их составных элементов остается сложной научной задачей, несмотря на использование но-

вых перспективных моделей помехоустойчивых сигналов с оптимальной их обработкой. Важнейшим 

средством обработки аналоговых и цифровых сигналов для оценки защиты речевой информации оста-

ется корреляционный метод [1]. 

Ключевые слова: аналоговый и цифровой сигнал, корреляционный метод, матричная обработка. 

 

Корреляционная функция периодических процессов характеризует взаимную связь двух мгновенных 

значений различных сигналов с временным сдвигом τ [2]. Преобразование Фурье корреляционной функции 

определяет спектральное распределение средней мощности периодических сигналов и спектральное рас-

пределение энергии апериодических сигналов с конечной энергией [2]. Для двух действительных периоди-

ческих процессов с одинаковой основной частотой его взаимная корреляционная функция 

0
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Важно, что взаимная корреляционная функция устанавливается по разности фаз исходных сигна-

лов и разности фаз их соответствующих гармоник. 

Коэффициент корреляции пары случайных величин является мерой линейной связи, т.е. с какой 

точностью одна величина может быть выражена через другую. 

Коэффициент взаимной корреляции [3] 
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где 
1 2v vR  – взаимная корреляционная функция; 

σ2 – дисперсия. 

Совокупность двух или нескольких случайных величин является многомерным вектором [4] в ви-

де матрицы порядка n×n. 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...
.

... ... ... ...

...

n

n

n n nn

K K K

K K K
K

K K K

 
 
 =
 
 
 

 

Члены, не лежащие на главной диагонали, представляют взаимную корреляционную функцию, 

связанные с составляющими векторного процесса. Члены, связанные с составляющими векторного про-

цесса и находящиеся на главной диагонали, представляют автокорреляционную функцию (АКФ). АКФ 

является средней мощностью процесса w(t). 

Опираясь на симметричность корреляционной матрицы (1), ее представляют в виде 
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Если случайные величины X1, X2,… Xn попарно некоррелированы, т.е. 0ijR =  при i j≠ , матрица 

принимает вид  
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                                                            (2) 

Единичную матрицу коэффициентов корреляции формируют из матрицы (2): 
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Такую матрицу (3) называют диагональной. 

В работе [5] представлены теоремы о числовых характеристиках функций случайных величин при 

случайном числе их слагаемых. Сложение некоррелированных случайных векторов 1v
���

 и 2v
���

 на плоско-

сти x0y с составляющими (X1, Y1) и (X2, Y2) при случайном числе их слагаемых позволяет определить 

векторную сумму 1 2v v v= +
� ��� ���

 и их векторные составляющие ( )1 2X X X= +  и ( )1 2Y Y Y= + , числовую 

характеристику случайного вектора v
�

, дисперсию и корреляционный момент Dx, Dy и Kxy. По теории 

сложения дисперсий и корреляционных моментов составляющих каждого из векторов 1v
���

 и 2v
���

: 
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Результаты обобщаются на произвольное число слагаемых некоррелированных систем случайных 

величин для n-мерных случайных векторов: 

x
�

 с составляющими X1, X2, …, Xn; 

y
��

 с составляющими Y1, Y2, …, Yn. 

Их векторная сумма Z x y= +
�� � ��

 имеет корреляционную матрицу, элементы которой получаются 

суммированием элементов. 

Вероятность pij того, что случайная величина X примет значение xi, а Y – yi , можно выразить сле-

дующей формулой 

{ }, .ij i ip P X x Y y= = =  

Событие { },i iX x Y y= =  есть произведение событий { }iX x=  на { }iY y= . Для двух случайных 

величин { },X Y  матрицу распределения ( 1, 2,... ; 1, 2,... )ijp i n j m= =  представим таблицей [6]. 

 

Таблица – Представление матрицы распределения для двух случайных величин 

 y1 y2 y3 … yj … ym 

x1 p11 p12 p1j … p1j … p1m 

x2 p21 p22 p23 … p2j … p2m 

… … … … … … … … 

xi pi1 pi2 pi3 … pij … pim 

… … … … … … … … 

xn pn1 pn2 pn3 … pnj … pnm 
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Сумма всех вероятностей pij данной матрицы равна единице как сумма вероятностей полной груп-

пы несовместимых событий 
1 1

1
n m

ij
i j

p
= =

=∑∑ . 

Закон распределения системы n случайных величин необходим в исследовательских целях. Для 

случайной величины x корреляционная матрица представляется в виде [6] 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...
.

... ... ... ...

...

n

n
ij

n n nn

R R R

R R R
R

R R R

 
 
 =
 
 
 
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Матрица симметрична относительно главной диагонали. По главной диагонали матрицы (4) дис-

персии равны 1 1 1 2 2 2( ), ( ), ..., ( )n n nD D x D D x D D x= = = , [ ],ii ii ii i iD R R x x= =  [ ]1, 2,...,i n= . 

Геометрическую интерпретацию корреляции можно получить сравнением двух векторов. На ри-

сунке 1 показаны два вектора V1 и V2 и разложение каждого из них на ортогональные составляющие.  
 

 
 

Рисунок 1. – Векторы V1 и V2 и их разложение на ортогональные составляющие 
 

Определим количественную меру степени подобия V1 и V2. Один из подходов заключается в обра-

зовании разностного вектора Vр (рисунок 2, а). Если Vр = 0, то векторы V1 и V2 идентичны. Когда Vр ≠ 0, 

подбирают значение V2 для уменьшения Vр. Рассмотрим вектор 

р 1 12 2 ,V V c V= −  

где с12 – вещественная постоянная. 

Из рисунка 2, б видно, что Vр имеет наименьшее значение, когда ортогонален с12V2. Тогда вектор 

V1 состоит из составляющей с12V2, которая отличается от V2 только по величине, и составляющей Vр, 

ортогональной V2.  
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V2γ 
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V1-V2=Vр
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V1-c12V2=Vр
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а    б 
 

Рисунок 2 – Образование разностного вектора 
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Из рисунка 2, б найдём постоянную 

12 1 2cos .c V V= γ  

Если угол γ = 90º (V1 и V2 ортогональны), то с12 = 0, а векторы V1 и V2 отличаются друг от друга 

максимально возможным образом, то есть некоррелированны. В противоположном случае, если угол  

γ = 0, с12 будет просто отношением амплитуд векторов, и с12 = 1, если 1 2V V= .  

Альтернативное уравнению выражение можно получить, обратившись к определению скалярного 

произведения двух векторов. Если γ – угол между двумя векторами, тогда  
 

1 2 1 2V cos ,V V V⋅ = γ  

откуда  

2
12 1 2 2c V V V= ⋅ . 

 

Определим далее значение с12 так, чтобы его можно было применить к сравнению функций, от-

личных от простых двумерных векторов. Запишем разложение V1 и V2 на прямоугольные составляющие 
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Квадрат модуля (величины) Vр равен сумме квадратов его ортогональных составляющих:  
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В более общей форме 
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Следовательно, значение с12, которое минимизирует 
2

рV , минимизирует также и рV . Поэтому 

уравнение можно дифференцировать по с12 и, приравняв нулю, решить относительно с12:  

( )
2

р 2 2 2
1 12 1 2 12 2

12 12

2 0;
b

k k k k
k a

V
V c V V c V

с с =

∂  ∂= − + = ∂ ∂   
∑  

2

р 2
12 2 1 2

12

2 2 0;
b b

k k k
k a k a

V
c V V V

с = =

∂
= − =

∂ ∑ ∑  

2
12 1 2 2 .

b b

k k k
k a k a

c V V V
= =
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Числитель в уравнении является по определению скалярным произведением V1 и V2, а знаменатель 

представляет собой квадрат модуля V2. Постоянную с12 получили минимизацией квадрата разности меж-

ду V1 и V2. 

В этом примере для минимизации вектора разности следовало бы изменять величину не модуля 

V2, а модуля V1. Такая операция дает в результате следующее выражение: 

2
12 1 2 1 .

b b

k k k
k a k a

c V V V
= =

= ∑ ∑  

Если записать 2 12 1 рV c V V= + , увидим, что V2 можно разложить на составляющие: одна будет от-

личаться от V1 только по модулю, другая – Vр, ортогональная V1.  
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Заключение. Применяя методы представления, становится возможным введение и широкое ис-

пользование методики снижения полей рассеивания. 

Метод взаимной корреляции (векторное его представление) позволяет реализовать компенсацию 

полей рассеивания формированием взаимопротивоположной направленности векторов. 
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MULTIDIMENSIONAL VECTOR REPRESENTATION  

OF MOMENTUM SIGNAL VALUES WITH THEIR CORRELATION-MATRIX TREATMENT  

FOR ESTIMATION OF PROTECTION OF VOICE INFORMATION 

 

D. RYABENKO, S. LAVROV 

 

Evaluation of the security of speech information at all stages of the life cycle of information systems and 

their constituent elements remains a complex scientific task, in spite of the use of new promising models of noise-

immune signals with optimal processing. The most important means of processing analog and digital signals for 

evaluating the protection of voice information remains the correlation method. 

Keywords: analog and digital signal, correlation method, matrix processing. 
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УДК 621.396+517 

 

МАЛОГАБАРИТНЫЙ ТЕСТОВЫЙ ГЕНЕРАТОР ПОМЕХ 

 

В.М. ЧЕРТКОВ, А.В. ТОЛМАЧЕВ 

(Полоцкий государственный университет) 

 

Отражены результаты исследования, полученные в ходе разработки малогабаритного генера-

тора радиопомех для испытаний радиолокационного оборудования и моделирования различных такти-

ческих ситуаций в условиях интенсивного использования противником средств радиоэлектронной борь-

бы. Представлен анализ структурных схем генератора радиопомех. Указаны достоинства и недостат-

ки рассмотренных структур. Обоснована принципиальная схема исполнения малогабаритного тестово-

го генератора радиопомех. 

Ключевые слова: генератор помех, радиоэлектронная борьба, зондирующий сигнал, радиопомеха, 

лавинно-пролетный диод. 

 

Введение. В последнее время значимость радиоэлектронной борьбы (РЭБ) значительно возросла. 

С каждым годом увеличивается разнообразие средств РЭБ и способов их применения. Возникает необ-

ходимость создания образцов РЭБ, максимально реализующих свои боевые возможности в условиях 

применения противником всех возможных средств и систем противодействия. 

В ходе проектирования и разработки радиолокационного оборудования возникает вопрос об 

имитации сложной помеховой обстановки в процессе испытаний. При этом существует необходимость 

моделирования реальных тактических ситуаций, в которых для решения подобных задач можно исполь-

зовать малогабаритные тестовые генераторы радиопомех. 

Основная часть. Малогабаритный тестовый генератор радиопомех (МТГР) разработан с целью 

испытаний радиолокационного оборудования в условиях широкого применения условным противником 

средств РЭБ с использованием тактических приемов. Для полноценной имитации какой-либо тактиче-

ской обстановки генератор обеспечивает создание помех в рабочем частотном диапазоне испытуемого 

радиолокационного оборудования. 

Для повышения точности измерения координат воздушных объектов в радиолокации используют 

волны сантиметрового диапазона, исходя из этого будем считать, что частота зондирующего сигнала 

радиолокационной станции (РЛС) находится в X-диапазоне от 9100 до 9500 МГц [1]. 

Для эффективной защиты от активных помех в РЛС зачастую используются сложные импульсные 

зондирующие сигналы с двумя типами законов модуляции: кодо-фазовой модуляцией (КФМ) и линейной 

частотной модуляцией (ЛЧМ), а также прямоугольные радиоимпульсы. Сигналы КФМ построены в со-

ответствии с кодами Баркера или вырезками из кодов М-последовательностей [2]. 

При использовании М-последовательности из Nd символов может быть сформировано несколько 

типов импульсных КФМ-сигналов со схожими автокорреляционными функциями. Каждый из различных 

типов КФМ сигналов имеет характерную только для него автокорреляционную функцию. Автокорреля-

ционные функции таких типов сигналов отличаются друг от друга расположением и уровнем боковых 

выбросов [3]. 

Для снижения уровня взаимных помех от близко расположенных РЛС используют ЛЧМ-сигналы 

с возрастающим и убывающим законами изменения частоты. Изменение типа сигнала происходит с из-

менением режима работы станции [2]. 

Определив основные характеристики зондирующего сигнала, выбирают ширину спектра зондирую-

щего сигнала таким образом, чтобы обеспечить разрешающую способность по дальности r∆ = 300 м [1]. 

В соответствии с этим требованием ширина спектра зондирующего КФМ-сигнала равна 
0

f∆ = 500 кГц. 

Такой ширине спектра соответствует длительность дискрета КФМ-сигнала, равная 
d

T = 2 мкс. Ширина 

спектра ЛЧМ-сигнала с учетом расширения отклика фильтра сжатия на 33% при весовой обработке при-

нятого сигнала с помощью окна Хемминга равна 
0

f∆ = 665 кГц. Ширина спектра зондирующего прямо-

угольного радиоимпульса равна 
0

f∆ = 500 кГц, а его длительность – 
0

T =2 мкс [3]. 

Выбор частоты зондирующего сигнала РЛС обусловливает частотный диапазон излучений от 9100 

до 9500 МГц для малогабаритного генератора радиопомех. Для обеспечения перестройки по частоте 

в течение длительности импульса предлагается использовать ЛЧМ-сигнал, который должен иметь шири-

ну спектра, перекрывающую ширину спектра излучаемых радиолокационных сигналов. Согласно прове-

денным нами расчетам, мощность излучаемого сигнала должна составлять от единиц до десятков милли-

ватт. Для создания помехи прицельного типа антенная система должна обладать хорошими направлен-

ными свойствами и обеспечивать работу при изменении частоты излучаемого сигнала [3]. 
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Коэффициент усиления антенны для создания помехи на входе приемника РЛС заданной мощно-

сти при известной мощности излучаемой помехи должен быть около 24 дБ. Габариты генератора сов-

местно с антенной системой составляют 315×300×120 мм с учетом расчета на эксплуатацию одним чело-

веком.  

Чтобы уменьшить габаритные размеры и вес в современной радиоэлектронной аппаратуре широко 

применяются диодные твердотельные генераторы (ДТГ). К их достоинствам относятся также большой 

срок службы, высокая механическая прочность и низкие рабочие напряжения [4]. В качестве активного 

элемента в таких генераторах используют туннельный диод (ГТД), лавинно-пролетный диод (ЛПД) 

и диод Ганна (ДГ), работу которых наиболее целесообразно рассматривать с позиции понятия отрица-

тельной проводимости (сопротивления) нелинейного элемента.  

Для разработки структурной схемы МТГР выполнен анализ трех вариантов построения малогаба-

ритного генератора радиопомех с использованием ДТГ на лавинно-пролетном диоде с входным сигна-

лом, представляющим: 

1) аддитивную смесь шума и пилообразного напряжения; 

2) усиленный по мощности шум; 

3) пилообразное напряжение. 

Первый вариант построения. Структурная схема первого варианта показана на рисунке 1. Вид 

спектра излучаемого сигнала, полученного в результате компьютерного моделирования в пакете 

MATLAB, представлен на рисунке 2. 

 

 
 

Рисунок 1. – Структурная схема генератора радиопомех (вариант 1) 
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Рисунок 2. – Вид спектра излучаемого сигнала 

 

В схему включены генератор пилообразного напряжения (ГПН), генератор шума (ГШ), смеситель 

и генератор на лавинно-пролетном диоде (ГЛПД). Пилообразное напряжение, создаваемое ГПН, сумми-

руется с шумом на смесителе. Результирующий сигнал поступает на ГЛПД, на выходе которого форми-

руется ЛЧМ-сигнал со случайными составляющими в амплитуде и фазе. Таким образом формируется 

сигнал помехи с шириной спектра чуть более 50 МГц. Благодаря шумовой составляющей спектр образо-

ванного сигнала несколько «размазывается» по частоте. Однако необходимо отметить, что уровень шу-

ма, вырабатываемого ГШ, должен быть невысоким, иначе спектр выходного сигнала полностью «разма-

зывается» по частоте, что приводит к потере мощности. Необходимо также отметить, что получить стро-

го линейное изменение модулирующего напряжения сложно.  
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К достоинствам структурной схемы на лавинно-пролетном диоде с входным сигналом, представ-

ляющим аддитивную смесь шума и пилообразного напряжения, можно отнести следующее: 

–  спектр выходного сигнала расширяется, что обеспечивает работу в более широком диапазоне 

частот; 

–  при незначительном уровне шума в модулирующем напряжении получают достаточно большую 

мощность излучаемого сигнала. 

Вместе с тем определены и недостатки: 

–  усложняется техническая реализация схемы за счет применения смесителя и генератора шума; 

–  при большом уровне шума спектр выходного сигнала «размазывается» по частоте, в результате 

чего теряется мощность формируемого сигнала. 

Второй вариант построения. Структурная схема генератора радиопомех, включающая в себя ла-

винно-пролетный диод с усилителем мощности, изображена на рисунке 3. Вид спектра, сформированно-

го по такой структуре излучаемого сигнала в результате моделирования в MATLAB, представлен на 

рисунке 4. 

 

 
 

Рисунок 3. – Структурная схема генератора радиопомех (вариант 2) 
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Рисунок 4. – Вид спектра излучаемого сигнала радиопомех 

 

Структура генератора радиопомех представляет собой последовательную цепочку, состоящую из 

генератора шума, усилителя мощности (УМ) и генератора на лавинно-пролетном диоде. Шум на выходе 

ГШ усиливается и поступает на ГЛПД в качестве модулирующего напряжения. На выходе генератора на 

лавинно-пролетном диоде формируется помеха, у которой амплитуда и частота меняются только по слу-

чайному закону. Спектр такого сигнала очень узкий (от сотен герц до единиц килогерц, в зависимости от 

уровня шума), что в конечном итоге не обеспечивает создание помехи с необходимой шириной спектра. 

Следовательно, образованная помеха будет эффективной только для нескольких отдельных частот. Это 

обстоятельство не удовлетворяет предъявляемым к МТГР требованиям. К тому же, если подать в каче-

стве модулирующего напряжения шум, то управлять режимами работы ГЛПД становится невозможно: 

уровень мощности излучаемого сигнала и его частота не поддаются регулированию. 

К достоинствам такой схемы можно отнести следующие свойства: 

–  нет необходимости создавать модулирующее напряжение, которое должно изменяться по опре-

деленному закону; 

–  высокий уровень энергетического спектра сформированного сигнала помехи. 

Недостатки: 

– небольшая ширина энергетического спектра сигнала; 

– невозможно управлять режимами ГЛПД (амплитудой и частотой излучаемого сигнала); 

– конструкция усложняется введением дополнительного усилителя мощности. 

Третий вариант построения. Структурная схема имеет последовательную цепочку, состоящую 

лишь из двух элементов, и представлена на рисунке 5. По результатам моделирования в MATLAB вид 
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спектра формируемого сигнала показан на рисунке 6. В качестве модулятора используется генератор 

пилообразного напряжения. На его выходе создается линейное пилообразное напряжение. 

 

 
 

Рисунок 5. – Структурная схема генератора радиопомех (вариант 3) 
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Рисунок 6. – Вид спектра излучаемого сигнала радиопомех 

 

В результате на выходе ГЛПД формируется ЛЧМ-сигнал без шумовой составляющей, обеспечи-

вающий автоматическую перестройку по частоте. Ширина энергетического спектра ЛЧМ-сигнала со-

ставляет чуть менее 50 МГц, что несколько меньше, чем в структуре первого варианта. Но это удовле-

творяет предъявляемым требованиям к генератору помех. В энергетическом спектре имеется четко вы-

раженный максимум, который объясняется наличием в модулирующем напряжении некоторой нелиней-

ности. Уровень мощности помехи незначительно меньше, чем в случае дополнительного использования 

шума в качестве модулирующего напряжения. При этом упрощается техническая реализация устройства, 

так как нет необходимости дополнительного использования генератора шума, смесителя или усилителя 

мощности. 

К достоинствам такой схемы можно отнести следующие свойства: 

–  ширина энергетического спектра позволяет создавать помехи РЛС в заданном частотном диапа-

зоне; 

–  большая мощность сигнала на выходе; 

–  простота технической реализации по сравнению с другими вариантами; 

–  высокая вероятность безотказной работы благодаря использованию малого количества элемен-

тов. 

Недостаток – отсутствие случайной составляющей в законе модуляции выходного сигнала. 

Разработка принципиальной схемы малогабаритного тестового генератора радиопомех. По 

результатам анализа и сравнения вариантов структурных схем построения МТГР был выбран третий 

вариант, который является более надежным и простым в технической реализации. Данное решение бази-

руется на следующих выводах:  

–  мощность, достигаемая при использовании ЛПД, может составлять до 12 Вт, в то время как 

у туннельных диодов – менее 10 мВт, а у диодов Ганна – от 100 до 400 мВт [5]; 

–  долговечность ЛПД выше, чем у ГДГ и ГТД с параметрами: tЛПД = 104–107 ч, tДГ = 105 ч,  

tТД = 104–106 ч [5]. 

–  коэффициент полезного действия, получаемый при использовании ЛПД, выше, чем при исполь-

зовании ТД и ДГ [5]: ГЛПД 42%η ≤ , ГДГ 20%η ≤ , ДГ 15%η ≤ . 

В отличие от генераторов на туннельных диодах, в ГЛПД эффект образования отрицательной про-

водимости проявляется только в динамическом режиме. Лавинное умножение носителей с образованием 

пространственного заряда происходит при напряжении на диоде еД > ЕЛП, где ЕЛП – напряжение лавинно-

го пробоя. 

Существует несколько разновидностей динамического режима колебаний с образованием про-

странственного заряда. Из них широко используются два основных: пролетный режим и режим с захва-
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том плазмы (аномальный режим). В рассматриваемом случае использован пролетный режим. Этот режим 

удобно рассматривать с использованием диода Рида, рассмотренном более подробно в [5], где представ-

лено распределение напряженности электрического поля и отмечен слой умножения заряда, в котором 

напряженность поля превышает ЕЛП . 

Кроме диода ГЛПД включает в себя источник питания ЕЛП и резонансную колебательную систему 

LКCК. Поскольку параллельно диоду подключена колебательная система, то на нем в стационарном ре-

жиме кроме ЕЛП будет действовать гармоническое колебание с установившейся амплитудой Um. Следо-

вательно, суммарное мгновенное напряжение на диоде будет равно еД = ЕЛП + Um sin ωt  [5]. 

Пространственно-временные диаграммы движения электронов в пролетном пространстве, а также 

эпюры процесса образования импульсов тока лавинного пробоя и наведенного тока в ГЛПД представле-

ны и проанализированы в [5]. 

Следует отметить, что процесс лавинного пробоя повторяется с периодом, равным периоду высо-

кочастотных колебаний. Таким образом, наведенный ток представляет собой периодическую последова-

тельность импульсов. 

Определив лавинно-пролетный диод в качестве активного элемента, возникает необходимость вы-

бора конкретной марки ЛПД с учетом того, что генератор должен излучать помеху в диапазоне от 9100 

до 9500 МГц с мощностью от единиц до десятков милливатт. По результатам анализа справочной лите-

ратуры [6] и возможностей реализации генератора выбор был сделан в пользу ЛПД 1А704В (диод герма-

ниевый планарно-диффузионный лавинно-пролетный), предназначенного для работы в генераторах 

в диапазоне частот от 8,3 до 10 ГГц. 

Источник питания диода должен быть стабилизированным источником тока с внутренним сопро-

тивлением более 2 кОм и емкостью не менее 10 пФ. Напряжение на зажимах источника тока при разрыве 

цепи питания диода не должно превышать более чем на 15 В напряжение при замкнутой цепи питания 

и установлении на диоде рабочего режима. Пределы регулирования тока источника от 15 до 50 мА. Мак-

симальный ток диода с учетом выбросов не должен превышать 1,4
Р

I , где 
Р

I  – номинальный рабочий ток 

диода. В этом режиме допускается работа диода не более 3 мин [6]. 

Не допускается проверка годности диода с помощью прибора, который может задавать прямой ток 

более 50 мА. Допускается работа диода 1А704В: 

–  в импульсном режиме при токе в импульсе 
И Р

I I≤  любой длительности и скважности; 

–  в диапазоне частот от 6 до 8 ГГц [6]. 

Основные конструкции ГЛПД схематически изображены на рисунке 7. 

 

   

а                                                       б                                                       в 
 

а – генератор волнового типа с коаксиальным резонатором; б – генератор волнового типа  

с открытым радиальным резонатором; в – генератор на микрополосковых линиях 
Рисунок 7. – Основные схемы подключения ГЛПД 

 

На рисунке 4, а показана конструкция генераторов волноводного типа с коаксиальным резонато-

ром. Лавинно-пролетный диод 1 расположен в коаксиальном резонаторе 2, который перестраивается 

с помощью винта 4. Винт 3 служит для регулировки связи генератора с нагрузкой. Ступенчатый переход 

5 является трансформатором сопротивлений. Дроссель 6 предназначен для разделения СВЧ-цепи и цепи 

питания [4]. 

Рисунок 4, б иллюстрирует другой вариант конструкции волноводного генератора. Лавинно-

пролетный диод 1 установлен в открытом радиальном резонаторе 2, помещенном в прямоугольном вол-

новоде 3. Перемещение замыкающего волновод плунжера 4 изменяет степень связи генератора с нагруз-

кой. Дроссель 5, как и в предыдущей конструкции, служит для разделения СВЧ-цепи и цепи питания [4]. 

На рисунке 4, в показана топология генератора на микрополосковых линиях. Бескорпусный ЛПД 1 

установлен в полосковом резонаторе 2, который связан с выходной линией через трансформирующую 
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сопротивление линию 4 и блокировочный конденсатор 3. Питание ЛПД подводится через контактную 

площадку 7, ограничительный резистор 6 и фильтр 5, отделяющий СВЧ-цепь от цепи питания [4]. 

Заключение. При проектировании и разработке малогабаритного генератора помех был произве-

ден анализ всех возможных активных элементов. Исходя из требований к уровню излучаемой мощности, 

частотному диапазону и долговечности, в качестве управляемого источника электронов был выбран ла-

винно-пролетный диод 1А704В, который полностью удовлетворяет размерам имеющегося короткоза-

мкнутого волновода. 

В качестве дополнительных мер для перестройки по частоте было выбрано параллельно колеба-

тельное включение в контур варикапа, подавая на который небольшое положительное напряжение полу-

чают изменение емкости, и, как следствие, изменение частоты излучаемого сигнала (на 200 МГц, по 

результатам проведения натурных экспериментов). Кроме того, дополнительно в резонаторе размещены 

два плунжера, которые путем механической перестройки изменяют погонную емкость и индуктивность 

колебательного контура, а значит, и частоту сигнала. 
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SMALL-SIZED TEST GENERATOR NOISE 

 

V. CHERTKOV, A. TOLMACHEV 

 

The research results which was obtained during the small-scale jamming generator developing that used 

for radar testing and various tactical situations in case intensive usage radioelectonic warfare devices by hos-

tiles modeling. The analysis of the structural circuits of the avalanche-diode oscillator is presented. The ad-

vantages and disadvantages of the structures are indicated. The basic scheme for the execution of a small-sized 

test jamming generator is substantiated. 

 

Keywords: jamming generator, radioelectronic warfare, noise, probing signal, avalanche-diode oscillator. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ СИГНАЛЬНЫХ ГРАФОВ И МАТРИЧНОГО АНАЛИЗА  

ДЛЯ МАТЕМАТИЧЕСКОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ  

КАНАЛОВ УТЕЧКИ ИНФОРМАЦИИ 

 

кан. техн. наук Д.С. РЯБЕНКО, С.В. ЛАВРОВ, Е.С. БОРОВКОВА 

(Полоцкий государственный университет) 

 

Оценка напряженности магнитного поля является одной из важных задач для определения утеч-

ки информации. По результирующему вектору напряженности информационного магнитного поля 

определяют величину и направление сигнала, формируемого парциальными неориентированными излу-

чателями. В работе использован матрично-топологический метод для определения направления и вели-

чины информационных сигналов, а следовательно, и напряженности магнитного поля.  

Ключевые слова: сигнальные графы, матрица, информационный сигнал. 

 

Высокая степень интеграции микроэлектроники, стремительное развитие технологических и ин-

формационных процессов обусловили новые принципиальные решения защиты информации от утечки. 

Физические и математические модели устанавливают рациональные методы исследования сложных 

информационных систем на всех стадиях их жизненного цикла и их элементов (блоки, печатные платы). 

Показатели защищенности оценивают в условиях активной и пассивной защиты каждого канала утечки 

информации [1]. 

Для получения достоверной информации нами использованы численные методы нахождения то-

ков в различных цепях электронных приборов. При определении информационного сигнала в различных 

элементах электрической цепи используют матрично-топологический метод. Анализ электронных схем 

производят с помощью топологического описания цепи и математической модели, которая представляет 

собой систему уравнений, описывающих работу исследуемой схемы. 

В основе топологического описания схем лежит понятие графа. Описание реальных объектов 

с помощью графов встречается весьма часто и применяется в самых разных областях знаний. Анализ 

теории графов указывает на необходимость представления графа в виде матрицы смежности и матрицы 

инциденций.  

Дуги графа, моделирующего электрическую цепь, интерпретируются как сопротивление или про-

водимость, а также как источники тока или напряжения. В вершинах графа происходит разветвление 

(слияние) токов [2]. Под графом G понимают пару (V, Г), где V – множество вершин, Г – множество 

ребер [3].  

Рассмотрена электрическая цепь, по которой построен граф, представленный на рисунке 1. По-

строение графа производится по эквивалентной схеме, которую получают из принципиальной электри-

ческой схемы. Для преобразования последней все нелинейные элементы, такие как диоды и транзисторы, 

заменяют их упрощенными эквивалентными схемами.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
0–4 – узлы графа;  --- – главные сечения графа; 

1–8 – ребра графа (1–4 – ветви, 5–7 – хорды) 

Рисунок 1. – Прохождение сигнала в электрической цепи 
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Любой граф, изображенный в геометрической форме в виде точек и соединяющих их дуг, может 

быть представлен в эквивалентной матричной форме [2]. Одной из матричных форм представления 

графа является матрица смежности. Порядок матрицы n×n, где n – число вершин графа, элементы 

матрицы ija = 1, если дуга ∈  Г, ija  = 0, если дуга ∉  Г [3]. Составим матрицу смежности представ-

ленного графа 

С

0 1 2 3 4

0 0 1 1 1 1

1 1 0 1 0 1

A 2 1 1 0 1 0

3 1 0 1 0 1

4 1 1 0 1 0

=
.                                                                 (1) 

Недостатком матрицы смежности является тот факт, что независимо от числа ребер объем занятой 

памяти составляет n² [4].  

Другой матричной формой представления графа является матрица инциденций. Размерность мат-

рицы n×m, где n – число вершин, m – число дуг графа. Каждой i-й строке матрицы инциденций поставле-

на в соответствие вершина графа ( iν ) и каждому j-му столбцу матрицы инциденций – дуга графа ( ju ). 

Элемент ijb  матрицы инциденций равен –1, если в вершину iν  заходит дуга ju ; равен +1, если из вер-

шины iν  исходит дуга ju , и равен 0, если дуга ju  и вершина iν  не являются инцидентнми [5]. Тогда 

матрица инциденций примет вид 

И

1 0 0 0 0 1 1 1

1 1 0 0 1 0 0 0

A 0 1 1 0 0 1 0 0

0 0 1 1 0 0 1 0

0 0 0 1 1 0 0 1

− − − −

= −
− −

−

.                                                 (2) 

Однако для анализа электронных схем переводить информацию, содержащуюся в графе, на алго-

ритмический язык проще и наглядней с помощью топологических матриц: матрицы главных сечений 

графа, матрицы главных контуров и структурной матрицы графа [5]. Сечением графа называется линия, 

делящая граф на две несвязанные части. Для получения главного сечения графа нужно линию сечения 

графа провести таким образом, чтобы она пересекала только одну ветвь при произвольном пересечении 

хорд. Построим матрицу главных сечений 

 

сеч

1 0 0 0 0 1 1 1

0 1 0 0 1 1 1 1
A

0 0 1 0 1 0 1 1

0 0 0 1 1 0 0 1

− − −
=

− −
−

.                                                    (3) 

 

Каждый элемент матрицы aij  = +1, если j-е ребро пересекает i-е сечение в том же направлении, что 

и ветвь, определяющая это сечение, и aij = –1, если j-е ребро пересекает i-е сечение в направлении, про-

тивоположном направлению ветви, определяющей это сечение, aij = 0, если j-е ребро не пересекает i-е 

сечение [5]. 

Сформированная матрица состоит из двух подматриц 

сечA E, F= , 

где E – единичная матрица главных сечений для ветвей, F – матрица главных сечений для хорд. 

Матрицу главных сечений сечA  можно использовать для записи уравнений по первому закону 

Кирхгофа, тогда система будет иметь вид 
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1

2

3

4

5

6

7

8

1 0 0 0 0 1 1 1

0 1 0 0 1 1 1 1
0

0 0 1 0 1 0 1 1

0 0 0 1 1 0 0 1

i

i

i

i

i

i

i

i

− − −
⋅ =

− −
−

                                                     (4) 

или  

сечA 0⋅ =I , 

где I – вектор-столбец токов ребер, который состоит из двух подвекторов, один из которых вектор 

токов ветвей ВI , а другой – вектор токов хорд ХI : 

T В
1 2 3 4 5 6 7 8

Х

i i i i i i i i= =
I

I
I

. 

Тогда уравнение (4) преобразуется к виду 

В
сеч В Х Х В

Х

A E,F E F F⋅ = ⋅ = ⋅ + ⋅ = ⋅ +
I

I I I I I
I

 

или  

В ХF= − ⋅I I .                                                                           (5) 

С учетом (5) запишем зависимость 

51

62

73

84

0 1 1 1

1 1 1 1

1 0 1 1

1 0 0 1

ii

ii

ii

ii

− − −
−

= ⋅
−

−

.                                                              (6) 

Построим матрицу главных контуров, для этого нанесем на граф линии главных контуров, пред-

ставленные на рисунке 2. 
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I–IV – главные контуры графа 

Рисунок 2. – Граф с линиями главных контуров 

 



ФУНДАМЕНТАЛЬНЫЕ НАУКИ. Информационные технологии                                                                 № 4 

 

 59

конт

0 1 1 1 1 0 0 0

1 1 0 0 0 1 0 0
A

1 1 1 0 0 0 1 0

1 1 1 1 0 0 0 1

− −
−

=
−
− −

.                                                    (7) 

Каждый элемент матрицы aij = +1, если направление j-го ребра совпадает с направлением главного 

контура, aij = –1 – если направление j-го ребра противоположно направлению главного контура и aij = 0 – 

если j-е ребро не образует главного контура. 

Сформированная матрица состоит из двух подматриц 

T
контA -F ,E= . 

Используя второй закон Кирхгофа, с учетом (7) система уравнений  
 

1

2

3

4

5

6

7

8

0 1 1 1 1 0 0 0

1 1 0 0 0 1 0 0
0

1 1 1 0 0 0 1 0

1 1 1 1 0 0 0 1

u

u

u

u

u

u

u

u

− −
−

⋅ =
−
− −

                                                   (8) 

или  

контA 0⋅ =U , 

где U – вектор-столбец напряжений, который состоит из двух подвекторов: 

T В
1 2 3 4 5 6 7 8

Х

u u u u u u u u= =
U

U
U

. 

Тогда уравнение (8) преобразуется к виду 

ВТ
конт B X

Х

A F ,Е FT⋅ = − ⋅ = − ⋅ +
U

U U U
U

 

или  

T
X BF= ⋅U U .                                                                          (9) 

С учетом (9) запишем зависимость 

5 1

6 2

7 3

8 4

0 1 1 1

1 1 1 1

1 0 1 1

1 0 0 1

u u

u u

u u

u u

− − −
−

= ⋅
−

−

. 

Топологическим уравнением цепи называют матричное уравнение, объединяющее (5) и (9) 

В X

Х B

F 0

0 FT

−
= ⋅

I I

U U
. 

Далее данное уравнение преобразуется к виду для независимых источников тока и напряжения. 

Зная величину и направление информационных сигналов, определяется вектор магнитной напряженно-
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сти от каждого элемента электрической цепи, после чего находится результирующий вектор и его вели-

чина с помощью корреляционного метода.  

Распределение магнитных информационных полей рассеивания с выделением результирующего 

вектора реализует алгоритмы для оценки защищенности информации в каналах утечки и их наводок на 

неинформативные цепи. 
 

Авторы благодарят доктора технических наук, профессора В.К. Железняка за научную консульта-

цию при выполнении исследовательской работы.  
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THE APPLICATION OF SIGNAL GRAPHS AND MATRIX ANALYSIS  

FOR MATHEMATICAL MODELING CHANNELS OF INFORMATION LEAKAGE 

 

D. RYABENKO, S. LAVROV, Y. BARAUKOVA 

 

Estimation of magnetic field intensity is one of the important tasks for determination of information leak-

age. The resulting vector of the information magnetic field intensity determines the magnitude and direction of 

the signal generated by partial undirected emitters. In this paper, a matrix-topological method is used to deter-

mine the direction and magnitude of information signals, and hence the magnetic field strength. 

Keywords: signal graphs, matrix, information signal. 
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УДК 004.052.2 

 

ВОЗДЕЙСТВИЕ ВЕТРОВОГО ДАВЛЕНИЯ НА ОЦЕНКУ СТАБИЛЬНОСТИ ТОЧКИ ПРИЕМА 

СИГНАЛОВ ИСКУССТВЕННЫХ СПУТНИКОВ ЗЕМЛИ 

 

А.И. ЯРИЦА 

(Полоцкий государственный университет) 

 

Разработана блок-схема для оценки ветрового давления на точку приема сигналов. Проанализи-

рована и выбрана оптимальная аппаратура для проведения эксперимента. Для математической обра-

ботки измерений использованы устойчивые робастные алгоритмы. 

Ключевые слова: спутниковая система точного позиционирования, постоянно действующие 

пункты, робастная оценка, случайные воздействующие факторы. 

 

Введение. Использование GPS-измерений в Республике Беларусь реализовано с помощью спутни-

ковой системы точного позиционирования (ССТП). ССТП – критически важный объект информатиза-

ции, так как обеспечивает координатную основу всей страны. Точность определения, которую предо-

ставляет данная спутниковая система, составляет 20 мм в плане и 30 мм по высоте в режиме обработки 

при времени наблюдения 1 ч. Такая точность удовлетворяет требованиям в строительстве, топографиче-

ских съемках, планировании территории, а также в военных целях. Повышение точности ССТП позволит 

расширить спектр ее применения и значительно улучшит качество и оперативность выполняемых работ. 

Так, повышение точности до 5 мм в плане и до 10 мм по высоте позволит использовать GPS-измерения 

для строительства таких критически важных объектов страны, как магистральные трубопроводы, гидро-

электростанции, атомная электростанция, объектов железнодорожного и воздушного транспорта, а также 

качественно проводить монтаж и мониторинг взрывоопасных объектов. 

На начало 2017 года, спутниковая система точного позиционирования представлена 98 постоянно 

действующими пунктами (ПДП), равномерно распределенными по всей территории страны, их распола-

гают на крышах зданий. Существует целый ряд факторов, которые так или иначе влияют на горизон-

тальное и вертикальное положение пунктов: накопление вод на континентах, океанические приливные 

явления, влияние атмосферного давления. Наибольшее влияние среди этих факторов имеет атмосферное 

давление, которое вызывает деформацию земной коры, а следовательно, и смещение расположения 

GPS-станций, на величину 20 мм по вертикали и 3 мм по горизонтали [1]. Такие же результаты получены 

при выполнения исследовательских работ в Институте физики Земли (Россия) [2]. В работе [3] подробно 

рассмотрены основные случайные воздействующие факторы, влияющие не на подстилающую поверх-

ность, а на саму конструкцию постоянно действующего пункта. К ним относятся: температурные пере-

пады, вибрации, ветровое давление. 

Основная часть. Исследование ветрового давления ведется в двух направлениях. Первое –

принимая ветровое давление как случайное воздействие на ПДП, воздействие случайных факторов необ-

ходимо оценивать с помощью применения робастных алгоритмов математической обработки данных. 

Вторым направлением является разработка конструкции ПДП из устойчивых материалов к случайным 

воздействующим факторам [3]. 

Робастность предусматривает устойчивость системы к отклонению под влиянием воздействую-

щих факторов. Особенности моделей робастной статистики состоят в том, что некоторые предположения 

принятой за основу идеальной модели в виде заданной функции распределения F0 подвергаются сомне-

нию. Для описания идеальной модели вместе с возможными отклонениями от нее в условиях реального 

эксперимента используют понятие «супермодель» множество допустимых функций распределения δ. 

«Супермодель» задают в виде некоторой окрестности идеальной модели F0, конкретизируемой выбран-

ной метрикой d(F0, Fx) на множестве допустимых функций распределения δ, то есть «супермодель» зада-

ется в виде множества [4] 

}{ 0: ( , ) , 0.xR FX d F Fδ = < ε ε >    (1) 

 

Нами используется «супермодель» с засорением, имеющая вид 
 

{, ,(Ф) : ( ) ( )F F x xε τ ε τδ = = Φ , (2) 

для которой функция распределения  
 

, ( ) (1 ) ( ) ( / ), 0 1, 1x х хε τΦ = − ε Φ + εΦ τ ≤ ε ≤ τ ≥ . (3) 
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В работе [5] исследовано и показано, что среднее значение ветрового давления на 5-этажное зда-

ние составляет более 28 кг/м2. Расчет проводился для постоянно действующего пункта спутниковой си-

стемы точного позиционирования, находящегося на крыше здания школы г.п. Оболь. Оценка воздей-

ствия ветрового давления на точку приема сигналов GPS ПДП определяется в зависимости от ее числен-

ного значения в мировой системе координат. 

Поставлена задача – определить зависимость колебания точки в горизонтальной плоскости под 

влиянием ветрового давления. Для этого разработана блок-схема эксперимента (рисунок), для проведе-

ния одновременного измерения скорости ветра и расстояния от точки нахождения объекта до пункта. 
 

 
 

Рисунок. – Блок-схема эксперимента оценки влияния ветрового давления на ПДП 
 

Прежде всего требуется решить вопрос с высокоточным измерением скорости ветра. В настоящее 

время развиваются два основных метода зондирования скорости ветра: доплеровский и корреляционный. 

Оба метода основаны на активном дистанционном зондировании атмосферы с использованием измери-

тельной системы лазерных источников излучения, называемой лидаром (Lidar – Light Identification, 

Detection and Ranging). Методы лазерного зондирования обеспечивают получение профилей или полей 

различных параметров атмосферы с исключительно высоким временным и пространственным разреше-

нием, обладая при этом рекордными концентрационными чувствительностями [6]. Однако лидарные 

измерения требуют сложной дорогостоящей аппаратуры и наиболее актуальны при составлении профи-

лей скорости ветра на большие расстояние (1–5 км) и длительное время. В нашу задачу входит измере-

ние мгновенной скорости ветра в конкретной точке, в конкретное время. Проведя изучение современной 

аппаратуры, для проведения эксперимента выбран высокоточный анемометр марки Мегеон 11007, ха-

рактеристики которого представлены в таблице 1. 
 

Таблица 1. – Технические характеристики анемометра Мегеон 11007 

Диапазон  

измерений  

потоков воздуха 

Разрешение  

измерений  

потоков воздуха 

Диапазон  

измерений  

температуры 

Подключение 

к компьютеру 

Погрешность 

измерений 

температуры 

Наличие  

дисплея 

0,3–20 м/с 0,01 м/с 0–50 °C USB ±0,5 °C есть 

 

План эксперимента. На крыше, где расположен пункт со спутниковым геодезическим приемни-

ком, устанавливается высокоточный прибор для измерения скорости ветра. Перпендикулярно стене, 

с установленным на ней пунктом, располагается тахеометр Trimble M3. С помощью этого высокоточного 

прибора проводится фиксация изменений положения пункта. Измерение происходят со скоростью 1,6 с. 

В тахеометре реализована возможность как линейных, так и угловых измерений. Это позволяет прово-

дить эксперимент и наблюдать колебания точки приема сигналов GPS не зависимо от направления дви-

жения ветра. Технические характеристики прибора представлены в таблице 2. 
 

Таблица 2. – Технические характеристики тахеометра Trimble M3 

Точность  

линейных  

измерений  

на отражатель 

Точность  

линейных  

измерений  

без отражателя 

Дальность 

измерения  

на отражатель 

Дальность из-

мерения  

без отражателя 

Угловая 

точность 

Рабочая 

температура 

Подключение 

к компьютеру 

2 мм 3 мм 5000 м 500 м 1–5" 
от –20 °C  

до +50 °C 
USB 
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Два прибора синхронизируются по времени. Кроме того, для получения дополнительных изме-

рений, используемых при обработке эксперимента, на самом пункте установлен спутниковый геодезиче-

ский приемник Trimble R7 (таблица 3). 
 

Таблица 3. – Технические характеристики спутникового приемника Trimble R7 

Точность в режиме RTK, мм/км Точность в режиме статика, мм/км Частота записи 

данных 

Рабочая  

температура 
в плане по высоте в плане по высоте 

± 8 мм + 0,5 ± 15 мм + 0,5 ± 3 мм + 0,5 ± 15 мм + 0,5 

1 Гц, 2 Гц,  

5 Гц, 10 Гц,  

20 Гц 

от –40°C  

до +65°C 

 

Для контроля измерения расстояний будет использоваться лазерный дальномер Leica Disto D3, 

имеющий точность 1 мм и функцию непрерывного измерения. Не смотря на более высокую точность, 

данный прибор не будет использоваться как основной, так как не имеет возможности угловых измерений 

и жесткой фиксации.   

Для обработки измерений подобраны сразу несколько программных комплексов. Один из них 

программный комплекс SCAD, содержащий в себе программу ВеСТ, предназначенную для выполнения рас-

четов, связанных с определением нагрузок и воздействий на строительные конструкции, таких как тем-

пература и ветер. При обработке измерений факторы, воздействующие на точку в вертикальной плоско-

сти, будут учитываться с помощью программы, разработанной в Институте Физики Земли (Москва). 

Вывод. Результатом исследования стала разработка блок-схемы и ее параметров. Составлен опти-

мальный высокоточный аппаратный и программный комплекс для проведения эксперимента оценки 

влияние ветрового давления. Ожидаются подходящие погодные условия для его проведения. Итогом 

эксперимента станет установление взаимной корреляции изменения положения точки приема сигналов 

GPS от ветрового давления в режиме реального времени. Правильно выбранный робастный алгоритм 

позволяет учесть данную зависимость при математической обработке данных эксперимента. На основе 

полученных и обработанных измерений будет дана оценка степени влияния ветра на пункты, находящи-

еся на поверхности крыши.  

Автор благодарит научного руководителя доктора технических наук, профессора В.К. Железняка 

за оказанную помощь в проводимых исследованиях.  
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EFFECT OF WIND PRESSURE ON STABILITY ESTIMATION OF THE APPROACH  

OF SIGNALS OF ARTIFICIAL SATELLITES OF THE EARTH 
 

A. YARYTSA 
 

The accuracy and efficiency of GPS measurements affects the quality and range of work performed. Wind 
action is one of the random factors that affect the accuracy of measurements. A flowchart for evaluating the 
wind pressure at the signal receiving point has been developed. Optimal equipment for the experiment was cho-
sen. For mathematical processing of measurements, robust robust algorithms are used. 

Keywords: satellite system of the exact positioning, permanent items, robust estimation, random influenc-
ing factors. 
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УДК 621.372.037.372;621.391.26 
 

ПРИЛОЖЕНИЕ СИГНАЛЬНЫХ ГРАФОВ И МАТРИЧНОГО АНАЛИЗА 

ДЛЯ МАТЕМАТИЧЕСКОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ КАНАЛОВ УТЕЧКИ ИНФОРМАЦИИ 
 

канд. техн. наук Д.С. РЯБЕНКО, С.В. ЛАВРОВ 

(Полоцкий государственный университет) 
 

Методическая и вычислительная оптимизация новых решений направлена на устранение противо-

речий между схемными и конструктивными параметрами и их защищенностью. Главная проблемная 

научно-практическая задача направлена на исключение паразитных информационных связей, опираясь на 

минимизацию, высокую плотность компоновки бескорпусных активных элементов, применение больших 
и сверхбольших интегральных схем [1]. Технология монтажа многослойных печатных плат ограничивает 

доступ к измерению и контролю параметров и характеристик схем. Паразитные связи из-за взаимных 

наводок снижают быстродействие управлением и обменом информацией. Вторая проблема – защита 

радиоэлектронных средств различного назначения от радиопомех [2]. 

Ключевые слова: каналы утечки информации, матричный анализ, критерий защищенности. 
 

Введение. Высокая степень интеграции микроэлектроники, стремительное развитие технологических и 

информационных процессов обусловили новые принципиальные решения защиты информации от утечки. 

Физические и математические модели устанавливают рациональные методы исследования сложных инфор-
мационных систем на всех стадиях их жизненного цикла и их элементов (блоки, печатные платы). Показатели 
защищенности оценивают в условиях активной и пассивной защиты каждого канала утечки информации. 

Точностные и временные параметры оценивают на соответствие критериев (показателей) защищен-
ности каналов утечки информации [3, 4]. 

Проанализирована схемно-конструктивная оценка защищенности информации с использованием 
направленных графов и корреляционных функций электронных устройств. Проведено исследование слож-
ных многоконтурных и многосвязных систем с использованием топологических свойств элементов мат-
риц, отличающиеся значительным объемом обрабатываемой информации со сложными связями как между 
объектами, связывающими информационные системы, объектами информатизации, так и элементами бо-
лее низкого уровня, т.е. структурными схемами или графами. 

Структурные схемы, как и графы для многосвязных систем большой размерности, становятся чрез-
вычайно сложными для исследований. 

Метод исследования. При исследовании причинно-следственных связей между значениями токов 
и напряжений используют теорию сигнальных графов, матричной алгебры, матричного преобразования, рас-
чета их входных и выходных параметров, матричного преобразования h-параметров транзистора [5]. Качество 
и достоверность оценки сигналов при обработке в матричной форме весьма актуальна. 

Сигнальные графы содержат ребра и вершины (узлы) исследований токов (напряжений) с опреде-
ленным направлением (ориентированный граф). Ориентированный граф G = (V, E), где V – множество 
вершин, E – множество ребер, анализируется с помощью матрицы смежности и матрицы инциденций [6]. 

Специальные векторные и матричные структуры обеспечивают матричные операции, матрицы 

представляют емкий метод систематизации алгебраических и численных соотношений [7]. 

Матрица инциденций A с n строками, соответствующим вершинам, и m столбцами, соответствую-

щим ребрам. Для ориентированного графа столбец, соответствующий дуге ,x y E∈ , содержит –1 

в строке, соответствующей вершине x, 1 – в строке, соответствующей вершине y, и нули – во всех осталь-

ных строках. Петлю, т.е. дугу в виде ,x x , удобно представлять значением в строке x, например 2 [6, 7]. 

Матричное уравнение Ax = 0. Матрицу A представена в виде суммы двух матриц [8]: 
 

А Д С,= +                                                                                  (1) 

где А , Д , С .

, 1 1

ij ii ij

n n n

a a a

i j i i j

     
     = = =     
     = = ≠     

 

Уравнение (1) в развернутой форме имеет вид 

11 12 1 11 12 1

21 22 2 22 21 2

1 2 1 2

... 0 ... 0 0 ...

... 0 ... 0 0 ...
А .

... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

... 0 0 ... ... 0

n n

n n

n n nn nn n n

a a a a a a

a a a a a a

a a a a a a

     
     
     = = +
     
     
     

                             (2) 
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Из полученного выражения (2) следует, что матрица Д состоит только из диагональных членов, 

матрица С – только из недиагональных. Матрица А получена из системы алгебраических уравнений 

и представлена линейным однородным уравнением в матричной форме (1). Развернутая форма уравне-

ния (2) – это форма представления с относительно главным членом, слагаемым с одинаковыми цифрами 

в индексе (a11, a22, …, ann). 

Элементы матрицы Д являются собственными операторами системы, а элементы матрицы С – опе-

раторами связей [8]. 

Транспонированная матрица А получена заменой строк матрицы А столбцами матрицы АТ и ее 

столбцов – строками матрицы А [9]: 

11 21 1

12 22 2Т

1 2

...

...
А .

... ... ... ...

...

n

n

n n nn

a a a

a a a

a a a

 
 
 =
 
 
 

                                                                (3) 

Разделяют все элементы матрицы (3) на величину определителя. 

Определитель (детерминант) вырожденной квадратной n×n матрицы определяется выражением [7] 

[ ]1

1

1

det ( 1) 1, ,
n

j

j

j

A a j A
+

=

= −∑                                                               (4) 

где [ ]1,a j  – элемент из верхней строки матрицы А; 

A1j – определитель (n–1) × (n–1) матрицы, образованной отбрасыванием первой строки и j-го столбца 

n×n матрицы А.  

Квадратная n×n матрица вырожденная тогда и только тогда, когда detА = 0. Если detА ≠ 0, то мат-

рица А обратима. Определитель произведения двух квадратных n×n матриц А и В равен произведению 

определителей этих матриц det AВ det A detВ.= ⋅  

Единичная матрица Е, созданная из матрицы А и обратной ей матрицы А-1, полученной из обраще-

ния матрицы А и умноженной как справа, так и слева на матрицу А [10] 

1 1
AА А А Е,

− −= =  

где А-1 – обратная неособенная квадратная матрица матрице А.  

Неособенная матрица n-го порядка [10] 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...
А ,

... ... ... ...

...

n

n

n n nn

a a a

a a a

a a a

 
 
 =
 
 
 

  

где det A 0.= ∆ ≠  

Для матрицы А присоединительная матрица Аɶ  

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...
А ,

... ... ... ...

...

n

n

n n nn

A A A

A A A

A A A

 
 
 =
 
 
 

ɶ  

где Aij – алгебраические дополнения (миноры со знаками) соответствующих элементов aij (i, j = 1, 2, …, n). 

Разделив все элементы матрицы Аɶ  на величину определителя Δ матрицы А, имеем 

111 21

212 22
*

1 2

...

...
А .

... ... ... ...

...

n

n

n n nn

AA A

AA A

A A A

 
 ∆ ∆ ∆ 
 
 ∆ ∆ ∆=  
 
 
  ∆ ∆ ∆ 
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Произведение 
*АА  позволяет получить единичную матрицу [10]: 

111 21

11 12 1

212 22
21 22 2*

1 2
1 2

...
... 1 0 ... 0

... 0 1 ... 0...
АА E.

... ... ... ... ... ... ... ...... ... ... ...
... 0 0 ... 1

...

n

n

n
n

n n nn
n n nn

AA A

a a a
AA Aa a a

a a a A A A

 
 ∆ ∆ ∆    
    
    ∆ ∆ ∆= = =    
    
    
  ∆ ∆ ∆ 

                      (5) 

Из матрицы (2) получены две диагональные матрицы Д и С, по которым можно оценить уровень 

излучения (тока), а также уровень связей.  

Квадратичная матрица ikA a=  называется верхней треугольной (нижней треугольной), если 

равны нулю все элементы матрицы, расположенные под главной диагональю (над главной диагона-

лью) [11]. 

Диагональная матрица является частным случаем, как верхней, так и нижней треугольной мат-

рицы [11]. 

Определитель треугольной и диагональной матрицы является необоснованным только тогда, когда 

все ее диагональные элементы отличны от нуля [11]. 

На основании теоремы 1 [11], всякая матрица 
1

n

ik
A a=  ранга r, у которой первые r последователь-

ных главных миноров отличны от нуля: 

( )1 2 ...
A 0 1, 2,..., ,

1 2 ...
k

k
D k r

k

 
= ≠ = 

 
          (6) 

представима в виде произведения нижней треугольной матрицы В на верхнюю треугольную матрицу С 

11 11 12 1

21 22 22 2

1 2

0 ... 0 ...

... 0 0 ...
A BC

. . . . . . . .

... 0 0 ...

n

n

n n nn nn

b c c c

b b c c

b b b c

= = .              (7) 

При этом 2

11 11 1 22 22

1 1

, ,..., .r

rr rr

r

D D
b c D b c b c

D D −

= = =  

На основании теоремы 2 [11], определено что всякая матрица 
1

n

ik
A a=  ранга r, удовлетворяющая 

условию (6), представима в виде произведения нижней треугольной матрицы F, диагональной D и верхней 

треугольной L: 

1

2

1

12 1

21 2

1

1 2

1 0 ... 0 1 ...
.

1 ... 0 0 1 ...
A FDL

. . . . . . . .

... 1 0 0 ... 1
0

.

0

n

n

r

r

n n

D

D

D
f f

f f
D

D
f f

−

= = , 

где 

1 2 ... 1 1 2 ... 1

1 2 ... 1 1 2 ... 1
,

1 2 ... 1 2 ...

1 2 ... 1 2 ...

gk kg

k g k k
A A

k k k g
f l

k k
A A

k k

− −   
   − −   = =

   
   
   

 ( )1,..., ; 1,2,..., ,g k n k r= + =  а ,gk kgf l  

произвольны при 1, ..., ; 1 , ...,g k n k r n= + = + . 
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С помощью метода исключения Гаусса, примененного к матрице 
1

n

ik
A a=  ранга r, для которой 

( )0 1,2,...,kD k r≠ = , получают две матрицы: нижнюю треугольную матрицу W с диагональными элемен-

тами 1 и верхнюю треугольную матрицу G, у которой первые r диагональных элементов равны 

2

1

1 1

, ,..., ,r

r

D D
D

D D −

 а последние n–r строк заполнены нулями. G – гауссова форма матрицы A, W – преобразу-

ющая матрица. 

Матрице А приписывают справа единичную матрицу Е: 

11 1

1

. 1 . 0

. . . . . .
.

. . . . . .

. 0 . 1

n

n nn

a a

a a

 

Применяя к этой прямоугольной матрице все преобразования алгоритма Гаусса, получают прямо-

угольную матрицу, состоящую из двух. 

Прежде чем обратить матрицу одним из методов, установим требования по ее норме. Под нормой 

матрицы ijA a =   , где ija    – модули матрицы A, устанавливают действительное число A , удовлетво-

ряющее следующим условиям [10]: 

а) 0;A >  

б) ,A Aα = α  (α – число); 

в) ;A B A B+ ≤ +  

г) ,AB A B≤ ⋅  

где А и В – матрицы, для которых соответствующие операции имеют смысл.  

Зная элементы матрицы А порядка n, определитель которой det 0A ≠  (матрица необособленная), 

можно установить главные элементы. 

Квадратную матрицу обращают в треугольную, если элементы, стоящие выше (ниже) главной диа-

гонали, равны нулю [10]: 

11 12 1

22 2

...

0 ...
,

. . . .

0 0 ...

n

n

nn

t t t

t t
T

t

=  

где 0ijt =  при i > j для верхней треугольной матрицы. 

11

21 22

1

1 2

0 ... 0

... 0
,

. . . .

...
n n nn

t

t t
T

t t t

=  

где 0ijt =  при i > j для нижней треугольной матрицы. 

Например, представить матрицу 

1 1 2

1 5 4

2 4 14

A

−
= −  

в виде произведения двух треугольных матриц Т1 и Т2. 

А = Т1 Т2. 
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Будем искать Т1 и Т2 в виде 

11

1 21 22

31 32 33

0 0

0

t

T t t

t t t

=  и 

12 13

2 23

1

0 1

0 0 1

r r

T r= , 

откуда, перемножив значения Т1 и Т2, получим 

11 11 12 11 13

21 21 12 22 21 13 22 23

31 31 12 32 31 13 32 23 33

1 1 2

1 5 4 .

2 4 14

t t r t r

t t r t t r t r

t t r t t r t r t

−
− = + +

+ + +
 

Перемножив правую часть и прировняв к левому значению, получим систему уравнений  

11 11 12 11 13

21 21 12 22 21 13 22 23

31 31 12 32 31 13 32 23 33

1; 1; 2;

1; 5; 4;

2; 4; 14.

t t r t r

t t r t t r t r

t t r t t r t r t

= = − =
= − + = + =
= + = + + =

 

Решив систему, получим 

11 21 31

22 32 33

12 13 23

1; 1; 2;

4; 6; 1;

3
1; 2; .

2

t t t

t t t

r r r

= = − =
= = =

= − = =

 

Полученные численные значения подставляем в треугольные матрицы Т1 и Т2: 

1

1 0 0

1 4 0

2 6 1

T = −  и 
2

1 1 2

3
0 1

2

0 0 1

T

−

= . 

Для всякой квадратной матрицы, для которой известны верхняя и нижняя обратные треугольные 

матрицы Т1 и Т2, можно определить обратную на основании теоремы [10] 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...
,

. . . .

...

n

n

n n nn

a a a

a a a
A

a a a

=  

имеющую отличные от нуля главные диагональные миноры: 

11 12

1 11 2

21 22

0; 0;...; 0,n

a a
a A

a a
∆ = ≠ ∆ = ≠ ∆ = ≠  

и представить в виде произведения двух треугольных матриц различных структур (нижней и верхней), 

причем это разложение будет единственным, если заранее зафиксировать диагональные элементы одной 

из треугольных матриц. 

В качестве примера рассмотрим матрицу 

1 1 3 4

1 0 3 2

2 2 2 3

1 2 1 1

A
− −

=
−

−

, 

у которой верхняя и нижняя треугольная матрица будет иметь вид 
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1

1 0 0 0

1 1 0 0
,

2 1 2 0

1 1 10 50

T
−

=
−

− −

 2

1 1 3 4

0 1 6 2
.

0 0 1 4,5

0 0 0 1

T =
−

 

Для определения матрицы 1

1T
−  воспользуемся равенством 1

1 1T T E
− = . Тогда имеем 

11

21 22

31 32 33

41 42 43 44

0 0 01 0 0 0 1 0 0 0

0 01 1 0 0 0 1 0 0
.

02 1 2 0 0 0 1 0

1 1 10 50 0 0 0 1

x

x x

x x x

x x x x

−
=

−
− −

 

В соответствии с этим равенством получим систему уравнений 

11 22 32

11 21 22 32 42

11 21 31 33

11 21 31 41 33 43

22 44

1, 2 0,

0, 10 50 0,

2 2 0, 2 1,

10 50 0 10 50 0,

1; 50 1.

x x x

x x x x x

x x x x

x x x x x x

x x

= + =
 − + = − + = − + = =
 + − − = − − =


= − =

 

Отсюда находим 

11 21 31 14 22 32

1 7 1
1; 1; ; ; 1; ;

2 50 2
x x x x x x= = = − = = =

 
42 33 43 44

2 1 1 1
; ; ; .

25 2 10 50
x x x x= − = = − = −  

Следовательно, 

1

1

1 0 0 0

1 1 0 0

1 1 1 .0
2 2 2

7 2 1 1

50 25 10 50

T
− = −

− − −

 

Для определения матрицы 1

2T
−  воспользуемся равенством 1

2 2T T E
− =

 12 13 14

23 24

34

1 1 3 4 1 1 0 0 0

0 1 6 2 0 1 0 1 0 0
.

0 0 1 4,5 0 0 1 0 0 1 0

0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1

x x x

x x

x
=
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Таким образом, 

12 14 24 34

13 23 24 34

23 34

1 0, 3 4 0,

3 0, 6 2 0,

6 0, 4,5 0.

x x x x

x x x x

x x

+ = + + + = 
 + + = + + = 
 + = − = 

 

Откуда 
12 23 13 34 24 14

1; 6; 3; 4,5; 29; 11,5.x x x x x x= − = − = = = − =  Значит, 

1

2

1 1 3 11,5

0 1 6 29
.

0 0 1 4,5

0 0 0 1

T
−

−
− −

=  
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Используя равенство 1 1 1

2 1 ,A T T
− − −=  находим 

1

11 21 7 23

1 0 0 0 100 50 20 100
1 1 3 11,5 6 8 1 291 1 0 0

0 1 6 29 100 25 10 501 1 1 .0
0 0 1 4,5 13 7 1 92 2 2

100 50 20 1007 2 1 10 0 0 1

7 2 1 150 25 10 50

50 25 10 50

A
−

− −

−
− −− −

= =−
−

− − −
− − −

 

Заключение. Представление исходной матрицы, разложенной на диагональную, нижнюю 

и верхнюю треугольные матрицы, показывает сложность практической реализации даже такого 

преобразования. В дальнейшем исследование радиоэлектронной аппаратуры предлагается проводить 

разбиением ее электрической схемы на конструктивные законченные функциональные элементы, что 

позволит получить алгоритмы оптимизации, пригодные для автоматизации процесса обработки. 
 

Исследования, представленные в статье, основаны на научной идее, предложенной доктором тех-

нических наук, профессором В.К. Железняком. 
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ANNEX OF SIGNAL GRAPHS AND MATRIX ANALYSIS 

FOR MATHEMATICAL MODELING OF INFORMATION LEAKS CHANNELS 

 

D. RYABENKO, S. LAVROV 

 

The methodical and computational optimization of new solutions is aimed at eliminating the contradictions 

between the circuit and design parameters and their security. The main scientific and practical problem is aimed at 

the elimination of parasitic information links, thanks to minimization, high density of the layout of open-frame active 

elements, the use of large and extra-large integrated circuits. The technology of mounting multi-layer printed circuit 

boards limits access to measurement and control of parameters and characteristics of circuits. Parasitic communi-

cations due to mutual targeting reduce the speed of control and information exchange. The second problem is the 

protection of radio electronic devices for various purposes from radio interference. 

Keywords: information leakage channels, matrix analysis, security criterion. 
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УДК 621.396 

 

МОДЕЛИРОВАНИЕ И ОБРАБОТКА ОТКЛИКА  

СЛОЖНОГО ЗОНДИРУЮЩЕГО СИГНАЛА ОТ НЕЛИНЕЙНОСТИ  

С АППРОКСИМАЦИЕЙ СТЕПЕННЫМ РЯДОМ 

 

М.М. ИВАНОВ, В.М. ЧЕРТКОВ 

(Полоцкий государственный университет) 
 

Разработана программная модель в среде Matlab, позволяющая моделировать переизлученный 

сигнал от нелинейности с аппроксимацией степенным рядом. Синтезировано несколько видов сложных 

зондирующих сигналов, представленных в виде аддитивной смеси СШП сигнала и негармонического 

СВЧ-сигнала. Проведен спектральный анализ моделируемых переизлученных сигналов. На основании 

результатов анализа произведен выбор и обоснование зондирующего сигнала, при котором переизлучен-
ный сигнал имеет наибольшее значение мощности. 

Ключевые слова: нелинейный радиолокатор, сверхширокополосный сигнал, нелинейный элемент. 
 

Введение. Известно, что применение аддитивной смеси сверхширокополосных (СШП) и сверхвы-

сокочастотных (СВЧ) сигналов в нелинейной радиолокации обусловливает возникновение эффекта их 

взаимной модуляции [1], способного влиять на чувствительность нелинейного радиолокатора (НРЛ) [2]. 

Целью работы является сравнительный анализ сложных зондирующих сигналов, представленных 
в виде аддитивной смеси СШП-сигнала и негармонического СВЧ-сигнала, путем моделирования отклика 
от элементов с нелинейной вольтамперной характеристикой (НЭ) для повышения чувствительности не-
линейного радиолокатора (НРЛ). Для достижения поставленной цели решены следующие задачи: 

–  создания имитационной модели взаимодействия зондирующего сигнала с НЭ; 
–  проведения спектрального анализа переизлученных сигналов от НЭ; 
–  выбора и обоснования зондирующего сигнала, при котором переизлученный сигнал имеет 

наибольшее значение мощности. 
Синтез программной модели. Моделирование проведено для двух случаев нелинейности, ап-

проксимированной степенным рядом: 
–  второго порядка, которая имитирует полупроводник радиоэлектронного элемента [3] и для не-

линейности; 
–  третьего порядка, которая имитирует полупроводник, полученный в результате соединений ме-

таллов или их окислов [3]. 
Для анализа переизлученных сигналов от НЭ при зондировании СШП-сигналом совместно с СВЧ 

используется программная модель (ПМ), реализованная в среде Matlab. Программная модель выполняет 
следующие функции: 

–  генерирование зондирующего сигнала с заданными параметрами; 
–  имитация наличия шума в радиоканале; 
–  моделирование нелинейности с аппроксимацией степенным рядом; 
–  расчет переизлученного сигнала; 
–  спектральное представление зондирующего и переизлученного сигналов. 
При моделировании рассмотрены следующие виды зондирующих сигналов: 
–  СШП-сигнал и мощный гармонический СВЧ-сигнал; 
–  СШП-сигнал и СВЧ-сигнал, частотно модулированный синусоидальным сигналом; 
–  СШП-сигнал и СВЧ-сигнал, частотно модулированный пилообразным; 

–  СШП-сигнал и СВЧ-сигнал, частотно модулированный последовательностью кода Баркера. 
Структурная схема, поясняющая принцип работы ПМ, представлена на рисунке 1. 
Зондирующий сигнал формируется с помощью Matlab модели и экспортируется в модель 

Simulink, где моделируется взаимодействие с нелинейностью. Затем результат моделирования экспорти-
руется в Matlab модель для спектрального анализа. Экспорт и импорт данных осуществляется с помощью 

следующего программного кода: 
 

wave.time = t; % экспорт времени в Simulink 

wave.signals.values = zond'; %экспорт зондирующего сигнала в Simulink 

wave.signals.dimensions =1; 

%% вызов симулинк модели 

  model = 'intermod_sim'; 

  load_system(model) 

  sim(model) 

zondh=simout2.signals.values; % экспорт зондирующего сигнала 

otr=simout.signals.values % экспорт переизлученного сигнала 
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Рисунок 1. – Структурная схема ПМ 

 

На рисунке 2 представлена структура модели Simulink. 

 

 
 

Рисунок 2. – Модель взаимодействия нелинейного элемента с зондируемым сигналом 

 

Функциональное назначение блоков модели Simulink: 

–  блок «From workspace» импортирует из workspace отсчеты зондирующего сигнала; 

–  блоки «Digital Filter Design2» и «Digital Filter Design1» моделируют ограничение нижней часто-

ты передающей и принимаемой антенн соответственно и представляют собой цифровые СВЧ-фильтры; 

–  блок «Fcn» моделирует нелинейность, аппроксимированную степенным рядом второго или тре-

тьего порядка; 

–  блок «To Workspace» экспортирует отсчеты в workspace переизлученного от НЭ сигнала и при-

нятого на приемную антенну НРЛ;  

–  блок «To Workspace1» экспортирует отсчеты в workspace зондирующего сигнала с учетом огра-

ничения его спектра на передающей антенне. 

Считаем, что антенны, используемые на прием и передачу СШП-сигналов, одинаковы, нижняя ча-

стота полосы пропускания которых составляет 450 МГц. 

СШП-сигнал имеет вид последовательности импульсов, форму которых описывает вторая про-

изводная функции Гаусса. Данный вид сигнала широко распространен в СШП-радиолокации [4]. 

Спектр СШП-сигнала находится в диапазоне от 0,5 до 1,5 ГГЦ, а уровень средней мощности составляет 

минус 60 дБм. 

Последовательность таких импульсов частотой 100 МГц и максимальной мощностью – минус 45 дБм 

в Matlab модели описана с помощью кода 
 

N=512; % количество моделируемых точек 

Fs=10e+9; % частота дискретизации 

fp=1/(1e-9); % ширина спектральной плотности СШП сигнала 

t=0:1/Fs:(N-1)/Fs; %формирование временных отсчетов моделирования 

yi=0; 

for i=1:512 

y(i,:) = gauspuls(t-(i*100)/Fs,fp,1); % формирование последовательности 

yi=yi+y(i,1:512);                     % второй производной импульсов Гаусса 

end 
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figure; % вывод на график СШП сигнала в частотной области 

plot(f,fftshift(10*log10(1000/50*abs(fft(yi.*w')/length(yi)).^2)));xlabel('f,Hz'); 

ylabel('Power,dBm') 

figure; % вывод на график во временной области СШП сигнала 

plot(t,yi);xlabel('t,c'); ylabel('U,B') 

 

Моделируемый СШП сигнал во временной области представлен на рисунке 3, а и в частотной – на 

рисунке 3, б. 

 

   
   а              б 

 
Рисунок 3. – Моделируемый СШП-сигнал во временной области (а), в частотной области (б) 

 

Спектральный анализ и результаты моделирования. 

Эксперимент 1. Зондирующий сигнал представляет собой аддитивную смесь СШП и мощного 

гармонического СВЧ-сигналов. Мощность гармонического сигнала задана на уровне минус 4,4 дБм, 

частота – 900 МГц, при этом средний уровень шума составляет минус 50 дБм. Листинг кода модели 

Matlab для моделирования гармонического сигнала выглядит следующим образом: 
 

harmonic=0.5.*sin(2*pi*fn*t); % гармонический сигнал 

Noise=0.02*randn(1,length(t)); % шум 

figure; % гармонический сигнал во временной области 

 

Рассмотрим результаты моделирования. Спектр зондирующего сигнала показан на рисунке 4. 

 

 
 

Рисунок 4. – Спектр зондирующего сигнала 

 

В таком случае спектр переизлученного сигнала от нелинейности, аппроксимированной степен-

ным рядом второго порядка, показан на рисунке 5, а, а от нелинейности аппроксимированной степенным 

рядом третьего порядка – на рисунке 5, б. 
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   а       б 

 

Рисунок 5. – Спектр переизлученного сигнала от нелинейности,  

аппроксимированной степенным рядом второго порядка (а) и третьего порядка (б) 

 

В спектре переизлученного сигнала от нелинейности, аппроксимированной степенным рядом 

второго порядка, появилась удвоенная гармоника СВЧ-сигнала мощностью минус 33 дБм, в диапазоне 

от 1,5 до 1,7 ГГц виден подъем средней мощности до минус 44 дБм, а в диапазоне от 1,9 до 2,5 ГГц – до 

минус 47 дБм. Уровень шума составляет минус 50 дБм. 

В спектре переизлученного сигнала от нелинейности, аппроксимированной степенным рядом тре-

тьего порядка, появились удвоенная и утроенная гармоники СВЧ-сигнала мощностью минус 33 дБм и 

минус 38 дБм соответственно. В диапазоне от 1,5 до 1,7 ГГц значение средней мощности увеличилось до 

минус 44 дБм, в диапазоне от 1,9 до 2,3 ГГц – до минус 45 дБм. Необходимо отметить, что и уровень 

шума вырос до минус 46 дБм. 

Эксперимент 2. Зондирующий сигнал представляет собой аддитивную смесь СШП и частотно мо-

дулированного СВЧ сигнала. Индекс модуляции равен 10, модулирующий сигнал имеет вид синусои-

дального сигнала частотой 3кГц, Формирование данного зондирующего сигнала выполняется с помощью 

следующего программного кода: 
 

tone=5.*sin(2*pi*3e3*t); %генерация тона 

mod=pmmod(tone, fn,Fs,10);% модуляция тоном 

zondfm=mod+yi+Noise; %зондирующий сигнал 
 

Рассмотрим результаты моделирования. Спектр зондирующего сигнала показан на рисунке 6. 

Спектр переизлученного сигнала от нелинейности, аппроксимированной степенным рядом второ-

го порядка, показан на рисунке 7, а и от нелинейности, аппроксимированной степенным рядом третьего 

порядка, – на рисунке 7, б. 

В спектре переизлученного сигнала от нелинейности, аппроксимированной степенным рядом 

второго порядка, присутствует вторая гармоника СВЧ-сигнала мощностью минус 12 дБм, а также 

наблюдается повышение средней мощности в диапазонах от 1,5 до 1,7 ГГц до минус 45дБм и от 1,9 до 

2,5 ГГц до минус 43 дБм, вызванное нелинейным преобразованием СШП-сигнала. 

В спектре переизлученного сигнала от нелинейности, аппроксимированной степенным рядом 

третьего порядка, уровень шума увеличился до минус 44 дБм. Присутствуют вторая и третья гармоники 

СВЧ-сигнала мощностью минус 12 дБм и минус 18 дБм соответственно. Наблюдается повышение значе-

ния средней мощности в диапазонах от 1,5 до 1,7 ГГц до минус 43 дБм, в диапазоне от 1,9 до 2,5 ГГц – до 

минус 44 дБм.  

Уровень мощности второй гармоники на 21 дБм выше уровня мощности второй гармоники при 

проведении эксперимента 1. Аналогичное превышение уровня наблюдается и для третей гармоники. 

Значение средней мощности на частотах в диапазоне от 1,9 до 2,5 ГГц в эксперименте 2 выше на 2 дБм 

чем в эксперименте 1. 

Эксперимент 3. В качестве зондирующего сигнала используется аддитивная смесь СШП и ча-

стотно модулированного СВЧ-сигнала сигналом пилообразной формы частотой 30 кГц. Индекс модуля-

ции равен 10. Ниже представлен программный код моделирования данного сигнала: 
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chirp = 5.*sawtooth(2*pi*30e3*t); % формирование пилообразного сигнала 

mod=pmmod(chirp, fn,Fs,10); % ЧМ модуляция 

zondlchm=mod+yi+Noise; % зондирующий сигнал 

 

 
 

Рисунок 6. – Спектр зондирующего сигнала 

 

   
а             б 

 
Рисунок 7. – Спектр переизлученного сигнала от нелинейности,  

аппроксимированной степенным рядом второго порядка (а) и третьего порядка (б) 

 

Спектр зондирующего сигнала представлен на рисунке 8. 

Спектр переизлученного сигнала от нелинейности, аппроксимированной степенным рядом второ-

го порядка, показан на рисунке 9, а, а от нелинейности, аппроксимированной степенным рядом третьего 

порядка, – на рисунке 9, б. 

В спектре переизлученного сигнала от нелинейности, аппроксимированной степенным рядом вто-

рого порядка, присутствует вторая гармоника СВЧ сигнала мощностью минус 12дБм. В диапазоне от 1,5 

до 1,7 ГГц повышения значения средней мощности не наблюдается, а в диапазоне от 1,9 до 2,5 ГГц сред-

няя мощность увеличилась до минус 42 дБм. 

В спектре переизлученного сигнала от нелинейности, аппроксимированной степенным рядом 

третьего порядка присутствуют вторая и третья гармоники СВЧ-сигнала мощностью минус 12 дБм 

и минус 18 дБм соответственно. Также наблюдается увеличение значения средней мощности в диапа-

зоне от 1,9 до 2,5 ГГц до минус 41 дБм, а в диапазоне от 1,5 до 1,7 ГГц значение средней мощности 

не увеличилось. 
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Рисунок 8. – Спектр зондирующего сигнала 

 

              
а                      б 

 

Рисунок 9. – Спектр переизлученного сигнала от нелинейности,  

аппроксимированной степенным рядом второго порядка (а) и третьего порядка (б) 

 

Эксперимент 4. Зондирующий сигнал представляет собой аддитивную смесь СШП и частотно мо-

дулированного СВЧ-сигнала кодом Баркера длиною 13 символов. Индекс модуляции равен 10.  

Ниже представлен программный код моделирования. 
 

hBCode = comm.BarkerCode('SamplesPerFrame',13, 'Length', 13); %формирование  

seq_barker=step(hBCode);%запись кода в переменную 

seq_barker_t=[]; %пустой массив 

for j=1:13 

    for i=1:40 

    seq_barker_t=[seq_barker_t,seq_barker(j)]; % формирование с таймсэмплами 

    end 

end 

   %figure; plot(seq_barker_t); 

mod=pmmod(0.01.*seq_barker_t(1:512), fn,Fs,10); %модуляция 

zondbark=mod+yi+Noise; %зондирующий сигнал 

 

Спектр полученного зондирующего сигнала показан на рисунке 10. 

Спектр переизлученного сигнала от нелинейности, аппроксимированной степенным рядом второ-

го порядка, показан на рисунке 11, а, а от нелинейности, аппроксимированной степенным рядом третьего 

порядка, – на рисунке 11, б. 

В спектре переизлученного сигнала от нелинейности, аппроксимированной степенным рядом второго 
порядка, мощность второй гармоники составляет минус 12 дБм. Уровень средней мощности увеличился 
до минус 44 дБм и до минус 43 дБм в диапазонах от 1,5 до 1,7 ГГц и от 1,9 до 2,5 ГГц соответственно. 
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Рисунок 10. – Спектр зондирующего сигнала 

 

                
а                  б 

 

Рисунок 11. – Спектр переизлученного сигнала от квадратичной нелинейности (а) и кубической (б) 

 

В спектре переизлученного сигнала от нелинейности, аппроксимированной степенным рядом третьего 
порядка, вторая гармоника СВЧ-сигнала имеет уровень мощности минус 12 дБм, третья – минус 20 дБм. 
Наблюдается повышение значения средней мощности в диапазонах от 1,5 до 1,7 ГГц и от 1,9 до 2,5 ГГц 

до минус 42дБм. Уровень шума составляет минус 42 дБм. 
Заключение.  Сравнительный анализ показал: 
1. Использование аддитивной смеси СШП- и СВЧ-сигналов в качестве зондирующего для НРЛ 

имеет место классический нелинейных эффект возникновения второй гармоники СВЧ-сигнала для полу-

проводниковых НЭ, которые аппроксимируются степенным рядом второго порядка. Для НЭ, представ-
ляющих тип металлических контактных соединений, переизлученный от них сигнал содержит третью 
гармонику. Кроме того, наблюдается эффект взаимной модуляции СШП- и СВЧ-сигналов. 

2. Применение частотной модуляции СВЧ составляющей аддитивной смеси сигнала приводит 
к увеличению мощности переизлученного сигнала для второй и третей гармоник примерно на 21 дБм, 
для СШП части – на 1 – 4 дБм по отношению к эксперименту без модуляции СВЧ-сигнала. 

3. Уровень мощности переизлученного сигнала от НЭ, аппроксимированного степенным рядом 

второго порядка, имеет наибольшее значение при частотной модуляции СВЧ-сигнала кодом Баркера 
(таблица 1). Для НЭ, аппроксимированного степенным рядом третьего порядка, наибольший уровень 
мощности достигает при модулировании СВЧ-сигнала пилообразным сигналом. При этом отмечено, что 
частотная модуляции СВЧ-сигнала приводит к повышению уровня шума на 10 дБм (таблица 2). Для обо-
их типов НЭ наименьший уровень мощности переизлученного сигнала наблюдается при использовании 
гармонического СВЧ-сигнала. 
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Таблица 1. – Результаты моделирования для нелинейностей, аппроксимированных полиномом второй степени 

Вид зондирующего сигнала 

Мощность переизлученного сигнала, дБм 

второй гармоники 
средняя на частотах  

1,5 – 1,7 ГГц 

средняя на частотах  

1,9 – 2,5 ГГц 

СШП + гармонический СВЧ –33 –44 –47 

СШП + частотно модулированный 

тональным сигналом СВЧ 

–12 –45 –43 

СШП + частотно модулированный 

пилообразным сигналом СВЧ 

–12 –50 –42 

СШП + частотно модулированный 

кодом Баркера СВЧ 

–12 –44 –43 

 

Таблица 2. – Результаты моделирования для нелинейностей, аппроксимированных полиномом третей степени 

Вид зондирующего 

сигнала 

Мощность переизлученного сигнала, дБм 
Уровень 

шума, дБм 
второй  

гармоники 

средняя на частотах 

1,5 – 1,7 ГГц 

средняя на частотах 

1,9 – 2,5 ГГц 

третей  

гармоники 

СШП + гармониче-

ский СВЧ 

–33 –44 –45 –38 –50 

СШП + частотно моду-

лированный тональным 

сигналом СВЧ 

–12 –43 –44 –18 –44 

СШП + частотно моду-

лированный пилооб-

разным сигналом СВЧ 

–12 –42 –41 –18 –42 

СШП + частотно моду-

лированный кодом 

Баркера СВЧ 

–12 –42 –42 –20 –42 

 

4. Полученные результаты моделирования показали, что в качестве зондирующего сигнала для 

НРЛ предпочтительней использовать аддитивную смесь СШП-сигнала и частотно модулированного 

СВЧ-сигнала, чем сумму СШП и гармонического СВЧ-сигналов. 
 

Авторы благодарят научного руководителя доктора технических наук, профессора В.К. Железняка 

за оказанную помощь в проводимых исследованиях.  
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MODELING AND PROCESSING OF THE RESPONSE  

OF A COMPLEX SENSING SIGNAL FROM A APPROXIMATED DEGREE OF NONLINEARITY 
 

M. IVANOU, V. CHERTKOV 
 

A software model is developed in the Matlab environment, which makes it possible to model the re-

emitted signal from an approximate power-law series of nonlinearity. Several types of complex sounding signals 

were synthesized, presented as an additive mixture of the UWB signal and a nonharmonic microwave signal. 

Spectral analysis of simulated re-emitted signals is carried out. Based on the analysis results, a probing signal 

was selected and justified, in which the re-emitted signal has the highest power value. 

Keywords: nonlinear radar, ultra-wideband signal, nonlinear element. 



ФУНДАМЕНТАЛЬНЫЕ НАУКИ. Информационные технологии                                                                 № 4 

 

 79

УДК 621.391.82  

 

ТЕСТОВЫЕ КАДРЫ ДЛЯ ОЦЕНКИ ЗАЩИЩЕННОСТИ ЦВЕТНЫХ И ЧЕРНО-БЕЛЫХ 

ВИДЕОИЗОБРАЖЕНИЙ В ТЕХНИЧЕСКИХ КАНАЛАХ УТЕЧКИ ИНФОРМАЦИИ 

 

д-р техн. наук, проф. В.К. ЖЕЛЕЗНЯК, Е.Р. АДАМОВСКИЙ 

(Полоцкий государственный университет) 

 
Предлагается метод оценки качества маскирования видеоизображений в технических каналах 

утечки информации в виде набора тестовых кадров с учетом критериев разборчивости мелкодеталь-

ной и крупноплановой информации, а также информации о цветах. Обосновываются решения, приня-

тые при создании тестовых кадров и производится проверка их эффективности в качестве инстру-

мента для оценки защищенности изображения в технических каналах утечки информации. 

Ключевые слова: технические каналы утечки, защищенность видеосигнала, маскирование видео-
сигналов, тестовый видеокадр. 

 

Введение. Видеодисплейные модули являются источником электромагнитного излучения, содер-

жащего информационный сигнал, который может быть перехвачен и восстановлен. Источниками кана-
лов утечки также могут быть накопители, принтеры, плоттеры, однако основным источником электро-

магнитного излучения является дисплей. Несмотря на то, что мониторы, созданные на базе электронно-
лучевой трубки, повсеместно вытесняются жидкокристаллическими экранами, проблема не исчезает, и 
такие модули по-прежнему требуют разработки методов защиты. Излучаемый сигнал, соответствующий 
видеосигналу, выведенному на монитор, нуждается в маскировании, для того чтобы избежать его пере-
хвата путем использования активного передатчика маскирующего сигнала. Передатчик может быть про-
граммно и аппаратно связан с источником информационного излучения для генерации синхронных адап-
тивных видеошумовых кадров. 

Одной из проблем, связанных с защитой информации, являются способы качественной оценки 
произведенных действий, которые должны быть максимально универсальными и наиболее информатив-
ными в качестве инструментов разработчика и пользователя. 

Различные способы и методы разрушения информации, содержащейся в видеоизображении, ока-
зывают на него различное влияние, которое невозможно свести к строгой количественной оценке, по-
скольку графические объекты имеют множество параметров. Параметр отношения сигнал-шум не может 
служить объективной оценкой степени защищенности информации, а общая визуальная оценка отдель-
ных изображений не способна обеспечить достаточную точность. 

Формирование тестового видеокадра. Для оценки качества маскирования видеосигнала необхо-
дим эталон – тестовый кадр. Это сигнал, соответствующий одному видеокадру, содержащий графиче-
скую информацию, такую как различные линии, символы и фигуры различных размеров и цветов. Ис-
пользование тестовых сигналов – важная составляющая систем обнаружения побочного излучения 
средств вычислительной техники [1], поскольку они обеспечивают воспроизводимость измерений – их 

качество, которые отражают близость друг к другу результатов измерений, выполняемых в различных 
условиях (в разное время, различными методами и средствами) [2].  

Тестовые видеокадры созданы для различных целей: проверка мониторов на цветопередачу, битые 
пиксели, мерцание, резкость, яркость и контрастность, калибровка экрана и другие. Для оценки качества 
маскирования необходим специальный тестовый кадр, который в первую очередь будет учитывать 
именно необходимые для оценки параметры. В качестве таких параметров предлагаются различимость 
крупноплановых и мелкодетальных объектов, их цветопередача и различимость градиентных переходов. 

Целесообразно рассматривать в первую очередь типы графической информации, которые наибо-
лее широко используются в технике и научных исследованиях. Стандартный стиль ведения документа-
ции – это шрифт Times New Roman 9–14 размера черного цвета обычного написания и полужирный для 
заголовков. Для чертежей и технических текстов, согласно [3], используется шрифт, соответствующий 
шрифту ISOCPEUR в MS Word. Сами чертежи всегда содержат набор вертикальных и горизонтальных 

линий различной толщины в качестве элементов рамок, сносок, осей и обозначения самих элементов 
конструкции. 

Мелкодетальная информация. В роли мелкодетальных объектов, как правило, используется тек-
стовая и числовая информация в виде различных символов преимущественно русского и английского 
алфавита, а также знаки препинания. Линейные размеры элементов также определяются параметром 

физического разрешения видеодисплея, которое в современных мониторах превышает качество HD 
(1280×720 пикселей). Поэтому с учетом возможности масштабирования страницы в MS Word для повы-

шения читаемости текста линейные размеры отдельных символов могут составлять 5–14 пикселей 
с наличием внутренней структуры, что и позволяет выделить их как мелкодетальную информацию.  
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Кроме того, следует учитывать технологию субпиксельного рендеринга ClearType, распростра-

ненную в современных персональных компьютерах, использующих программное обеспечение Microsoft 

Windows, которая делает контуры букв более мягкими и удобными для чтения, разрушая резкие перехо-

ды между черным и белым цветами [4]. Данный режим меняет спектр изображения так, что спектральная 

плотность смещается в область низких частот (НЧ) за счет того, что резкие переходы смягчаются. Это 

усложняет задачу разрушения информации, так как составляющие спектра в НЧ-области труднее подда-

ются маскированию. 

На рисунке 1 изображен пример тестового кадра, содержащего текстовую информацию. В общем 

случае, набор символов может быть любым, но для наиболее полной оценки включены все буквы 

русского алфавита в прописном и строчном варианте обычного, полужирного и курсивного начертания 

9–14 размеров шрифтов Times New Roman и ISOCPEUR. Таким образом, площадь отдельных символов 

варьируется от 30 до 120 пикселей. 

 

 
 

Рисунок 1. – Тестовый кадр с текстовой информацией 

 

С помощью рисунка 2 демонстрируется идея точной оценки степени разрушения мелкодетальной 

информации путем установления визуальной различимости строк. На рисунке 2 изображен тестовый кадр 

с текстовой информацией, аддитивно смешанный с шумом при отношении сигнал-шум (ОСШ), рав-

ном –1,5 дБ. 

 

 
 

Рисунок 2. – Тестовый кадр, смешанный с белым шумом (ОСШ = –1,5 дБ) 

 

Таким образом, из рисунка 2 можно установить, насколько сильно может быть разрушена мелко-

детальная текстовая информация при наложении на нее белого шума (ОСШ = –1,5 дБ). Для шрифта 

Times New Roman обычного начертания строчные символы становятся частично доступными для вос-

приятия при размерах свыше 10 размера, для полужирного – свыше 9 размера, для курсивного – свыше 

11 размера. Прописные символы всех начертаний, за исключением курсивного, частично различимы при 

всех размерах. 
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Для оценки степени разрушения информации возможно также использование программ автомати-

ческого распознавания текста. Они способны дать более точный результат, но их эффективность быстро 

падает с увеличением амплитуды шума. 

Крупноплановая информация. В роли крупноплановых объектов используются изображения, 

т.е. силуэты изображенных на них объектов с размером, значительно превосходящим размер единичного 

элемента, то есть пикселя. Такими объектами могут быть, например, контуры летательных аппаратов на 

фоне неба или кораблей на фоне воды. При наличии однородного заднего плана объект четко выделяет-

ся, что затрудняет его маскирование, поэтому именно такой случай необходимо учитывать при создании 

тестового кадра. 

Наиболее оптимальным вариантом является совмещение крупноплановой и мелкодетальной ин-

формации в одном кадре, поскольку контур большого объекта в приближении может носить мелкоде-

тальный характер. Примером является паттерн «шахматное поле», состоящий из черных чередующихся 

квадратов на белом фоне, в свою очередь состоящих из набора вертикальных, горизонтальных полос 

переменной толщины 1–4 пикселя, использованных в работе [5]. На реальных изображениях строго гори-

зонтальные и вертикальные линии встречаются редко, чаще всего контуры объектов представлены слож-

ными кривыми, которые в приближении могут быть рассмотрены как наклонные линии. Поэтому целе-

сообразно внести в существующий паттерн соответствующие изменения (рисунок 3). 

 

  
 

Рисунок 3. – Паттерн «шахматное поле» с диагональными линиями 

 

Одна ячейка размером 140 на 140 пикселей содержит по 14 полос различных направлений. Этот 

тестовый кадр является упрощенным аналогом тестового кадра с текстовой информацией, но здесь 

в первую очередь проверяется эффективность маскирования прямых линий и в крупноплановой инфор-

мации в целом.  

 

 
 

Рисунок 4. – Тестовый кадр «шахматное поле», смешанный с белым шумом (ОСШ = –10 дБ) 

 

При ОСШ = –10 дБ происходит разрушение полос всех типов толщиной 1–2 пикселя, но при этом 

крупноплановые квадраты остаются визуально различимыми. Разрушение крупноплановой структуры 

при наложении цветного белого шума происходит лишь при ОСШ = –20 дБ. Для различных маскирую-
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щих воздействий данные параметры будут отличаться, что и позволит установить эффективность их 

маскирования. 

Цветовая информация. Информация о цвете также является важным параметром. Зачастую изоб-

ражение возможно точно идентифицировать только при условии наличия информации о цветах, например, 

установить тип окружения или принадлежность военной техники какой-либо стране по опознавательным 

знакам. Все современные мониторы работают с 3 цветовыми компонентами: красным (R), зеленым (G), 

синим (B). Их всевозможные сочетания дополнительно формируют цветовое пространство RGB. 

С идентификацией цвета тесно связана различимость градиентов. Реальные изображения, как пра-

вило, содержат множество полутонов, сохранение информации о которых может снизить качество мас-

кирования. Из-за плавности изменения уровней градиенты дают наибольший вклад в область средних 

частот видеосигнала. 

В качестве основы для проверки можно взять цвета из палитры RGB, смешанные с градиентом бе-

лого и черного цвета (рисунок 5). Таким образом, получается новая цветовая карта. По оси х располага-

ются цвета, состоящие из всех возможных сочетаний трех основных цветовых компонент. По оси y из-

меняется насыщенность цвета от 0 (сверху и снизу изображения) до максимального значения (в центре 

изображения). При этом в верхней половине цвета смешиваются с черным цветом, а в нижней – с белым, 

которые являются крайними оттенками серого цвета. 

 

 
 

Рисунок 5. – Тестовый цветной кадр 

 

На рисунке 6 представлен тестовый кадр с цветовой информацией, замаскированный цветным бе-

лым шумом с различными ОСШ. 

 

 
 

Рисунок 6. – Тестовый цветной кадр, смешанный с белым шумом (ОСШ = –10 дБ) 

 

Из рисунка 6 видно, что при воздействии цветным белым шумом на цветовые и яркостные компо-

ненты изображения в первую очередь разрушаются его участки, обладающие низкой насыщенностью.  

При этом в центре, где цвета в наименьшей степени смешаны с оттенками серого, информация о них 

сохраняется. Но при масштабировании изображения, что равнозначно уменьшению площади цветового 

компонента, становится сложнее определить исходный цвет. 
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Для различных методов разрушения информации степень разрушения слабонасыщенных цвето-

вых участков будет различна, что позволит установить их эффективность. 

Без дополнительных инструментов затруднительно точно определить степень разрушения инфор-

мации, поскольку человеческая зрительная система неспособна в таком случае провести четкую границу. 

Для этого предлагается использовать связку инструментов «Пикселизация + Постеризация». Первый 

этап позволяет усреднять цвет на равных произвольных участках изображения, а второй этап уменьшает 

количество оттенков; на практике это приводит к тому, что слабонасыщенные участки становятся серы-

ми. Процент серых областей точно показывает, насколько сильно воздействует маскирующий сигнал на 

тестовый кадр (рисунок 7). 

 

   
а     б 

 

а – ОСШ = –10 дБ; б – ОСШ = –20 дБ 

Рисунок 7. – Обработанные тестовые цветные кадры, смешанные с белым шумом 

 

Из рисунка 7 следует, что при наложении белого цветного шума при ОСШ до –10 дБ ненасыщен-

ная область сохраняется в пределах 50%. При этом границы цветов выглядят относительно ровными. Это 

связано с тем, что инструмент «Постеризация» в данном случае делает серыми участки с насыщенностью 

меньше половины от максимального значения. С дальнейшим уменьшением ОСШ границы цветов ста-

новятся менее четкими, а ненасыщенная область уменьшается. При этом отдельные цветовые участки 

в верхней и нижней границах изображения не будут соответствовать цветам, которые присутствовали 

в этой области в оригинальном изображении. Это вызвано тем, что в слабонасыщенных областях все 

сильнее сказывается влияние случайных цветовых компонент. В итоге оценка степени разрушения 

информации о цветах сведется к определению степени разрушения характерного цветового паттерна 

небольшого разрешения. 

На реальных изображениях цвет сам по себе, без формы, которая ограничивает фигуру, может 

нести незначительное количество информации. Возможным компромиссом является сочетание двух 

тестовых кадров – градиентного поля и паттерна «шахматное поле» (рисунок 8). 

 

 
 

Рисунок 8. – Тестовый цветной кадр «шахматное поле» 
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Рисунок 8 представляет тестовый кадр «шахматное поле», где квадраты раскрашены в цвета из 

палитры RGB, при этом существует градация насыщенности, т.е. цвет объектов плавно смешивается 

с цветом фона по вертикальной шкале. Таким образом, в этом тестовом кадре сочетаются крупноплано-

вые и мелкодетальные объекты, а также информация о цветах. 

Рисунок 9 подтверждает, что объекты с низкой насыщенностью цвета разрушаются сильнее всего, 

причем это утверждение справедливо как для мелкодетальных, так их для крупноплановых объектов. 

Например, для ОСШ = –8 дБ мелкодетальная информация частично сохраняется лишь в квадратах базо-

вых цветов наибольшей насыщенности, но крупноплановая информация разрушается лишь для самых 

слабонасыщенных квадратов, при этом синий и красный компоненты изменяются в меньшей степени, 

чем зеленый, что связано с особенностями человеческой зрительной системы. 

 

 
 

Рисунок 9. – Тестовый цветной кадр «шахматное поле»,  

смешанный с белым шумом (ОСШ = –8 дБ) 

 

Рисунок 10 показывает, что при ОСШ = –8 дБ в крупноплановая и цветовая информация не сохра-

няется лишь для самых слабонасыщенных участков. 

 

 
 

Рисунок 10. – Обработанный тестовый цветной кадр «шахматное поле»,  

смешанный с белым шумом (ОСШ = –8 дБ) 

 

Для оценки разрушения цветовой информации и также информации о крупномасштабных объек-

тах применим тот же метод, что был описан с помощью рисунка 7 (рисунок 10). 

Вывод. Для наиболее полной оценки качества маскирования изображения необходимо учитывать 

такие параметры, как степень разрушения мелкодетальной и крупномасштабной, а также цветовой ин-

формации. Предложены варианты тестовых кадров: набор текстовых символов различного размера 

и написания в качестве мелкодетальной информации и паттерн «шахматное поле», содержащий крупные 

формы в виде квадратов, состоящих из набора горизонтальных, вертикальных и диагональных линий 

различных цветов с различной степенью яркости. 

В отличие от имеющихся средств оценки маскирования изображения, которые подразумевают 

работу в спектральной области [6], предложенные методы рассчитаны на графическое непосредствен-
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ное представление информации и визуальный анализ. Преимуществами являются возможность точно 

установить степень разрушения информации за счет наличия в тестовых кадрах градаций параметров 

подвергаемых маскированию объектов и учет множества параметров, которыми обладает графическая 

информация. 

Комплексный подход к проблеме оценки качества маскирования видеоинформации позволил 

найти различные решения в виде создания и обоснования использования тестовых кадров, позволяющих 

дать визуальную оценку степени защищенности изображения.  
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TEST STAFF FOR EVALUATING THE PROTECTION OF COLOR  

AND BLACK-WHITE VIDEO IMAGES IN TECHNICAL LEAKAGE CHANNELS 

 

V. ZHELEZNYAK, E. ADAMOVSKIY 

 

A method is proposed for assessing the quality of masking video images in technical channels of infor-

mation leakage in the form of a set of test frames, taking into account the criteria for legibility of small-scale and 

large-scale information, as well as information on colors. The decisions made during the creation of test frames 

are substantiated and their effectiveness is checked as a tool for evaluating the image security of technical in-

formation leakage channels. 

Keywords: technical leak channels, video signal security, video masking, test video frame. 
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УДК 621.866+004.7 
 

ИЗБЫТОЧНЫЙ ВЕЙВЛЕТНЫЙ СЛОВАРЬ  

ДЛЯ РАЗРЕЖЕННОЙ ДЕКОМПОЗИЦИИ СИГНАЛОВ ВИБРАЦИИ 

 

Ю.П. АСЛАМОВ, А.П. АСЛАМОВ, канд. тех. наук И.Г. ДАВЫДОВ, А.В. ЦУРКО 

(Белорусский государственный университет информатики и радиоэлектроники, Минск) 

 

Автоматические системы вибрационной диагностики позволяют решать задачу оценки техниче-

ского состояния роторного оборудования без привлечения экспертов. Для повышения качества обра-

ботки нестационарных вибрационных сигналов автоматическими системами предложено проводить 

анализ вибрационных сигналов во временной области на основе разреженной декомпозиции. Рассмотре-

ны вопросы построения избыточного словаря вейвлет-функций для диагностики подшипников качения 

и зубчатых передач. Приведены результаты тестирования алгоритма разреженной вейвлетной деком-

позиции на модельных сигналах.  

Ключевые слова: вибродиагностика, разреженная декомпозиция, базис, вейвлет-преобразование. 

 

Введение. В настоящее время для оценки технического состояния роторного оборудования пре-

имущественно используются методы спектрального анализа на основе преобразования Фурье. При этом 

каждому дефекту оборудования ставится в соответствие набор определенных частот в спектре или спек-

тре огибающей вибрации. Заключение о наличие дефекта оборудования и степени его развития делается 

по результатам сравнения найденного набора частот с некоторым шаблоном [1–3]. Простота и универ-

сальность указанного подхода, а также обширная база шаблонов дефектов, наработанная за время его 

практического применения, обусловили популярность спектральных методов в практике вибрационной 

диагностики промышленного оборудования.  

Однако использование спектральных методов на основе преобразования Фурье как единственного 

и универсального инструмента вибрационной диагностики невозможно по ряду причин: 

1) низкая эффективность диагностики оборудования с нестационарным режимом работы ввиду 

свойств преобразования Фурье; 

2) качество обнаружения дефектов напрямую зависит от полноты и точности составления кинема-

тической схемы оборудования. При этом параметры многих элементов оборудования в процессе эксплу-

атации могут изменяться, что негативно сказывается на точности диагностики; 

3) требуется высокая точность определения скорости вращения вала. 

С одной стороны, указанные недостатки могут быть частично устранены при помощи алгоритмов сле-

жения за частотой, передискретизации сигнала, а также методов уточнения скорости вращения вала [4, 5]. 

С другой стороны, решением могут выступать методы обработки вибрационных сигналов в ча-

стотно-временной области. Вейвлет-преобразование позволяется анализировать особенности сигнала 

с использованием локализованных во времени и по частоте математических функций – вейвлетов. Одна-

ко с точки зрения вибрационной диагностики применение вейвлет-преобразования в основном ограниче-

но построением скейлограммы сигнала для поиска диапазонов частот с высоким удельным энергетиче-

ским вкладом [6, 7]. 

Для вибрационной диагностики подшипников качения и зубчатых передач роторного оборудова-

ния с нестационарным режимом работы авторами статьи предложено анализировать форму вибрацион-

ных сигналов во временной области. С этой целью рассмотрены вопросы построения избыточного сло-

варя вейвлет-функций для алгоритма разреженной декомпозиции. Представлены результаты экспери-

ментов на модельных сигналах. 

Основная часть. Обработка сигналов во временной области базируется на теории аппроксима-

ции. Пусть { }m m
g ∈=

ℕ
B  есть ортонормированный базис гильбертова пространства H , тогда любая 

функция x ∈Η  может быть разложена по этому базису 
 

0

, m m
m

x x g g
+∞

=
= ∑ , 

 

где ,x y  – скалярное произведение. 

В базисах Фурье и вейвлет-базисах для эффективного представления равномерно гладких сигна-

лов может быть использована линейная аппроксимация. При этом вместо представления x всеми скаляр-

ными произведениями { }, m m
x g

∈ℕ
 используются только первые M. 
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Для эффективного представления сигналов с изолированными особенностями используется нели-

нейная аппроксимация. В этом случае сигнал x ∈Η  аппроксимируется M векторами, адаптивно выбран-

ными из ортонормированного базиса { }m m
g ∈=

ℕ
B . Пусть Mx  есть проекция x  на M векторов, индексы 

которых содержатся в MI , тогда сигнал аппроксимации 
 

,

M

M m m
m I

x x g g
∈

= ∑ .          (1) 

 

Погрешность аппроксимации есть сумма оставшихся коэффициентов 
 

22
,

M

M M m
m I

e x x x g

∉
= − = ∑ ,     (2) 

 

где ( )
1/2

2

x x t dt

+∞

−∞

 
 =
  
 
∫ – норма функции ( )x t . 

Чтобы минимизировать погрешность аппроксимации Me , индексы в MI  должны соответствовать 

M векторам, имеющим скалярные произведения с наибольшей амплитудой , mx g . Эти векторы 

наилучшим образом коррелируют с x, поэтому они могут быть интерпретированы как наиболее харак-

терные для x. Погрешность нелинейной аппроксимации обязательно меньше, чем погрешность линейной 

аппроксимации, которая выделяет M векторов аппроксимации независимо от x.  

Во многих случаях для достижения лучших аппроксимаций ортогональностью базисных функций 

пренебрегают. При этом стандартной является практика формирования базиса B  на основе анализируе-

мого сигнала [8]. К преимуществам данного подхода можно отнести гибкость и высокую эффективность 

аппроксимации. 

Вибрационный сигнал может быть эффективно представлен M векторами аппроксимации, вы-

бранными на основе анализа его скейлограммы. Для построения скейлограммы предложено использо-

вать вейвлет Morlet, имеющий минимальное частотно-временное разрешение [9]. Анализ скейлограммы 

подразумевает поиск выраженных областей с высоким энергетическим вкладом (поиск максимумов), 

результатом которого является набор собственных частот оборудования. Однако с точки зрения анализа 

формы вибрационных сигналов в окрестности найденных собственных частот использование одиночного 

базиса, построенного на основе одной базисной функции, не эффективно. 

Комплексные сигналы, такие как аудиозаписи, вибрационные сигналы или изображения, часто со-

держат структуры, которые не могут быть хорошо представлены несколькими векторами некоторого 

одиночного базиса. Действительно, малые словари, такие как базисы, имеют ограниченные возможности 

разреженного представления сигналов. Крупные словари, включающие большое количество шаблонов, 

могут увеличить разреженность и, следовательно, повысить эффективность алгоритмов сжатия, шумопо-

давления и распознавания образов [8]. 

В частности, в работах [10, 11] для эффективного кодирования речевой информации использова-

лась итерационная процедура разложения сигнала по модели gammatone, на основе которой осуществ-

лялся синтез избыточного словаря D . Концепция итерационного разложения сигнала по избыточному 

словарю { }p p∈Γ
= ϕD  семейств вейвлет-функций легла в основу алгоритма разреженной вейвлетной 

декомпозиции [12]. 

Разреженная декомпозиция. Как известно, временной сигнал ( )x t  может быть представлен 

в виде суперпозиции определенных базисных функций { }m m∈ϕ
ℕ

. Тогда выражение для полученной 

аппроксимации ( )Mx t  может быть записано в виде 

 

( ) ( ), ,M m i m m i
m i

x t c t= ϕ − τ∑∑ ,                (3) 

 

где ,m ic  и ,m iτ  – амплитудный коэффициент и временная позиция m-й базисной функции ( )m tϕ  со-

ответственно. Каждой базисной функции mϕ  также ставится в соответствие определенная частота за-

полнения mf . 
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Более общий способ объяснения выражения (3) заключается в том, что базисные функции mϕ  су-

ществуют во все моменты времени сигнала ( )x t , а ненулевые коэффициенты определяют положение 

базисной функции. В этом случае модель (3) может быть записана в виде свертки 
 

( ) ( ) ( )M m m
m

x t c t d= τ ϕ − τ τ∑∫ ,   

 

где ( )mc τ  – амплитудный коэффициент в момент времени τ  для базисной функции mϕ . 

Ошибка аппроксимации Me  определяется выражением (2). 

Выражение (3) описывает декомпозицию сигнала ( )x t  по базисным функциям { }m m∈ϕ
ℕ

, резуль-

татом которой является так называемое разреженное представление (sparse representation) сигнала X. 

Под разреженным представлением сигнала будем понимать совокупность пар амплитудных и временных 

коэффициентов { }( ) 2, , ,
,m i m i m i

c
∈

τ
ℕ

 для каждой базисной функции mϕ , т.е. ( ), ,c= ϕ τX X . В таком случае 

сигнал может быть представлен в виде пиков (spikes) на плоскости «амплитуда-время» для каждой ба-

зисной функции mϕ  (рисунок 3, в). 

Разреженное представление сигнала X является неудобным с точки зрения автоматической обра-

ботки, поэтому вводится понятие спектра базисных функций (БФ-спектр) BF
W . БФ-спектр есть распре-

деление энергии сигнала аппроксимации Mx  по базисным функциям { }m m∈ϕ
ℕ

. Коэффициенты БФ-

спектра рассчитываются как 

 

( ) 2BF
m mw x t= ,            (4) 

 

где ( )mx t  – аппроксимация сигнала ( )x t , соответствующая m-й базисной функции mϕ  с набором  

коэффициентов { }, ,,m i m i i
c

∈
τ

ℕ
 разреженного представления X: 

 

( ) ( ), ,m m i m m i
i

x t c t= ψ − τ∑ .             (5) 

 

Разреженная декомпозиция сигнала (3) есть итерационный процесс. Под одной итерацией деком-

позиции понимается процедура вычитания из сигнала ( )x t  одной базисной функции mϕ  и расчета соот-

ветствующих ей параметров { }( ) 2, , ,
,m i m i m i

c
∈

τ
ℕ

.  

Для остановки процесса декомпозиции может быть применено пороговое правило 

 
2

2

M
E

x

x
≤ η ,                (6) 

 

где Eη  – энергетический порог. 

Однако использование порогового правила (6) затруднительно по причине игнорирования им ка-

чества аппроксимации сигнала, т.е. возможны случаи достижения порога Eη  при высоком значении 

ошибки аппроксимации Me . Поэтому используется пороговое правило вида 

 

( ) 2
1 Me

x t
− ≤ η ,         (7) 

 

где η  – заданный уровень аппроксимации,  0 1< η < .  
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Увеличение количества итераций разложения уменьшает ошибку аппроксимации Me , но увеличи-

вает вычислительную сложность алгоритма. В связи с чем эффективность аппроксимации сигнала ( )x t  

с заданной точностью η  при помощи разреженной декомпозиции (3) обратно пропорциональна количе-

ству итераций декомпозиции (3). Очевидно, что для повышения эффективности декомпозиции требуется 

увеличить количество нулевых коэффициентов X, т.е. повысить разреженность представления сигнала. 

Это достигается выбором базисных функций { }m m∈ϕ
ℕ

 на основе особенности анализируемого сигнала. 

Базис разреженной вейвлетной декомпозиции. Выбор базисных функций mϕ  разреженной де-

композиции не имеет жестких ограничений, кроме тех, что mϕ  должна быть вещественной функцией 

с конечной энергией. Авторами статьи в качестве базисных функций предложено использовать вейвлеты, 

вследствие их хорошей локализации во времени и по частоте и автомодельности получаемых на их осно-

ве базисов. 

Основными объектами вибрационной диагностики, дефектное состояние которых сопровождается 

ударными процессами, являются подшипники качения и зубчатые передачи. В работе [13] авторами бы-

ли предложены вейвлет-функции, предназначенные для обнаружения ударных процессов в сигналах 

вибрации указанных элементах. Для диагностики подшипников качения предложено использовать 

вейвлет MEXP, а для зубчатых передач – вейвлеты MORL и SINP [13]. 

Представленные вейвлеты имеют эффективный, а не компактный носитель, ввиду наличия экспо-

ненциального закона убывания в описывающих их математических выражениях. Под длиной эффектив-

ного носителя понимается интервал, на котором сосредоточена большая часть энергии вейвлета 

 

( )
2

1

2

2 1 2 1 2
, 1

t

t
eff

t dt

T t t t t

ψ

= − > ⇒ = − ε
ψ

∫
△ ,             (8) 

 

где 0,05ε ≤  – доля энергии вейвлета вне эффективного носителя. 

Для вейвлетов MEXP, MORL и SINP длина эффективного носителя effT△  есть функция цикличе-

ской частоты 0ω  и коэффициента формы FF, т.е. 0( , )eff effT T FF= ω△ △ . Нормированная длина эффектив-

ного носителя ( )effT FF△  рассчитывается как 

 

0 0( , )
( )

2

eff
eff

T FF
T FF

ω ⋅ω
=

π
△

△ .                (9) 

 

Из выражения (9) следует, что посредством изменения коэффициента формы FF может быть по-

лучены вейвлеты одного типа ( ){ }0 , i i
FFψ

∈
= ψ ω

ℕ
D  с различными частотно-временным разрешением 

в пределах одной несущей циклической частоты 0ω . Совокупность MEXP-, MORL- и SINP-семейств 

образует словарь базисных функций D  разреженной декомпозиции.  

Оценка формы сигнала во временной области на основе разреженной вейвлетной декомпозиции 

заключается в анализе распределения энергии сигнала по типам вейвлетов и их коэффициентам формы. 

С этой целью для получения стабильного разложения вводится набор правил формирования словаря 

базисных функций D . Процесс формирования словаря D  разреженной декомпозиции в пределах фик-

сированной циклической частоты 0ω  разбит на несколько этапов. 

Шаг 1. Рассчитывается минимальная .eff тinT△  и максимальная .eff тaxT△  нормированные длины 

эффективного носителя формируемого вейвлетного словаря D .  

Минимальная нормированная длина эффективного носителя .eff тinT△  вейвлетного словаря D  

определяется базисной функцией MEXP вследствие того, что ударные импульсы в подшипниках качения 

имеют малую длительность. Эмпирически установлено, что уменьшение коэффициента формы 
MEXP

FF

вейвлета MEXP ниже определенного значения приводит к смещению центральной несущей частоты 
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вейвлета 0f  и, как следствие, смещению его Фурье-образа. Значительное отклонение 0f  от номинально-

го значения может стать причиной некорректной обработки сигналов. Поэтому минимальное значение 

коэффициента формы 
MEXP
тinFF  семейства MEXP выбрано выше 0,878FF ≥  для достижения относи-

тельного сдвига частоты 0f  на уровне 0 1%f <ɶ△ . К тому же минимальное количество осцилляций удар-

ного процесса в подшипниках качения, начиная с которого может быть различим экспоненциальный 

закон убывания, составляет 4effT >△ . По указанным причинам в качестве минимального значения коэф-

фициента формы вейвлета MEXP выбрано 1MEXP
тinFF = , для которого . 4,35eff тinT =△  (осц.). 

Максимальная нормированная длина эффективного носителя вейвлетов .eff тaxT△  ограничивается 

потенциально возможным количеством зубьев на шестернях. В соответствии со справочными материа-

лами [14] количество зубьев в диапазоне [ ]10,100z =  покрывает 90–95% видов зубчатых передач. Так 

как коэффициент формы FF вейвлета AMP соответствует количеству зубьев шестерни с абразивным 

износом [8], то 100AMP
тaxFF ≥ . Максимальное значение коэффициента формы 

MORL
тaxFF  семейства 

вейвлетов MORL определяется как .arg
AMPMORL
eff тaxтaxFF T =  

 
△ , а максимальная нормированная длина 

эффективного носителя вейвлетов словаря должна быть не менее . 68,5eff тaxT ≥△  (осц.).  

Шаг 2. Формируется решетка значений нормированных длин эффективного носителя { }eff i i
T

∈ℕ
△  

по правилу 

 

. 2

i

k
eff eff тini

T T∆ = ∆ ⋅ ,       (10) 

 

где .eff тinT△  – минимальная нормированная длина эффективного носителя вейвлетов, равная для всех 

семейств, т.е. ( ) ( ) ( ).
MEXP MEXP MORL MORL SINP SINP

eff тin eff miп eff miп eff miпT T FF T FF T FF= = =△ △ △ △ ; 

k – коэффициент перекрытия откликов вейвлетов одного семейства [8], k ∈ℕ .  

На рисунке 1 представлен пример отклика семейства вейвлетов MORL на амплитудно-

модулированный сигнал с коэффициентом модуляции m = 0,5. 

 

     

а      б 
 

а – отклик вейвлетов MORL в пределах семейства; б – результирующий отклик семейства MORL 

Рисунок 1. – Отклик семейства вейвлетов MORL на тестовый сигнал 

 

Предложено использовать значение коэффициента перекрытия k = 2, которое обеспечивает нерав-

номерность результирующего отклика семейств базисных функций для различных воздействий на 

уровне 
2 19,82k

dBresp = = −△ дБ (1,01%) [7]. В то же время для k = 1 и k = 0,5 неравномерность отклика 

составляет 
1 14,80k

dBresp = = −△ дБ (3,31%) и 
0,5 10,06k

dBresp = = −△ дБ (9,86%) соответственно.  
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При выбранном значении k = 2 коэффициент корреляции Пирсона между i-м и (i+1)-м вейвлетом 

одного семейства попарно равен 1 1 2( , ) ( , ) 0,9708i i i ir r+ + +ψ ψ = ψ ψ = . 

Шаг 3. Семейство вейвлетов 
ψ
D  формируется на основе решетки значений коэффициентов фор-

мы { }i
i

FF
ψ

∈ℕ
, где ( )arg ii eff

FF T FF
ψ ψ =  

 
△  при ( )i effeff i

T FF T
ψ =△ △ . Все вейвлеты семейства 

( ){ }i i
FFψ

∈
= ψ

ℕ
D  нормируются i

i
i

ψψ = ψ . В результате составлен словарь 

{ }, ,MEXP MORL SINP=D D D D . Значения коэффициентов формы FF и нормированных длин эффективно-

го носителя effT△  вейвлетов представлены в таблице.  

 

Таблица. – Параметры вейвлетных семейств 

Вейвлет Параметры 
Длина эффективного носителя .eff miпT т×△  

1×  2×  2×  2 2×  4×  4 2×  8×  8 2×  16×  16 2×  

MEXP 

(“m”) 

FF 1,02 1,56 2,28 3,32 4,80 6,87 9,78 14,01 20,07 – 

effT△  4,35 6,26 8,74 12,29 17,34 24,46 34,46 48,95 68,69 – 

MORL 

(“g”) 

FF 0,65 1,39 2,75 5,59 10,96 21,95 43,55 86,22 170,71 338,01 

effT△  4,16 6,12 8,82 12,22 17,20 24,66 34,72 48,78 68,28 96,8 

SINP 

(“s”) 

FF 1,01 1,47 2,11 3,01 4,27 6,07 8,60 12,18 17,26 24,46 

effT△  4,34 6,06 8,66 12,26 17,3 24,46 34,56 48,78 68,96 97,1 

– № 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

 

Декомпозицию сигналов (1) по избыточному вейвлетному словарю { }, ,MEXP MORL SINP=D D D D  

будем называть разреженной вейвлетной декомпозицией.  

Результаты и их обсуждение. Для проверки свойств сформированного словаря D  используются 

модельные сигналы. В силу ограниченного объема статьи представлены результаты тестирования только 

на сигналах, имитирующих абразивный износ шестерен зубчатой передачи и выраженный дефект под-

шипника качения. 

Частота зацепления зубчатой передачи определяется выражением 

 

1Zf Z f= ⋅ , 

 

где 
1f  – частота вращения вала (шестерни); 

Z – количество зубьев на шестерне [2, 3]. 

Тогда в соответствии с [15] для имитации сигналов зубчатых передач с дефектами используется 

тестовый сигнал вида 

 

,
,( , ) sin 2 1

i j
i j i

i j

n
s t FF A f t

Z

  
= ⋅ π +    

  
∑∑ ,    (12) 

 

где if  – i-я гармоника частоты зацепления, [Гц]; 

 j – порядковый номер боковых составляющих; 

,i jn  – номер гармоник; 

,i jA  – амплитуда гармоник. 
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Для имитации абразивного износа шестерни используется сигнал (12) с одной гармоникой частоты 

зацепления Zf  и одиночными боковыми валовыми составляющими 1Zf f± . Индекс амплитудной моду-

ляции 0,5m = . 

Для имитации сигналов дефектного подшипника качения используется периодическая последова-

тельность экспоненциальных импульсов вида 

 

( )EXP
0

2
sin exp ,0

( , , )

0, 0

FF
t t t

s t FF

t

 π ω ⋅ − ≤ < ∞  ω = ω 
 −∞ < <

.   (13) 

 

Благодаря коэффициенту формы FF в выражении (13) регулируется скорость затухания ударных 

импульсов. Частота следования импульсов 50F =  Гц. 

Тестирование базиса производится в терминах отклика ( , )resp FFψ [13]. При этом сравниваются 

результирующие отклики семейств вейвлетов 
MEXP
D , 

MORL
D  и 

SINP
D  на тестовые сигналы (12) и (13). 

Результаты сравнения представлены на рисунке 2. 

 

              
а      б 

 
а – амплитудно-модулированный сигнал; б – экспоненциальные ударные импульсы 

Рисунок 2. – Результирующий отклик семейств вейвлетов 

 

Как показано на рисунке 2, семейство вейвлетов MORL обладает в среднем на 1,1–1,6% большим от-

кликом на амплитудно-модулированные сигналы, чем SINP, и на 10,2–13% большим откликом, чем семей-

ство MEXP. В то же время семейство вейвлетов MEXP обладает в среднем на 2,4–2,9% большим откликом 

на экспоненциальные сигналы, чем семейство SINP, и на 7,9–8,4% большим, чем семейство MORL.  

Для анализа формы вибрационных сигналов во временной области используется алгоритм разре-

женной декомпозиции с использование сформированного словаря D . В качестве тестового сигнала x(t) 

выбран (12), энергия которого сосредоточена в узкой полосе частот в окрестности 1Zf = кГц (рису-

нок 3, а, б). Сигнал имеет следующие параметры: коэффициент формы (количество зубьев шестерни Z) 

FF = 25, длительность сигнала T = 1 c, отношение сигнал/шум SNR = 60 дБ, индекс амплитудной модуля-

ции m = 0,5. Указанный сигнал имитирует сильный абразивный износ шестерен зубчатой передачи.  

На рисунке 3, в–д представлены результаты применения разреженной вейвлетной декомпозиции 

к указанному сигналу при заданном уровне аппроксимации 0,95η = . 

Как продемонстрировано на рисунке 3, при заданном уровне аппроксимации η  тестовый сигнал 

полностью восстановлен. Семейство вейвлетов { }MEXP MEXP
i

i∈
= ψ

ℕ

D  обозначено как “m”, семейство 

{ }MORL MORL
i

i∈
= ψ

ℕ

D  обозначено как “g”, a семейство { }SINP SINP
i

i∈
= ψ

ℕ

D  – как “s”. Тогда, например, 

семейство MEXP может быть представлено в виде { 1, 2, , 9}MEXP m m m= …D . Численные индексы в обо-

значениях базисных функций указывают на порядковый номер вейвлета в базисе (см. таблицу). Вейвле-

ты с равными индексами (например, m3 и g3) имеют одинаковую длину эффективного носителя, т.е. 

33 gm
eff eff

T T=△ △  (см. таблицу). Нормированная длина эффективного носителя вейвлетов 
eff i

T
ψ

△  возрастает 

с ростом порядкового номера i. 
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Разреженное представление X (см. рисунок 3, в) тестового амплитудно-модулированного 

сигнала x(t) состоит из 39 пиков с амплитудными и временными коэффициентами ( )( ) 2, , ,
,m i m i m i

c
∈

τ
ℕ

: 

22 пика приходится на вейвлет g6 и 17 пиков на вейвлет g7. Наличие отклика сразу на двух вейвлетах 

объясняется тем, что для заданного количества зубьев шестерни 25Z = (шт.) результирующий отклик 

семейства MORL имеет минимум, заключенный между вейвлетами g6 и g7 (см. рисунок 1). В соответ-

ствии с рисунком 1, а, максимальный отклик вейвлета g6 сосредоточен на 6 20gZ ≈ (шт.), а вейвлета g7 – 

на 7 28gZ ≈ (шт.).  

 

                 
а      б 

 

             
в     г       д 

 
а – сигнал и его аппроксимация; б – спектр сигнала 

в – разреженное представление сигнала; г – компоненты сигнала аппроксимации; 

д – нормированный БФ-спектр 

Рисунок 3. – Разреженная вейвлетная декомпозиция амплитудно-модулированного сигнала 

 

По виду БФ-спектра может быть сделан вывод о наличие выраженных амплитудных-модуляций, 

которые в большинстве случаев свойственны зубчатым передачам при абразивном износе шестерен, 

а также может быть оценено количество зубьев дефектной шестерни при отсутствии кинематической 

схемы оборудования. 

Следует отметить, что другие дефекты зубчатых передач, такие как излом зубьев или повышен-

ный зазор между шестернями, имеют иные шаблонные формы во временной области. Поэтому они могут 

быть обнаружены по концентрации энергии сигнала на других базисных функциях спектра. Например, 

при обработке вибрационного сигнала подшипника качения с дефектом колец или тел качения наиболь-

шим откликом обладают вейвлеты MEXP (или MORL с низкими значениями коэффициента формы). 

О степени развития дефекта можно судить по разреженности БФ-спектра. 
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Заключение. В работе рассмотрены вопросы построения избыточного словаря вейвлетов для раз-

реженной декомпозиции вибрационных сигналов. Словарь декомпозиции предложено формировать на 

базе семейств вейвлетов MEXP, MORL и SINP. В статье представлены результаты тестирования избыточ-

ного словаря на модельных сигналах, имитирующих дефекты зубчатых передач и подшипников качения. 

Предложен способ диагностики роторного оборудования на основе анализа спектра базисных функций 

разреженной вейвлетной декомпозиции. Дальнейшие исследования предлагается направить на разработ-

ку шаблонов дефектов подшипников качения и зубчатых передач с точки зрения спектра базисных 

функций, а также на анализ границ применимости предложенного способа. 
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SPARSE DECOMPOSITION OF VIBRATION SIGNALS  

BY WAVELET REDUNDANT DICTIONARY 

 

Y.P. ASLAMOV, A.P. ASLAMOV, I.G. DAVYDOV, A.V. TSURKO 

 

Automatic systems of vibration-based diagnostics allow to solve problems of estimation of a technical 

condition of rotary equipment without involvement of experts. The quality of vibration-based diagnostics of rota-

ry equipment with non-stationary work conditions by automatic systems can be improved by estimation of wave-

form of vibration signals on the basis of sparse decomposition. The problems of construction of redundant dic-

tionary for diagnosis of rolling bearings and gearings are reviewed in article. The paper also presents the re-

sults of sparse wavelet decomposition testing on model signals. 

Keywords: vibration-based diagnostics, sparse decomposition, basis, wavelet transform. 
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УДК 621.396 

 

АНТЕННАЯ СИСТЕМА ДЛЯ МАЛОГАБАРИТНОГО ТЕСТОВОГО  

ГЕНЕРАТОРА РАДИОПОМЕХ 

 

А.В. ТОЛМАЧЕВ, В.М. ЧЕРТКОВ 

(Полоцкий государственный университет) 

 
Рассмотрен порядок работы, проведенной в ходе решения вопроса выбора антенной системы для 

малогабаритного тестового генератора радиопомех. Описаны основные требования, предъявляемые 

к антенной системе. Представлены результаты модулирования антенны в программном обеспечении 

FEKO и результаты натурного эксперимента измерения параметров разработанной антенны. 
 

Ключевые слова: зеркальная антенна, тестовый генератор радиопомех, диаграмма направлен-

ности, FEKO. 

 
Введение. Малогабаритный тестовый генератор радиопомех (МТГР) применяется для испытаний 

работы радиолокпационного оборудования и радиолокационных станций (РЛС) в условиях широкого при-

менения противником средств радиоэлектронной борьбы с использованием различных тактических прие-

мов. Таким образом, перед тем, как начать разработку МТГР необходимо провести анализ технических 

характеристик РЛС. 

Как правило, абсолютное большинство РЛС обнаружения целей предназначена для решения следу-

ющего спектра задач: 

–  автоматического обнаружения, измерения первичных координат (азимут, дальность), радиальной 

скорости воздушных объектов (самолет, вертолет, крылатая ракета, воздушный шар); 

–  автоматического обнаружения и сопровождения трасс воздушных объектов при воздействии ак-

тивных и пассивных помех и выдачи радиолокационной информации на систему дистанционного управ-

ления (СДУ); 

–  автоматического распознавания классов воздушных объектов (самолет, вертолет, крылатая ра-

кета, воздушный шар, нераспознанная цель); 

–  определения азимута постановщиков активных шумовых помех (АШП). 

Практически все типы РЛС обладают возможностью кругового поиска воздушных объектов неза-

висимо от типа конструкции их антенной системы. 

При проведении испытаний генератор помех по азимуту можно расположить в любом направлении 

относительно РЛС. Однако, исходя из данных об угле места, приходим к выводу, что генератор радиопо-

мех необходимо располагать либо на том же уровне, что и станция, либо под положительным углом, либо 

учитывать ослабление помехи при отрицательных углах. На основании этого можно сделать вывод, что 

диаграмма направленности антенны разрабатываемого генератора помех должна обладать достаточно уз-

конаправленными свойствами, а также иметь возможность работы в достаточно широком спектре излуча-

емого сигнала. 

В ходе проектирования малогабаритного тестового генератора радиопомех возник вопрос разра-

ботки антенной системы, которая должна была удовлетворять следующим требованиям: 

1. Простота конструкции. 

2. Возможность использования антенной системы в различных частотных диапазонах. 

3. Формирование осесимметричной (игольчатой) диаграммы направленности – диаграммы с отно-

сительно узким основным лепестком, т. е. антенна должна обладать хорошими направленными свой-

ствами, т. к., это необходимо для создания необходимого уровня мощности сигнала помехи на входе при-

емного устройства радиолокационной станции (а это, в свою очередь, возможно только при использовании 

помехи направленного типа). 

4. Антенна должна обеспечивать невысокий уровень бокового излучения. 

5. Высокий коэффициент использования поверхности (КИП) антенны. 

6. Высокий коэффициент полезного действия (КПД) антенны. 

7. Высокий коэффициент эффективности антенны. 

Основная часть. Выбор источника излучаемого сигнала обусловил применение зеркальной ан-

тенны для эффективной работы в заданном диапазоне частот [2]. 

Зеркальными называют антенны, в которых требуемые направленные свойства обеспечиваются за 

счет отражения электромагнитной волны от металлического зеркала (рефлектора) определенного про-
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филя. Источником электромагнитной волны, падающей на зеркало, является какая-либо слабонаправлен-

ная антенна, называемая облучателем [1]. В разрабатываемом генераторе помех в качестве облучателя ис-

пользуется прямоугольный волновод (его можно отнести к направленным апертурным антеннам со сла-

быми направленными свойствами), в котором располагается лавинно-пролетный диод. 

Антенны, имеющие зеркала с центральной симметрией, формируют осесимметричные (игольчатые) 

амплитудные диаграммы направленности. Параболоцилиндрические и кругоцилиндрические антенны 

имеют веерные диаграммы направленности с существенно различной шириной главного лепестка в пер-

пендикулярных плоскостях.  

Целью данной работы является проектирование, создание, моделирование и испытание антенны – 

генератора помех направленного типа. Для создания необходимых направленных свойств целесообразно 

использовать антенну с игольчатой диаграммой направленности, т.е. использование параболических ан-

тенн [1]. 

Из всех типов зеркал наилучшими фокусирующими свойствами обладают параболические. Пара-

бола является геометрическим местом точек, равноудаленных от некоторой прямой (директрисы) и точки 

(фокуса F), не совпадающей с этой прямой (показано на рисунке 1). Следовательно, с учетом обозна-

чений на рисунке 1 для точки А, произвольно выбранной на параболе, выполняется уравнение  

FA + AB = const. Из этого равенства следует, что 

 

FA+AB = 2F, 

 

где F – фокусное расстояние, равное удалению вершины параболы от фокуса и от директрисы [1]. 

 

 
 

Рисунок 1. – Геометрия зеркальной параболической антенны 

 

Из определения параболы следует ее основное свойство: сумма расстояний от фокуса F до лю-

бой точки А на параболе и от этой точки А до точки А' на раскрыве зеркала есть величина постоянная 

(FA + AА' = const). Благодаря указанному свойству оптические пути от фокуса до точек раскрыва оказы-

ваются одинаковыми, вследствие чего сферическая волна, создаваемая точечным облучателем, помещен-

ным в фокус, после отражения от параболоида вращения превращается в плоскую. Соответственно цилин-

дрическая волна, создаваемая линейным облучателем, преобразуется в плоскую параболическим цилин-

дром. В обоих случаях на излучающем раскрыве параболических антенн поле является синфазным, чем 

достигается высокая направленность излучения [1]. 

Существенно, что равенство оптических путей в параболических зеркалах обеспечивается незави-

симо от длины волны. Поэтому параболические зеркальные антенны обладают хорошими диапазонными 

свойствами, определяемыми фактически полосой пропускания облучателя и питающего его волновода. 

На основании вышеизложенного была выбрана зеркальная антенна на параболоиде вращения. Па-

раболоид вращения – это наиболее простая конструкция из всех параболических антенн с центральной 

симметрией, формирующая игольчатую диаграмму направленности. 

Диаграмма направленности параболоида вращения. В системе координат, выбранной согласно 

рисунку 1, уравнение параболоида вращения имеет вид 

 

2 2x pz= ; 0z ≥ ,          (1) 

 

где p = 2F – параметр параболы. 
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Линия Oz, проходящая через вершину параболоида и его фокус, называется оптической или фокаль-

ной осью. Угол 2ϑ0, под которым из фокуса F видны края параболоида вращения, называется углом 

раcкрыва зеркала. Круг радиусом R0 образует апертуру (раскрыв) зеркала. Расстояние z0 от вершины зер-

кала до раскрыва называют глубиной зеркала. Если z0 < F, то параболоид вращения является мелким, или 

длиннофокусным, если же z0 > F – глубоким, или короткофокусным. Глубина зеркала, радиус раскрыва и 

фокусное расстояние связаны между собой: 
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= .           (2) 

 

Принято решение использовать поверхность зеркала с радиусом R0 = 12,5 см. Подставив в фор-

мулу (2) R0 = 12,5 см, а глубину z0 = 5 см, получено фокусное расстояние F = 7,8 см.  

Расчет поля излучения параболоида вращения опираясь на строгие аналитические методы техниче-

ски сложен. Из приближенных методов в инженерной практике наибольшее распространение получил 

апертурный метод. Суть его сводится к приближенной оценке амплитудно-фазового распределения поля 

на раскрыве зеркала с последующим применением теоремы перемножения, где диаграмма направленности 

элемента излучения представляет диаграмму направленности источника Гюйгенса, а множитель системы 

определяется видом амплитудно-фазового распределения на раскрыве и формой излучающей апертуры. 

При этом расчет амплитудно-фазового распределения поля на раскрыве осуществляется с учетом следую-

щих допущений: 

1) токи и касательные составляющие поля на «неосвещенной» поверхности зеркала принимаются 

равными нулю; 

2) не учитывается дифракция волн на кромке зеркала; 

3) не учитывается теневой эффект облучателя, т. е. последний считается точечным; 

4) внутренняя поверхность зеркала располагается в дальней зоне облучателя; 

5) не учитывается влияние зеркала на характеристики облучателя [1]. 

Перечисленные допущения существенно упрощают расчет диаграммы направленности параболо-

ида вращения при удовлетворительном для инженерной практики совпадении результатов расчета с экс-

периментом в области главного лепестка амплитудной диаграммы направленности (АДН). 

При расчете АДН разрабатываемой антенны при помощи программы CADFEKO использован ана-

логичный метод, который учитывает все вышесказанные допущения. 

Напомним, что с увеличением угла раскрыва зеркала ширина главного лепестка увеличивается, что 

объясняется увеличением спада амплитудного распределения к краям зеркала. Очевидно, что увеличение 

ширины АДН облучателя при заданном угле раскрыва зеркала вызовет обратный эффект. 

Сделанные допущения позволяют существенно упростить задачу расчета АДН. В частности, со-

гласно первым трем допущениями излучающую апертуру можно считать круглой с радиусом R0. 

Обобщенным показателем качества любой антенны, учитывающим в совокупности ее направ-

ленные свойства и эффективность, как преобразователя энергии является коэффициент эффективно-

сти, равный 

 

g A A A= ξ η ,                 (3) 

 

где Aξ  и Aη  – КИП и КПД антенны соответственно [1]. 

Величины Aξ  и Aη зависят от угла раскрыва зеркала. Мощность, подводимая к зеркальной ан-

тенне, частично расходуется на нагрев элементов конструкции (тепловые потери), рассеяние на краях зер-

кала, облучателе и его деталях. Кроме этого, мощность, излучаемая облучателем, не полностью перехва-

тывается и переизлучается зеркалом. Соответственно КПД зеркальной антенны можно представить в виде 

произведения 

 

А Т Д Пη = η η η ,                (4) 

 

где Тη , Дη , Пη  – коэффициенты тепловых, дифракционных потерь и перехвата соответственно [1]. 
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Проанализировав полученные значения коэффициентов, можно отметить, что для параболоида 

вращения тепловые и дифракционные потери невелики ( Т Д 0,8...0,9η η = ), а их величина незначи-

тельно зависит от геометрических параметров зеркала и облучателя. Коэффициент перехвата вычис-

ляется по формуле 

П
ОБЛ

ЗP

P

Σ

Σ
η = ,                 (5) 

 

где      ЗPΣ  – мощность, перехватываемая и излучаемая зеркалом;  

ОБЛPΣ  – мощность излучения облучателя. 

Коэффициент использования поверхности параболоида вращения, в отличие от КПД, при заданных 

форме и ширине амплитудной диаграммы направленности облучателя, монотонно уменьшается с ростом 

угла раскрыва зеркала [1]. Действительно, при малом угле раскрыва зеркала амплитудное распределение 

'( )E ρ  поля на раскрыве оказывается практически равномерным ввиду того, что ОБЛ ( ) 1F ϑ ≈  при 0'ϑ > ϑ . 

С увеличением угла 0ϑ  амплитудное распределение поля ( )E ρ  на раскрыве существенно спадает к его 

краям, что приводит к снижению коэффициента использования поверхности [1]. 

Изменение коэффициентов Aξ  и Aη  обусловливают согласно равенству (3) экстремальный харак-

тер зависимости коэффициента эффективности. Оптимальное значение угла раскрыва 0optϑ  зависит от 

формы и ширины главного лепестка АДН облучателя. Так, при сужении АДН облучателя величина 0optϑ  

уменьшается. В процессе расчета установлено, что для обеспечения максимального коэффициента эффек-

тивности уровень облучения краев зеркала должен составлять примерно минус 10 дБ относительно уровня 

облучения его середины. При этом ширину главного лепестка АДН параболоида вращения ориентиро-

вочно можно оценить как  

0,5 0,5
0

2
2

С
R

λθ = ,                        (6) 

где 0,5С  – коэффициент, определяющий вид амплитудного распределения поля, для зеркальных антенн 

выбирают из диапазона от 65  до 75° . 

Подставив в формулу (6) следующие значения λ  = 3 см, а R0 = 12,5 см, получим ширину главного 

лепестка  0,52 7,8°θ = . Таким образом, используемая в малогабаритном передатчике радиопомех зеркаль-

ная антенна обеспечивает формирование относительно узкой диаграммы направленности [1]. 

Максимальный коэффициент направленного действия (КНД) антенны определяется по формуле 

 

max Г А2

4
D S

π= ξ
λ

,        (7) 

где 1Аξ ≤  – коэффициент использования поверхности, а ГS  – геометрическая площадь апертуры (см2). 

По теоретическим данным [1], КНД может составлять 4 610 ...10 , подставив значения, рассчитанные 

в ходе проектирования антенны, в формулу (7), получаем 686 (28,4 дБ).  

Проведенные вычисления позволили сделать вывод, что зеркальная антенна наиболее полно удо-

влетворяет требованиям, предъявляемым к антенной системе: 

1. Простота конструкции по сравнению с фазированной антенной решеткой или различными ще-

левыми антеннами. 

2. Обеспечение работы на различных частотах в любой произвольный момент времени. 

3. Ширина основного лепестка разрабатываемой зеркальной антенны 0,52 7,8°θ = . 

Проектируемая зеркальная антенна удовлетворяет всем вышеперечисленным требованиям. В даль-

нейшем именно ее используем в качестве антенной системы передатчика помех. 

Моделирование антенны. В процессе разработки и проектирования передатчиков СВЧ-энергии 

всегда приходится сталкиваться со значительным объемом работ, существенную часть которых занимают 

расчеты конструкции излучающей системы, расчеты основных параметров формируемого поля, а также 
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вида и параметров диаграммы направленности антенны. В ходе проектирования и разработки основной 

антенны выбор был остановлен на зеркальной антенне в виде параболоида вращения. Для упрощения рас-

четов и уменьшения времени, затрачиваемого на них, была использована методика с применением компь-

ютерных программ [3]. 

Главный инструмент – программа FEKO, которая нашла много сторонников, работающих в области 

проектирования СВЧ-устройств вместе с HFSS, CST, MWO и другими коммерческими программами.  

Особое место среди задач, решаемых в ходе расчетов при проектировании радиоэлектронной 

аппаратуры, занимают задачи излучения и рассеяния электромагнитных волн. Их отличие от задач 

анализа печатных или волноводных схем состоит в необходимости определения поля в области боль-

ших электрических размеров (под электрическим размером понимается отношение геометрического 

размера антенны к длине волны в свободном пространстве). Дискретизация больших областей порож-

дает задачи огромной размерности. Поэтому использование многих «стандартных» методов здесь за-

ведомо неэффективно. В этом случае строгие методы электродинамики необходимо дополнить так 

называемыми асимптотическими методами: физической оптики, геометрической теории дифракции 

и т.д. Гибридные подходы, использующие физическую оптику и геометрическую теорию дифракции 

ГТД, реализованы в системе FEKO [3]. 

Главной особенностью программы FEKO, отличающей ее от других коммерческих программ про-

ектирования СВЧ устройств и моделирования электромагнитного излучений, является удачное сочетание 

базового метода моментов с приближенными аналитическими методами: методом физической оптики 

и однородной теории дифракции. Такое сочетание позволяет преодолеть главный недостаток программ 

компьютерного моделирования высокочастотных структур: большие затраты ресурсов при моделирова-

нии объектов с размерами много большими длины волны. В результате появляется возможность решения 

таких задач, как рассеяние радиоволн на самолете или корабле и распространение радиоволн в городских 

условиях, с высокой точностью. Ключевой задачей можно считать решение проблемы облучения парабо-

лической антенны, которая описана методом геометрической оптики, рупорной антенной, представленной 

прямоугольным волноводом [3].   

С помощью программы FEKO v.5.2 была смоделирована зеркальная антенна передатчика на частоте 

10 ГГц. В ходе исследований получена модель зеркальной антенны, для которой рассчитаны параметры 

дальнего поля (обзор по углу θ  осуществлен в секторе 60°, шаг по углу θ  выбран 0,5° для получения 

наилучшей точности в последующем анализе диаграммы направленности) и получена трехмерная диа-

грамма направленности антенны, представленная на рисунке 2. 

 

 

 
Рисунок 2. – Трехмерная диаграмма направленности антенны, полученной в программе FEKO 
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Анализ результатов моделирования. Рассчитанная диаграмма направленности имеет не со-

всем осесимметричный вид. Это объясняется тем, что при проектировании модели в программе FEKO 

к излучающему элементу подключался лишь один питающий порт к началу линии, поэтому возбуж-

дение линии происходит от начала к концу. Это соответствует реальной ситуации, когда происходит 

формирование и прохождение домена через лавинно-пролетный диод, который излучает сигнал в ре-

альном передатчике. 

Основная мощность излучаемого поля передается в плоскости XZ, в связи с этим большее внимание 

сосредоточено на изучении характеристик поля именно в этой плоскости. 

По результатам моделирования коэффициент направленного действия основного лепестка состав-

ляет 23,8 дБ. Опираясь на теоретические расчеты, был определен максимальный КНД антенны по формуле 

(7), где коэффициент Aξ принят равным 1. Подставив эти значения, получаем maxD = 28,4 дБ. Следова-

тельно, теоретические расчеты и результаты моделирования в компьютерной программе FEKO оказались 

близки друг к другу, что говорит о правильном построении модели. Отличия в этих значениях объясняются 

более точным расчетом коэффициента использования поверхности антенны в модели, а также несиммет-

ричностью диаграммы направленности. 

В горизонтальной плоскости получен лишь один лепесток. Его максимум соответствует макси-

мальному значению КНД в данной плоскости 1,31 дБ. Однако излучающий элемент расположен в вер-

тикальной плоскости, и значит поля в горизонтальной плоскости быть не должно. Наличие поля в этой 

плоскости объясняется явлением кроссполяризации. Это вызывает уменьшение коэффициента исполь-

зования поверхности антенны. Уровень кроссполяризационной составляющей тем меньше, чем меньше 

отношение 
0

f
R

. В нашем случае это отношение составляет 0,625. 

Боковые лепестки имеются они только в вертикальной плоскости. Интерес для нас представляют 

ближайшие лепестки, так как именно в основном лепестке и в них сосредотачивается до 98% мощности 

излучаемого сигнала. Рассмотрим ближайшие четыре лепестка. Уровни их мощностей составляют (слева 

направо): 5,3; 0,7; 2,42; 3,71 дБ. 

Коэффициент усиления антенны определяется как произведение КНД и КПД. Коэффициент полез-

ного действия антенны составляет 0,809814, соответственно коэффициент усиления – 22,9 дБ. Если срав-

нивать коэффициент усиления и КНД антенны, то можно отметить, что происходит ослабление мощности 

излучаемого сигнала на 0,9 дБ. Это ослабление объясняется потерями энергии в излучающем волноводе 

вследствие отражения от основной антенны, а также явлением кроссполяризации. 

В результате моделирования АДН ширина основного лепестка по уровню 0,5 составляет 7°30' . Рас-

четное значение ширины лепестка определяется по формуле (6) и имеет значение 7°48' . Проведенные 

теоретические расчеты оказались весьма близки к данным, полученным при компьютерном моделирова-

нии. Различие можно объяснить тем, что с помощью программы FEKO получено более точное значение 

коэффициента, определяемого амплитудным распределением поля 0,5С  и несимметричностью диаграммы 

направленности. 

Результаты натурного эксперимента. После сопоставления теоретических расчетов и результа-

тов модулирования был реализован макетный образец разрабатываемой антенны. Натурный экспери-

мент проводился в условиях, где генератор радиопомех размещался на треноге, которая имела градус-

ную шкалу в азимутальной плоскости. В качестве измерительной антенны использовалась детекторная 

секция с присоединенной к ней рупорной антенной, благодаря которой удалось оптимизировать направ-

ленные свойства приемной антенны в целом. На рисунках 3 и 5 приведены результаты натурного экспе-

римента в вертикальной и горизонтальных плоскостях соответственно. На рисунках 4 и 6 – результаты, 

полученные при помощи моделирования в программе FEKO в тех же плоскостях. 

Как видно из рисунков 3 – 6, форма и вид диаграмм направленности, полученных в ходе модели-

рования и проведения натурного эксперимента, близки друг другу. В реальной диаграмме направленно-

сти антенны имеются такие же несимметричности, как и в промоделированной, которые объясняются 

появлением и прохождением доменов через пролетную область лавинно-пролетного диода (расширение 

АДН в области положительных углов). Ширина диаграммы направленности антенны в вертикальной 

плоскости составила 0,52 8°18'θ = , а в горизонтальной – 0,52 10°30 'θ = . Полученные данные схожи с 

результатами эксперимента, что говорит о правильности произведенных расчетов. Различия получен-

ных значений в ходе натурного эксперимента и модулирования объясняются тем, что реальная антенна 

имеет форму близкую к параболоиду, а не идеальный параболоид. Кроме того, следует отметить, что 

при моделировании не учитывается затекание токов на обратную сторону зеркала. 
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Рисунок 3. – Результаты натурного эксперимента 

(АДН антенны в вертикальной плоскости) 

Рисунок 4. – Результат моделирования  

(АДН антенны в вертикальной плоскости) 

 

 
 

Рисунок 5. – Результаты натурного эксперимента 

(АДН антенны в горизонтальной плоскости) 

Рисунок 6. – Результат моделирования   

(АДН антенны в горизонтальной плоскости) 

 
По полученным в результате натурного эксперимента данным был произведен расчет КНД антенны: 

 

max

0,5верт 0,5гор

36000
10lg 26,2

2 2
D = =

θ θ
 дБ. 

 

Эти данные также близки к результатам теоретического расчета и моделирования. 

Таким образом, используемая в данном передатчике антенная система позволяет получить характе-

ристики, удовлетворяющие требованиям, предъявляемым к малогабаритному передатчику помех. Для 

сравнения в таблице приведены результаты, полученные при теоретическом расчете, моделировании 

и натурном эксперименте. 
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Таблица. – Результаты моделирования, расчета и эксперимента 

Параметр Теоретический расчет Моделирование Эксперимент 

Ширина основного лепестка 

диаграммы направленности 

антенны 0,52θ  

0,52 7 48'θ = °  0,52 7°30'θ =  0,52 8°18'θ =  

Коэффициент направленного 

действия maxD  

28,4 дБ 23,8 дБ 26,2 дБ 

 

Заключение. В качестве антенной системы была выбрана зеркальная антенна, которая наиболее 

полно удовлетворяла требованиям, предъявляемым к антенной системе МТГР. Выполнены теоретические 

расчеты и моделирование антенной системы с помощью компьютерной программы FEKO. Проведенный 

сравнительный анализ теоретического расчета и модулирования показал, что полученные данные почти 

идентичны. Натурным экспериментом подтверждены результаты модулирования и продемонстрировано 

их соответствие заданным требованиям при проектировании антенны для малогабаритного тестового ге-

нератора радиопомех. 

При разработке антенны передатчика получена игольчатая диаграмма направленности с минималь-

ной шириной главного лепестка, минимальным уровнем бокового излучения; при этом на раскрыве зер-

кала формируется плоский фронт электромагнитной волны. 
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ANTENNA SYSTEM FOR SMALL-SIZED TEST GENERATOR RADIO 

 

A. TOLMACHEV, V. CHERTKOV 

 

The article reflects the order of work on solving the issues of choosing an antenna system for a small-sized 

test jamming generator. The basic requirements for the antenna system are described. The results of antenna 

modulation in the FECO software are presented. The results of a full-scale experiment on measuring the param-

eters of a developed antenna are described. 

Keywords: mirror antenna, jamming generator, direction pattern, FEKO. 
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МЕТОДИКА ИССЛЕДОВАНИЯ КАНАЛОВ СВЯЗИ  

В СЕТЯХ БУДУЩЕГО С НЕОДНОРОДНЫМ ТРАФИКОМ 

 

д-р техн. наук, проф. В.Б. ТОЛУБКО, д-р техн. наук, проф. Л.Н. БЕРКМАН,  

д-р техн. наук, проф. Л.П. КРЮЧКОВА, канд. техн. наук, доц. О.Н. ТКАЧЕНКО  

(Государственный университет телекоммуникаций, Киев) 

 

Проанализированы требования, которые предъявляются к пакетам различных типов. Определе-

ны временные задержки пакетов для восьми вариантов значений интенсивностей и длин пакетов при 

использовании каналов связи с различными пропускными способностями. Получено выражение для опре-

деления пропускной способности канала связи в зависимости от размера пакетов всех типов и доли 

речевых пакетов в общей нагрузке (k). Предлагается оценивать необходимую пропускную способность 

для всего диапазона изменения доли речевых пакетов k. Рассмотрены предельные случаи, когда 0k →  

и 1k → . Получены выражения для нижней и верхней границы пропускной способности канала связи 

и оценка эффекта использования пропускной способности канала. Проведены расчеты пропускной 

способности канала связи при различных значениях параметров нагрузки и ограничений на задержку 

пакетов. 

 

Ключевые слова: пакет, трафик, сеть, конвергентность, мультисервисность, неоднородный, 

время, задержка, пропускная способность. 

 

Введение. Эффективность функционирования телекоммуникационной сети в значительной степе-

ни определяется временными задержками при передаче данных между пользователями сети. Минимиза-

ция задержек в сетях с однородным трафиком обеспечивается на этапе проектирования с использованием 

математических моделей массового обслуживания с однородным потоком заявок [1]. В настоящее время 

все большее распространение получают конвергентные мультисервисные сети, характерной чертой ко-

торых является неоднородность трафика [2, 3]. 

Неоднородность трафика заключается в передаче по конвергентной сети пакетов нескольких ти-

пов (видео, аудио, речевых, текстовых пакетов и т.д.), к которым предъявляются различные требования 

[3]. Эти требования формулируются в виде ограничений на время доставки пакетов различных типов. 

В основном, это средние ограничения *
iτ , которые влияют на среднее время iτ задержки пакетов в кон-

вергентной сети при условии  

iτ < 
*
iτ  ( )1,i n= , 

где n – количество типов пакетов в сети. 

Исследование и анализ среднего времени задержки пакетов предлагается выполнять с использова-

нием математических моделей массового обслуживания с неоднородным потоком заявок, что позволит 

оценить эффект влияния пропускной способности канала связи на показатели качества при передаче 

пакетов различных типов. При этом актуальной становится задача выбора параметров пакетов, критич-

ных к задержкам в конвергентной сети [4]. 

Решение этой задачи позволит выполнить анализ свойств систем передачи данных и сформулиро-

вать рекомендации для проектирования конвергентных сетей, в частности, оценить задержку и необхо-

димую пропускную способность каналов связи. 

Основная часть. Для оценки эффективности передачи трафика в конвергентной сети как базовую 

модель канала связи целесообразно использовать систему массового обслуживания с неоднородным 

потоком пакетов n типов, поступающих в канал связи с интенсивностями λ1, …, λn. 

Обозначим: 

V – пропускная способность канала связи; 

Li – средняя длина пакета i-го типа. 
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Для случая когда пакеты одного класса имеют одинаковую длину, а потоки пакетов являются са-

мыми простыми, средняя задержка пакета i-го типа при использовании метода управления трафиком на 

основе относительных приоритетов определяется выражением (1): 

2

1

1

1 1

n
Lj j

Lj i
i Vi i

V L V Li i i i
j j

  
  λ ⋅∑
  =  τ = +
    −
    − λ ⋅ ⋅ − λ ⋅∑ ∑
    = =    

, ( )1,i n= .          (1) 

 

В таблице 1 представлены результаты расчета временных задержек пакетов для восьми вариантов 

значений интенсивностей и длин пакетов при использовании каналов связи с различными пропускными 

способностями. 

 

Таблица 1 – Результаты расчета временных задержек пакетов 
 

λi, c
–1 Li, бит 

Vk, кбит/с 

128 192 

τi, с 
 

 

  

 

Анализ результатов, представленных в таблице 1, и графических данных, представленных на ри-

сунке 1 позволяет сформулировать следующие выводы: 

1. Для обеспечения минимальной задержки передачи пакетов при пропускной способности канала 

128 кбит/с целесообразно использовать длинные пакеты с малой интенсивностью или короткие пакеты, 

но с большей интенсивностью. 

2. При поступлении пакетов большей интенсивности и длины создаются практически недопусти-

мые задержки, превышающие установленное для речевых пакетов ограничение в 150 мс при пропускной 

способности канала 128 кбит/с.  

3. При увеличении пропускной способности канала связи в 1,5 раза (с 128 до 192 кбит/с) задержки 

для пакетов всех типов и вариантов уменьшаются более чем в два раза и не превышают установленные 

для речевых пакетов ограничения – 150 мс. 

Одной из важных задач на этапе проектирования конвергентных сетей является определение тре-

бований к пропускной способности каналов связи. Очевидно, что эти требования существенно зависят от 

нагрузки, создаваемой пакетами данных, и ограничений, накладываемых на величину задержки пакетов, 

к которым относятся, например, речевые. 

Рассмотрим случай, когда ограничения заданы на среднее время задержки речевых пакетов в виде 

 

*
i iτ < τ . 

 

Положим, что размеры пакетов всех типов одинаковые (Li = L = 64 байт для всех), а доля речевых 

пакетов в общей нагрузке составляет (0 1)k k≤ ≤ , то есть 

 

1 kλ = ⋅ Λ . 

j i,
2

5

10

20

2

5

10

20

0.16

0.129

0.099

0.074

0.26

0.285

0.315

0.346

0.087

0.067

0.047

0.03

0.11

0.126

0.146

0.167

j i,
41.2·10
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Рисунок 1. – Зависимость временных задержек пакетов от изменения интенсивностей  

и длин пакетов при использовании каналов связи с различными пропускными способностями 

(τ1 при Vk = 128 кбит/с, τ2 при Vk = 192 кбит/с) 

 

Тогда, решая неравенство 
*

i iτ < τ  с учетом (1), получим, что пропускная способность канала свя-

зи должна выбираться из условия 

 

1

2 2
1 1 4

* * *2
1 1 1

L
V k k

 
     ⋅ Λ  > + ⋅ Λ + ⋅Λ − +   τ τ τ     
 

.            (2) 

 

Выражение в правой части неравенства (2) представляет собой нижнюю границу пропускной спо-

собности Vk канала связи, которую необходимо иметь для передачи k речевых пакетов с заданным высо-

ким показателем качества. В процессе проектирования конвергентных сетей обычно достаточно сложно 

задать k речевых пакетов в общей нагрузке. В то же время эта доля в течение суток может изменяться 

в значительных пределах. В связи с этим предлагается оценивать необходимую пропускную способность 

для всего диапазона изменения k. Для этого рассмотрим предельные случаи, когда 0k →  и 1k → . 

Тогда из условия (2) получим нижнюю (3) и верхнюю (4) границы пропускной способности канала 

связи и эффект использования пропускной способности канала (5): 

 

1

21 1 4
min * 2* *2

1 1 1

L
V

 
  ⋅ Λ  = + +  τ τ τ   
 

,     (3) 

 

1
max *

1

V L

 
 = + Λ
 τ 

,       (4) 

 

Δ = (Vmax – Vk) / Vk     (5) 
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В таблице 2 представлены результаты расчета пропускной способности канала связи при различ-

ных значениях параметров нагрузки и ограничений на задержку пакетов. Для качественной передачи 

речевого трафика допустимая задержка составляет 150 мс. 

 

Таблица 2 – Результаты расчета пропускной способности канала связи 

Задержка 

ограниче-

ния, 

1

*τ , мc 

Интенсив-

ность, 

с–1 

Доля  

речевых 

пакетов, 

k 

Пропускная способность, кбит/с Эффект, % 

Vk Vkmin Vkmax δ 

150 

 

300 

 

 

Анализ полученных результатов показывает, что снижение требований к пропускной способности 

каналов связи позволяет: 

–  уменьшить допустимую задержку в несколько раз при минимальном увеличении пропускной 

способности канала;  

–  при увеличении нагрузки (интенсивности Λ) и оптимальном выборе типа пакета увеличивается 

эффект использования пропускной способности каналов связи; 

–  с уменьшением доли k речевых пакетов в общей нагрузке эффект использования пропускной 

способности каналов связи увеличивается. 

  

Рисунок 2. – Зависимость эффекта (%) использования пропускной способности каналов связи  

от коэффициента (k) при ограничениях на задержку пакетов 150 мс (δ1) и 300 мс (δ2). 
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Заключение. Предлагаемая модель исследования каналов связи мультисервисной сети позволяет 

определить пропускную способность канала и оценить эффект, который достигается за счет оптимально-

го выбора интенсивности и типа пакета. 
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RESEARCH METHODOLOGY COMMUNICATION CHANNELS  

IN FUTURE NETWORKS WITH HETEROGENEOUS TRAFFIC 

 

V.B. TOLUBKO, L.N. BERKMAN, L.P. KRYUCHKOVA, О.N. TKACHENKO 

 

The requirements for various types of packages are analyzed. The time delays of packets for eight vari-

ants of values of intensities and lengths of packets are determined at use of communication channels with vari-

ous throughputs. An expression is obtained for determining the capacity of the communication channel, depend-

ing on the size of all packets and the proportion of voice packets in the total load (k). It is proposed to estimate 

the necessary throughput for the entire range of the change in the share of speech packets k. Limit cases are 

considered when 0k →  and 1k → . Expressions were obtained for the lower and upper bounds of the capacity 

of the communication channel and the effect of using the channel capacity. Calculations of the capacity of the 

communication channel for various values of load parameters and restrictions on the delay of packets. 

 

Keywords: packet, traffic, network, convergence, multi-service, heterogeneous, time, delay, bandwidth. 
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ПРОГРАММНОЕ ОБЕСПЕЧЕНИЕ OLP ПРОМЫШЛЕННЫХ РОБОТОВ-МАНИПУЛЯТОРОВ 

 

Л.А. ЛОБОРЕВА 

(Могилевский государственный университет продовольствия) 

 

Приведен обзор известных САПР и систем автономного программирования промышленных ро-

ботов, которые позволяют создавать 3D-модели, проводить предварительное тестирование путем 

имитационного моделирования в виртуальной среде, оптимизировать траектории и алгоритмы управ-

ления промышленными роботами. 

Ключевые слова: робот-манипулятор, САПР, offline-программирование, язык программирования.  

 

Введение. При разработке робототехнических комплексов требуется специализированное про-

граммное обеспечение для 3D- и динамического имитационного моделирования процессов. Создание 

траектории движения робота методами offline-программирования (OLP) состоит из нескольких этапов. 

На первом – создаются точные CAD-модели (CAD – Computer Aided Designed – система автоматизиро-

ванного проектирования) всех узлов роботизированной ячейки: деталей, технологической среды, робота, 

инструмента, оснастки и т.д. На втором этапе роботизированная технологическая ячейка моделируется 

в виртуальной 3D-среде. На следующем этапе рассчитываются опорные точки траектории движения 

робота-манипулятора для его перемещения к детали и выполнения технологических операций. Траекто-

рии должны удовлетворять ряду требований: отсутствие столкновений, оптимальность по количеству 

и качеству движений, обеспечение качества позиционирования, минимизация операций по времени, 

обеспечение должной скорости приводов робота, обеспечение точности следования необходимой траек-

тории при контурном управлении (например, вдоль линии сварного шва с учетом его глубины и углов 

расположения рабочего инструмента) и т.п. После расчета и проверки траектории ее нужно перевести на 

язык управляющего контроллера конкретной модели робота для реализации в условиях производства. 

1. САПР для создания геометрических моделей при OLP. САПР (система автоматизации про-

ектных работ, система автоматизированного проектирования) – программный пакет, предназначенный 

для проектирования (разработки) объектов производства, а также оформления конструкторской и/или 

технологической документации. Чем точнее исходные данные об элементах роботизированной ячейки 

и рабочей среды, тем точнее планируется траектория робота. На практике достаточно сложно рассчитать 

все 3D-модели с большой точностью и учесть все особенности реальных объектов (рисунок). 

 

 
 

Рисунок. – Виртуальная модель и ее реальные прототипы 

 

Особенно проблематично учитывать при моделировании расположение навесного оборудования, 

проводок, шлангов водо- и газоснабжения, смонтированных на роботе и изменяющих свое положение 

при перемещении его звеньев. Некоторые CAD-модели, служащие основой для OLP, могут создаваться 

на стадии разработки производственных изделий и продукции в САПР.  

Компоненты многофункциональных САПР имеют три специализации: CAD, САМ, САЕ. Модули 

CAD (Computer Aided Designed) предназначены для выполнения графических работ, САМ (Computer 

Aided Manufacturing) – для решения задач технологической подготовки производства, CАЕ (Computer 

Aided Engineering) – для инженерных расчетов, анализа и проверки проектных решений. 

В настоящее время для создания 2D- и 3D-моделей используется более 60 программных пакетов 

САПР разного уровня. Наиболее распространены системы для создания базовых графических модулей 

CAD с дополнительными приложениями. В таблице приведен перечень наиболее популярных программ-



ФУНДАМЕНТАЛЬНЫЕ НАУКИ. Информационные технологии                                                                 № 4 

 

 109

ных продуктов с функциями создания CAD- или CAM-моделей (система контроля и автоматического 

управления). Разработчики указаны с учетом слияния и объединения компаний [1–11].  
 

Таблица. – Наиболее используемые программные продукты и их разработчики 

Программный продукт Разработчик Программный продукт Разработчик 

Alphacam Vero Software (HEXAGON) NCGCAM NCG CAM Solutions 

ArtCAM Delcam (Autodesk) NX Siemens PLM Software 

Autodesk Mechanical 

Desktop 

Delcam (Autodesk) PartMaker Delcam (Autodesk) 

BobCAD-CAM BobCAD-CAM PEPS Vero Software (HEXAGON) 

CAM-TOOL C&G Systemslnc. PowerMILL Delcam (Autodesk) 

CAMWorks Geometric Technologies SharpCam SharpCamLtd. 

CATIA DassaultSystemes SolidCAM/InventorCAM SolidCAM 

CimatronE CimatronGroup Space-E NTT DATA ENGINEERING SYS 

Creo (Pro-E) PTC SprutCAM «Спрут-Технология» 

DUCT Delcam (Autodesk) SurfCAM Vero Software (HEXAGON) 

Edgecam Vero Software (HEXAGON) Tebis Tebis Technischelnf. AG 

ESPIRIT DP Technology Tehtran NIP-Informatica 

Featurecam Delcam (Autodesk) T-FLEX CAD Топ-Системы 

GeMMa 3D NTC Gemma TopSolid Missler Software 

GibbsCAM CimatronGroup Unigraphics EDS 

GO2cam GO2cam International VISI Vero Software (HEXAGON) 

I-DEAS SDRC VisualCAD/CAM MecSoftCorporation 

Inventor HSM/HSMWorks HSMWorks (Autodesk) WorkNC Vero Software (HEXAGON) 

HiperMILL OPEN MIND ZW3D ZWSOFT 

Mastercam CNC Software КОМПАС АСКОН 

 

Приведем примеры функциональных возможностей некоторых САПР. 

Крупнейшим в мире поставщиком программного обеспечения для автоматизированного проекти-

рования является компания Autodesk Inc, которая с 1982 года разрабатывает программные продукты, 

позволяющие создавать цифровые модели. Технологии Autodesk используются для визуализации, моде-

лирования и анализа поведения разрабатываемых конструкций на ранних стадиях проектирования 

и позволяют увидеть, а также испытать модель в виртуальной среде [12]. 

MicroStation – это профессиональная, высокопроизводительная система для 2D/3D-автоматизиро-

ванного проектирования и выполнения работ, связанных с черчением, конструированием, визуализацией, 

анализом, управлением базами данных и моделированием. 

Система CATIA (Computer Aided Three-dimensional Interactive Application) – одна из самых рас-

пространенных САПР высокого уровня. Это комплексная CAD/CAM/САЕ система, включающая ин-

струменты 3D-моделирования, подсистемы программной имитации сложных технологических процес-

сов, развитые средства анализа и единую базу данных текстовой и графической информации [4]. 

SolidWorks – система для автоматизированного проектирования, инженерного анализа и подго-

товки производства изделий разной сложности и назначения.  

Существуют и специализированные приложения, например, SprutCAM предназначена для разра-

ботки управляющих программ (УП) оборудования с ЧПУ, являющегося предшественниками роботов.  

СПРУТ (Система проектирования универсальных технологий) – интегрированная метаинструмен-

тальная языковая среда для создания сквозных САПР по принципу RAD-технологии (RAPID 

APPLICATION DEVELOPMENT TOOLS). 

T-FLEX CAD – первая в мире САПР с геометрической параметризацией, построена на базе ядра 

Parasolid фирмы Unigraphics Solutions и содержит средства 3D-проектирования, модули конечно-

элементного и динамического анализа. Имеет специализированные приложения T-FLEX ЧПУ 2D и 3D 

(система подготовки программ для станков с ЧПУ) и T-FLEX NC Tracer (система имитации процесса 

обработки детали на станке с ЧПУ по готовой управляющей программе [5]  

САПР верхнего уровня Pro/ENGINEER – это CAD/CAM/CAE система, которая охватывает все 

сферы проектирования, технологической подготовки производства и изготовления изделия. Наличие 

прямого доступа в систему поддержки жизненного цикла изделия Windchill PDMLink позоляет относить 

Pro/ENGINEER к PLM-системам (PLM – Plant Lifecycle Management – управление жизненным циклом 

промышленного объекта) [8]. 

КОМПАС – САПР, которая имеет возможности оформления проектной и конструкторской доку-

ментации согласно стандартам серии ЕСКД и СПДС. Версия КОМПАС-3D предназначена для трехмер-

ного проектирования [9].  
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Отметим программные продукты для комплексной автоматизации конструкторского проектирова-

ния и технологической подготовки производства, разрабатываемые компанией «Интермех» (Беларусь). 

Программы для автоматизированного конструкторско-технологического проектирования используются 

от разработки конструкторской документации (Cadmech) с последующим автоматизированным выпус-

ком текстовых конструкторских документов СП, ВС, ВП, ПЭ (AVS) до ведения сетевого иерархического 

архива предприятия с возможностью ведения проектов и документооборота предприятия (Search). Си-

стема проектирования трехмерных параметрических деталей и сборок (Cadmech Desktop) позволяет ре-

шать задачи 3D-конструкторского проектирования. Приложение CADMECH SW предназначено для 

создания моделей деталей и сборочных единиц, оформления чертежей в среде SOLIDWORKS, выпуска 

текстовых конструкторских документов (спецификации любых форм, ведомости спецификаций и т.д.).  

Многие САПР позволяют сохранить модель в файле с таким расширением, который доступен 

в других системах проектирования, например, ACIS, IGES, Parasolid, STEP, STL, VRML, однако при 

переносе модели в другой пакет часть функций может быть потеряна. Большинство создаваемых в опи-

санных САПР моделей могут импортироваться в системы автономного программирования роботов.  

Некоторые производители роботов размещают на официальных сайтах их CAD-модели. Например, 

фирма ABB предлагает CAD-модели своих роботов в следующих форматах: Validation, DXF/DWG 2D, 

SAT, SW, STEP, PARASOLID, VDА, VRML, IGES, IGRIP, STL, VRML, ROBCAD, RobotStudio, IGRIP, 

и CAD-модели позиционеров в форматах: ACIS, IGES, PARASOLID, SAT, SOLIDWORKS, STEP [11]. 

2. Системы автономного программирования роботов. Системы аналитического программиро-

вания роботов делятся на два типа. Первый состоит из автономных систем, ориентированных на узкий 

класс роботов. К таким относятся VAL (Unmation), Sigla (Olivetti), AML (IBM), MCL (McDonnell Doug-

las), ACRAMITIC (Cincinnati Milacron) и др. Системы второго типа входят в состав универсальных или 

специализированных робототехнических САПР/САТПП в виде самостоятельных модулей. Наиболее 

известными системами автономного программирования, используемыми при тестировании алгоритмов 

управления промышленных роботов, являются пакеты Tecnomatix ROBCAD, RobotStudio, CimStation, 

IGRIP, Robotworks, ROBOMAX, FAMOS robotic. Рассмотрим их возможности подробнее. 

Tecnomatix (разработчик Siemens PLM Software) – это комплексный пакет для построения схемы 

производственного процесса, проектирования, моделирования, проверки и производства, основанный на 

принципах PLM производственной платформы Teamcenter. Tecnomatix 9 имеет функцию автоматической 

генерации траекторий роботов. В программное обеспечение Tecnomatix ROBCAD (другое название  

eM-Workplace) входит набор программ для проектирования, имитации и автономного программирования 

производственных роботизированных систем. Он состоит из различных специализированных модулей, 

включая ROBCAD/Line, ROBCAD Spot, ROBCAD/Paint, ROBCAD/Drill, ROBCAD/Arc, ROBCAD/Fixture, 

ROBCAD/Man, ROBCAD/Laser и ROBCAD/Onsite. В пакет можно импортировать данные из основных 

промышленных САПР (CATIA, NX, Pro/Engineer), а также транслировать данные из нейтральных форма-

тов (IGES, DXF, VDAFS, SET, SLT, STEP, JT). ROBCAD позволяет моделировать и синхронизировать 

работу роботов и вспомогательного оборудования, имеет инструменты для разработки траектории дви-

жения и ее оптимизации, подготовки УП робота [2]. 

Программный интерфейс для разработки дополнительных приложений обеспечивает доступ 

к функциям и алгоритмам ядра, включая геометрию, кинематику, планирование траекторий движения 

и графику. В дополнение к имеющейся библиотеке промышленных роботов ROBCAD позволяет созда-

вать новые модели манипуляторов и оборудования, задавать их кинематику. При 3D-симуляции динами-

чески осуществляется проверка столкновений для предотвращения повреждения элементов оборудова-

ния, оснастки, деталей. Механизм RRS (realistic robot simulation), основанный на использовании ориги-

нального программного обеспечения контроллера робота, позволяет оценивать время и траекторию дви-

жения с достаточно высокой точностью. 

ROBCAD содержит модуль OLP, который позволяет моделировать движение манипуляторов и за-

гружать проверенную программу в контроллер робота. Доступны интерфейсы большинства промышлен-

ных роботов ведущих производителей. После настройки всех параметров модуль OLP генерирует УП 

для загрузки в контроллер. Созданная программа учитывает реальные условия эксплуатации робота 

(скорости и ускорения движения робота, блокировки при входе в зоны возможного столкновения с дру-

гими роботами, окружающим оборудованием и т.д.). Модуль также позволяет импортировать программы 

из контроллера робота для их оптимизации и повторного использования.  

Модуль Calibration пакета ROBCAD предназначен для точного сопоставления положения элемен-

тов модели и реальной ячейки. После процесса калибровки программа автоматически корректируется, 

и робот будет достигать заданных точек без ручной корректировки их реального положения. Продукт 

работает и с другими средствами калибровки, в том числе Dynalog и Krypton. 

Операции закладки деталей, присадки, ручной сварки, механического крепежа механизмов вы-

полняет человек. Модуль Human служит для моделирования, анализа и оптимизации ручных операций. 
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Приложение Tecnomatix Human Performance позволяет помещать в виртуальную среду биомеханически 

точные цифровые манекены человека обоих полов и разных габаритов и анализировать их поведение. 

Ручные операции могут моделироваться одновременно с работой роботов и механизмов. Использование 

технологии цифрового манекена позволяет проверить обзорность, зоны доступности предметов, удоб-

ство их расположения, оценить вероятность травмирования людей. В ROBCAD доступно создание 

HTML-отчетов о ячейках и последовательности операций (SOP). Отчет включает изображения и данные, 

полученные из ячеек, детальные отчеты по роботам, инструменту, механизмам, моделям человека, свар-

ным точкам, а также анимации в виде VRML. Такие функции недоступны другим пакетам. 

Tecnomatix Process Simulate – программный продукт для моделирования и проверки технологиче-

ских процессов в трехмерной графической среде. Результатом моделирования является «цифровой двой-

ник» производства (Digital Twin), который используется для проверки и оптимизации техпроцесса, гене-

рации УП роботов, виртуальной пуско-наладки автоматизированных линий, обеспечения эргономиче-

ских требований. Базовый функционал пакета обеспечивает создание траекторий перемещения, анализ 

кинематики оборудования, проверку на столкновения с деталями, оснасткой и другим оборудованием, 

расчет времени цикла, выбор применяемого инструмента и др. Проверенные траектории движения могут 

экспортироваться в виде программного кода на языке контроллера робота. Для симуляции ручных опе-

раций применяется модуль Process Simulate Human, который использует технологию и цифровой мане-

кен Jack.  

RobotExpert – программный продукт в составе Tecnomatix, выполняющий трехмерную симуляцию 

отдельных промышленных роботов или небольших роботизированных комплексов, проводящий оптими-

зацию траекторий и генерацию УП для роботов. RobotExpert построен на ядре Process Simulate, имеет 

общий с ним пользовательский интерфейс и аналогичную поддержку форматов данных и контроллеров 

роботов. В отличии от Process Simulate, предназначен исключительно для работы на файловой системе, 

без использования PLM-системы управления данными [13]. 

Для расширения функциональных возможностей имеется открытый программный интерфейс, ко-

торый позволяет разрабатывать собственные подключаемые модули. Основной функционал пакета сов-

падает с Process Simulate и включает: 

− симуляцию работы по циклограмме; 

− анализ статических и динамических столкновений; 

− симуляцию кинематики оборудования; 

− поддержку технологических процессов на основе траектории; 

− анализ достижимости в рабочей зоне робота; 

− расчет времени цикла работы (поддерживается технология RRS); 

− поддержку различных типов контроллеров промышленных роботов; 

− генерацию УП на основе симуляции; 

− средства твердотельного моделирования; 

− импорт геометрических моделей из основных форматов САПР. 

Основные ограничения по сравнению с Process Simulate таковы: 

− отсутствуют функции поддержки дискретных процессов (точечной контактной сварки, сверле-

ния, клепки); 

− не поддерживается управление симуляцией на основе сигналов оборудования; 

− отсутствуют дополнительные модули: поддержки манекена человека, виртуальной пуско-

наладки и др. 

Результат симуляции – проверенные траектории движения – можно экспортировать в виде про-

граммного кода на языке контроллера робота. 

Аналогами RobotExpert являются программные средства симуляции от изготовителей промыш-

ленных роботов: RobotStudio компании ABB, KUKA.Sim Pro от фирмы KUKA, RoboGuide компании 

Fanuc. 

RobotStudio – пакет для моделирования и оптимизации роботизированных ячеек, который позво-

ляет импортировать данные в основных CAD-форматах (IGES, STEP, VRML, VDAFS, ACIS и CATIA). 

Используя CAD-модель обрабатываемой детали, можно автоматически сгенерировать положение робота, 

перемещающегося по заданной кривой. Редактор программ (ProgramMaker) генерирует программы для 

роботов, а также обеспечивает возможность разработки и отладки программ в режиме offline.  

В RobotStudio при симуляции программы выбранные объекты автоматически проверяются на 

столкновения, в результате чего выводится цветовая диаграмма, которая используется для интерактивно-

го изменения параметров и определения необходимого поворота вокруг оси инструмента в каждой кон-

кретной точке по всей траектории движения инструмента.  
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RobotStudio может обнаруживать сингулярности движений робота и выдавать предупреждение 

для их предотвращения. Инструмент для отслеживания имитационного моделирования (Simulation 

Monitor) обеспечивает визуальный контроль оптимизации движений робота. Красными линиями указы-

ваются цели, которые можно оптимизировать для получения наиболее эффективной траектории движе-

ния манипулятора. Для уменьшения продолжительности рабочего цикла можно оптимизировать скоро-

сти и ускорения рабочей точки инструмента (TCP) или отдельных осей. 

Для адаптации и расширения функциональности RobotStudio пользователь может создавать мак-

росы на языке VBA. 

Написанная для робота программа может без промежуточных трансляций загружаться в систему, 

благодаря технологии VirtualRobot компании ABB. Ее основой является ABB VirtualController – точная 

копия программного обеспечения, управляющего роботизированными системами на производстве.  

Программа MasterCAM (разработчик CNC Software), дополненная приложением Robotmaster, поз-

воляет осуществлять offline-программирование промышленных роботов известных производителей 

(KUKA, ABB, Fanuc, Motoman и др.). В системе Robotmaster (создатель приложения jabez technologies) 

траектория инструмента создается сначала в среде Mastercam по правилам программирования обработки 

на станках с ЧПУ, после этого она пересчитывается в движения сочленений робота с учетом его кинема-

тики. При симуляции доступна проверка и оптимизация программы. С помощью постпроцессора созда-

ются готовые УП для указанных выше роботов. В программе можно одновременно управлять 11 осями, 

что недоступно в других пакетах [14]. 

Получить исходные данные можно из файла CAD-программы в нейтральном формате или с по-

мощью трансляторов данных для файлов IGES, Parasolid, SAT (ACIS solids), AutoCAD (DXF, DWG, 

и Inventor TM файлы), SolidWorks, Solid Edge, STEP, EPS, CADL, STL, VDA, и ASCII, CATIA, Pro/E. 

Встроенные библиотеки конфигураций роботов обеспечивают: 

– выбор производителя роботов; 

– выбор и назначение операционных параметров: навесного оборудования на манипуляторе, дан-

ных о рабочей плоскости и инструментах на навесном оборудовании, параметров для выполнения рабо-

чих и вспомогательных движений, принципа отслеживания положения основной оси инструмента; 

– выбор параметров устройств, обеспечивающих дополнительные линейные перемещения и пово-

роты (максимально допустимое количество: три управляемые линейные направляющие и 2-осевой пово-

ротный стол, однако в современных позиционерах осей может быть больше). 

Специальные средства Robotmaster позволяют подкорректировать и оптимизировать движение 

манипулятора, используя возможность поворота инструмента вокруг своей оси. Данный подход позволя-

ет избежать столкновений и следующих критических ситуаций: 

– соударение рабочих частей робота и навесного оборудования (между собой, с обрабатываемой 

деталью, с другими элементами роботизированной ячейки); 

– сингулярность (неоднозначность), при которой взаимное положение суставов робота таково, что 

существует множество решений для обеспечения дальнейшего перемещения; 

– поворот сустава на предельно допустимую величину, что исключает дальнейшее движение; 

– наличие участков вне зоны досягаемости манипулятора; 

– наличие участков траектории, на которых для обеспечения постоянства скорости линейного 

движения инструмента скорость вращения суставов достигает предельно допустимых значений [15, 16].  

В среде Robotmaster создается полномасштабная модель роботизированной ячейки, которая ис-

пользуется для симуляции движения и отладки параметров. При симуляции траектория инструмента 

отображается пошагово или непрерывно. Доступно ручное управление всеми осями робота. Имеется 

возможность включать или выключать отображение составных элементов оборудования в ячейке при 

просмотре.  

В Robotmaster встроен постпроцессор, который обеспечивает выпуск УП для конкретного робота. 

Перед генерацией УП траектория автоматически проверяется на столкновения. Если объем программы 

превышает максимально допустимый, то она автоматически разбивается на подпрограммы. 

Robotmaster может использоваться для специализированных задач, например, получения траекто-

рий для дуговой сварки. Траектории сварки автоматически создаются по CAD-модели с указанием ми-

нимального количества параметров для выполнения требуемого шва и правильного положения свароч-

ной головки. Имеются возможности управления наклоном и поворотом сварочной головки для опти-

мального ведения процесса сварки, автоматического включения или выключения сварочной головки. 

Управление ориентацией инструмента позволяет оптимизировать УП, изменив вращение суставов мани-

пулятора. 

Программное обеспечение Deneb Robotics производит программы виртуального проектирования, 

виртуального прототипирования и имитации производственных участков и заводов. Возможные виды 

имитации включают визуализацию, обнаружение столкновений и оценку длительности производствен-
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ного цикла. Компанией выпускаются следующие программные продукты: ENVISION (для виртуального 

проектирования и прототипирования), IGRIP (для проектирования роботов и планирования движения) 

и ERGO (для имитации и анализа эргономики и человеческого фактора) [17]. 

Компания SILMA производит серию модулей виртуальной инженерии: SoftAssembly обеспечивает 

имитацию последовательности сборки, запись оптимальной траектории и визуализацию, выявление 

столкновений в процессе симуляции; SoftMachine служит для имитации обработки на станке с ЧПУ; 

CimStation Robotics – для имитации роботизированного производственного участка [19].  

Пакет CimStation Robotics (CSR) имеет средства для моделирования различных промышленных 

робототехнических комплексов (РТК). Он содержит подсистему калибровки, позволяющую скорректи-

ровать технологическую программу в соответствии с геометрическими размерами реального комплекса. 

Имеется также возможность выбрать робота из библиотеки, смоделировать его движения, обнаружить 

столкновения и сформировать его полную динамическую модель. Для создания пользовательских при-

ложений предусмотрен специальный язык SIL. Имеется также возможность подключать модули, напи-

санные на языке C. Технологическая программа робота создается на языке, совместимом с Karel. До-

ступны следующие функции: передача данных в форматах IGES/ ACIS; постпроцессирование робота; 

возможность RRS; обеспечение прямого интерфейса САПР (CATIA / Pro-E и др.); экспорт / импорт ячеек 

в RobCad; экспорт / импорт ячеек в Delmia [20]. 

Процесс имитационного моделирования РТК при помощи пакета CimStation основан на анализе 

вариантов, предлагаемых пользователем. Он имеет более развитые, чем RobCAD средства динамическо-

го моделирования манипуляторов, но практически не учитывает технологические особенности реальных 

производственных процессов. Аналогичными недостатками обладают и пакеты IGRIP, WorkSpace, 

GRASP и ROSI. 

FAMOS robotic® (Carat Robotic Gmbh) – система offline-программирования, которая предназначе-

на для разработки робототехнических систем, установок и технологических процессов. Действует она на 

базе симулятора EASY-ROB ™ Robotics. Пакет позволяет программировать и генерировать траектории 

движения робота на обрабатываемой детали, оценить доступность рабочего пространства, провести про-

верку на столкновение с периферийным оборудованием (причем может оценивать зазоры и расстояния 

до объектов), оценить время технологического процесса. В системе доступна симуляция роботов основ-

ных типов. Возможна работа с основными типами CAD-форматов: Step, VDAFS, IGES ACIS SAT 

и Parasolid XT, файлы ProENGINEER и Wildfire могут использоваться без потерь, доступны фильтры для 

импорта данных из CATIA V4 и V5, UNIGRAPHICS и др. Пакет работает с трехмерными моделями по-

средством Drag'n Drop, интегрированным Granite-Kernel от PTC. Сгенерированную траекторию движе-

ния робота на обрабатываемой детали можно изменить, используя сдвиг, поворот, зеркальное отображе-

ние и т.д. Основные параметры процессов устанавливаются функцией «ЭДИТОР». При работе можно 

управлять IO-сигналами и подпрограммами. Для создания УП используются постпроцессоры роботов 

ABB, b + m, Fanuc, KUKA, STÄUBLI и MOTOMAN [21]. 

PowerMILL Robot (Autodesk) является специализированной расширенной версией CAM-системы 

PowerMILL, которая дает возможность комбинировать в одной УП принципы ручного и автоматизиро-

ванного программирования. Пользователь, задавая последовательность промежуточных положений, 

может показать в виртуальной среде необходимый принцип перемещения звеньев робота в процессе 

обработки, а CAM-система автоматически подстроит движения робота под выполнение управляющей 

программы для конкретной операции обработки. Такой подход востребован, если применяется нестан-

дартная крепежная оснастка или имеются другие геометрические ограничения, которые не удается пол-

ностью учесть на этапе разработки УП. Библиотеки конфигураций роботов такие же, как у Robotmaster, 

дополнительно имеется функция выбора параметров смены инструмента. 

В системе PowerMILL Robot УП проверяется на столкновения. При программировании промыш-

ленного робота может оказаться, что ось его кисти ориентирована коллинеарно одной из осей кинемати-

ческих звеньев. Такая функциональная сингулярность кисти характерна тем, что данное положение ки-

сти робота в пространстве может быть реализовано при помощи широкого диапазона углов поворота его 

промежуточных звеньев. Возникновение сингулярности кисти робота сопровождается резкими поворо-

тами промежуточных звеньев, что может привести к столкновениям и ухудшить качество обработки. 

В PowerMILL Robot 2015 реализовано автоматическое предотвращение сингулярности кисти как наибо-

лее часто встречающегося вида сингулярности.  

В PowerMILL Robot могут импортироваться управляющие программы, разработанные в других 

CAM-системах. Импортированные УП используются для компьютерной 3D-визуализации и могут пост-

процессироваться под другой тип робота. В PowerMILL Robot имеется непосредственная поддержка на 

уровне G-кода (команд перемещения) промышленных роботов KUKA, ABB, Fanuc, Yaskawa Motoman, 

Stäubli, Hyundai, Comau, Kawasaki Robot, Nachi и Universal Robots, что позволяет не использовать про-

граммное обеспечение сторонних разработчиков для генерации УП котроллера. 
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PowerMILL Robot имеет доступ ко всем многоосевым стратегиям обработки, реализованных 

в PowerMILL. В отличие от пятиосных станков с ЧПУ, промышленные роботы обладают шестью или 

более степенями свободы.  При работе с линейными направляющими и позиционерами, имеющими от 

одной до пяти осей, задача эффективного синхронного управления всеми осями усложняется. В процессе 

разработки УП пользователь сначала задает для конкретной детали последовательность обработки, при-

меняя многоосевые стратегии. Затем УП передается в специальный модуль, позволяющий задавать 

принцип перемещения кинематических звеньев робота с учетом избыточности степеней свободы с точки 

зрения пятиосевой обработки.  

Комплекс цифрового производства DELMIA (Dassault Systemes) предназначен для моделирования 

отдельных роботов и роботизированных ячеек, станков ЧПУ, измерительных устройств, потоков движе-

ния изделий в цехе. При моделировании роботизированных ячеек проводится анализ рабочих зон и про-

верка на столкновения. Доступна функция генерации программы управления для реального контроллера 

робота. Модель робота выбирается из библиотеки или создается виртуальная кинематическая модель по 

аналогии с твердотельным моделированием в пакете CATIA. Модуль IGRIP имеет набор инструментов 

для конкретных операций, например, выбор траектории при дуговой сварке. Если к движению робота 

предъявляются особые требования, то имеется возможность расширить стандартные функции, создав 

собственные макросы и подпрограммы. Предусмотрена возможность коррекции времени рабочего цикла. 

Имеются также инструменты генерации и контроля синхронных действий нескольких роботов. IGRIP 

имеет набор инструментов динамического анализа, изменения параметров ПИД-регуляторов, что позво-

ляет провести анализ сил, ускорений и нагрузок звеньев робота [23].  

MELFA-Works – расширение к пакету трехмерного CAD-программирования SolidWorks – позво-

ляет моделировать запрограммированные последовательности операций в виртуальной среде, проводить 

проверку на столкновения между частями системы и оптимизировать перемещения. Траектории переме-

щений позволяет сохранять в файлах с расширением AVI. 

Robotworks − система моделирования движения и программирования роботов, которая также функ-

ционирует в SolidWorks. Robotworks 6.5 поддерживает параметрические файлы с расширениями ∗.RB4 или 

∗.RB6, которые используются для твердотельного проектирования роботизированной ячейки и имитации 

движений робота в 3D-среде. Robotworks позволяет перемещать инструмент, обнаруживать столкновения, 

отображать фактические общие значения и ограничения, предоставляет рамки для инструментов и пользо-

вательские (базовые) фреймы, работает с большинством импортируемых CAD-поверхностей, считывает 

координаты выбранной точки XYZ и переводит их на робота, записывает внешние события и инструкции 

(ввод/ вывод, скорость и т. д.) для каждой точки, записывает собственные файлы для роботов FANUC, ABB, 

Kawasaki, Motoman, KUKA и STÄUBLI, создает точечные файлы в общей форме для большинства других 

роботов [24]. Исследование траектории проводится путем изменения углов в сочленениях манипулятора.  

В системе автономного программирования ROBOMAX также имитируется движение манипулято-

ра путем импорта исходных данных для роботизированной ячейки и экспорта из нее координат получен-

ной траектории. Система ROBOMAX дополнена программными модулями на языках AutoLisp и C++ 

и содержит базу данных с файлами описания промышленных роботов. ROBOMAX в отличие от 

Robotworks имеет встроенный язык программирования SRCL (Siemens Robot Control Language), который 

позволяет создать технологическую программу для робота на основании импортированных данных 

о координатах точек рассчитанной траектории. 

Отдельные производители создают специализированные программные пакеты для моделирования 

и программирования своих роботов. Например, программное обеспечение Fanuc RoboGuide предназна-

чено для моделирования, симуляции и оценки работы и времени цикла робототехнических комплексов 

на базе роботов фирмы Fanuc, написания УП модели робота [25]. 

ArcWeld PowerPac (AWPP) – дополнение к RobotStudio, которое разработано специально для гене-

рирования программ робота при электродуговой сварке. Приложение содержит набор готовых шаблонов, 

которые могут быть модифицированы пользователем. VirtualArc прогнозирует и настраивает параметры 

сварки в режиме offline. Прогнозы из симуляций используются как входные параметры для прогнозиро-

вания качества и профиля сварки, дефектов шва. 

Пакет программ ROBO-PLAN предназначен для программирования сварочных роботов QIROX® 

на основе модели САПР для задач сварки. Генерация и адаптация макета системы проводится с помо-

щью модуля ROBO-MOD, объединяющего импортируемые файлы CAD в форматах ACIS, CATIA, 

PROE, STEP и кинематические модели роботов. Функция MASTER-SLAVE позволяет синхронизировать 

движение двух роботов. В программе доступно сглаживание сварочных параметров путем плавного из-

менения до 8 сварочных параметров на отрезке шва заданной длины [22]. 

Задачи моделирования и оптимизации, которые решают описанные программные пакеты, имеют 

локальный характер и не исчерпывают всех проблем, возникающих при проектировании. 
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3. Языковые средства робототехнических систем. После компьютерного моделирования 

и определения оптимальной траектории движения робота ее нужно перевести на язык контроллера ре-

ального робота для выполнения технологической программы. Описанные системы автономного про-

граммирования имеют функции постпроцессирования и создания УП для роботов на разных языках. Но 

практически все крупные производители робототехники разрабатывают собственные языки программи-

рования и средства вспомогательного программного обеспечения, что осложняет перенос программы, 

написанной для одного робота, в контроллер робота другого производителя. Если контроллер робота 

связан с программируемым логическим контроллером, обеспечивающим взаимодействие робота и пери-

ферийного оборудования, то программе потребуется корректировка. Большинство промышленных робо-

тов имеет комплексную программную оболочку, в которую при необходимости интегрируются дополни-

тельные модули расширений, например, модули коммуникаций с внешними сенсорными устройствами: 

системами видеонаблюдения, замера прилагаемой нагрузки, вращающего момента и т.п. Это позволяет 

робототехнической системе реагировать на изменение внешних условий. Однако при имитационном 

моделировании в большинстве систем автономного программирования функции связи с внешними 

устройствами не отражаются, следовательно, программу робота приходится дорабатывать. 

Программное обеспечение робототехнических систем состоит из языков разных уровней:  

– языки общения человека-оператора с роботом через интеллектуальный интерфейс; 

– проблемно-ориентированные языки для описания выполняемых технологических операций в ко-

ординатах рабочей зоны робота (языки Autopass, LM-GED, Robex и др.); 

– роботоориентированные языки для описания движений самого робота (языки MHI, WAVE, 

MINI, AL, VAL, AML, HELP, PAL, TEACH и др.);   

– языки элементарных движений (SIGLA, EMILY, RCL, RPL, ANORAD);   

– языки управления отдельными приводами.   

Системы управления роботами в составе РТК, работают совместно с другими техническими си-

стемами, поэтому к указанным выше добавляются унифицированные промежуточные языки, предназна-

ченные для связывания технологических систем и комплексов, использующих различные языковые 

средства [26–30].   

Заключение. По сравнению c программированием в режиме обучения offline-программирование 

позволяет исключить или минимизировать время остановок робототехнического комплекса для перепро-

граммирования. С помощью систем автономного программирования и моделирования решаются следующие 

задачи: оптимизации компоновки оборудования, выбора роботов и инструмента, анализа достижимости робо-

тами расчетных точек, проверки заданного времени цикла, оптимизации траекторий движения робота, пере-

распределения операций между роботами, анализа статических столкновений роботов с элементами РТК, 

анализа динамических столкновений в ячейке РТК, калибровки моделей ячеек РТК в соответствии с реаль-

ными отклонениями при изготовлении и монтаже оборудования, создания УП для контроллера робота. 

Проведенный обзор показал, что виртуальное моделирование и программирование связано с ря-

дом неразрешенных проблем, таких как: 

– неполное или неточное моделирование составляющих робота или роботизированной ячейки, что 

в реальности может приводить к столкновениям и сбоям в работе. Например, CAD-модели не отобража-

ют проводки электро-, газоснабжения и в процессе моделирования нужно предугадать, куда они будут 

перемещаться при движении робота; 

– сложность оптимизации траекторий движения по совокупности критериев и с учетом располо-

жения и ориентации рабочего инструмента; 

– отсутствие некоторых моделей роботов и позиционеров в базах существующих программных 

пакетов. Ориентация деталей позиционерами не всегда точно отображается, т.к. отсутствует возмож-

ность задавать все скорости движения звеньев позиционера и робота-манипулятора, а управление, как 

правило, ограничено 6 осями; 

– сложность оценки одновременной работы человека, роботов, позиционеров;  

– сложность создания и отладки программы для управляющего контроллера робота и общего кон-

троллера для робота и позиционера при синхронном и асинхронном управлении; 

– сложности переноса программы из системы автономного программирования в контроллер ре-

альных роботов, связанные с разнообразием языков программирования и с отсутствием симуляции сов-

местной работы робота и внешних систем и датчиков. 
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SOFTWARE OF OLP FOR INDUSTRIAL ROBOTS-MANIPULATORS 

 

L. LOBOREVA 

 

The article gives an overview of the well-known CAD systems and autonomous programming systems for 

industrial robots that allow creating 3D models, pre-testing by simulation in a virtual environment, optimizing 

trajectories and algorithms for controlling industrial robots. 
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НАУЧНАЯ ШКОЛА В ОБЛАСТИ ТЕОРИИ И ПРАКТИКИ ЗАЩИТЫ ИНФОРМАЦИИ, 

БЕЗОПАСНОСТИ ИНФОРМАЦИИ 

ПОЛОЦКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА 

Руководитель научной школы Железняк Владимир Кириллович – крупный ученый в области 

научного направления информатики – технической защиты информации, ныне заведующий кафедрой 

радиоэлектроники, доктор технических наук, профессор. 

В марте 2008 года приказом ректора УО «Полоцкий государственный университет» № 384 от 

26.03.2008 была создана межкафедральная «Научно-исследовательская опытно-экспериментальная лабо-

ратория технической защиты информации», с целью проведения исследований, разработки, внедрения 

в практику результатов и подготовки научных кадров. Научным руководителем лаборатории назначен 

доктор технических наук, профессор В.К. Железняк. 

За 10 лет научной деятельности под руководством Владимира Кирилловича сформулированы но-

вые направления развития автоматизированного контроля и оценки мер защиты информации в условиях 

случайных непреднамеренных воздействий на сигнал и активных маскирующих помех для речевых, 

видео- и сигналов передачи данных с научным обоснованием критериев достаточности принятых мер, 

исключающих утечку информации. 

Учениками научной школы являются ученые-разработчики: 

Р.П. Богуш канд. техн. наук, доцент 

К.Я. Раханов  канд. техн. наук, доцент кафедры вычислительных систем и сетей 

А.В. Барков  канд. техн. наук 

В.С. Рябенко  канд. техн. наук, доцент кафедры радиоэлектроники 

И.Б. Бураченок канд. техн. наук, доцент кафедры технологий программирования 

В.М. Чертков магистр техн. наук 

В работе научной школы активно принимают участие преподаватели и студенты кафедр универ-

ситета: радиоэлектроники, вычислительных систем и сетей, электронных устройств, технологий про-

граммирования, геодезии и геоинформационных систем. 

За это время на базе научной школы успешно защитили кандидатские диссертации – 4 человека, 

магистерские – 10 человек. 

По итогам конкурса «Лучший инновационный проект и лучшая научно-техническая разработка 

года», прошедшего на XXII Международной выставке-конгрессе «Высокие технологии. Инновации. 

Инвестиции» в Санкт-Петербурге (Россия), в номинации «Лучший инновационный проект в области 

средств обеспечения безопасности, средств оповещения и коммуникаций, средств спасения, телефонов, 

навигаторов, трекеров, транспондеров, противопожарной безопасности, безопасности на транспорте» 

совместная разработка «Мобильная локально-измерительная система двойного назначения оценки за-

щищенности каналов утечки речевой информации» молодых ученых научной школы К.Я. Раханова, 

А.В. Баркова, В.С. Рябенко, И.Б. Бураченок под руководством В.К. Железняка была отмечена «Дипло-

мом I степени» с вручением «Золотой медали». 
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За время деятельности научной школы учеными-разработчиками опубликовано 75 статей 

в научно-технических журнала и 95 статей – в материалах международных научно-технических конфе-

ренций, получено 18 патентов на изобретения по тематике научной школы, издано 2 учебных пособия.  

Руководителем научной школы В.К. Железняком получено специальное разрешение (лицензия) 

№ 01019/320, выданное Оперативно-аналитическим центром Президента Республики Беларусь на право 

осуществления деятельности по технической и (или) криптографической защите информации. 

Результаты проводимых исследований опубликованы в следующих специализированных издани-

ях, журналах:  

− Вестник Полоцкого государственного университета; 

− Научно-практический журнал «Безопасность информационных технологий»; 

− Научно-практический журнал «Электроника инфо»; 

− Вестник Военной академии Республики Беларусь; 

− Вестник связи; 

− Известия Национальной Академии Наук Беларуси; 

− Безопасность информационных технологий. Специальный выпуск: Комплексна защита инфор-

мации XVII и др.  

Ученые-разработчики научной школы принимали участие в международных выставках:   

− Ганноверская международная промышленная ярмарка HANNOVER MESSE 2014, Ганновер, 

Германия, 23-27 апреля 2014 г.; 

− Международная выставка «Российско-Китайское ЭКСПО», Харбин, Китай, 30 июня – 4 июля 

2014 г.; 

− XXII Международная специализированная выставка по телекоммуникациям, информационным 

и банковским технологиям «ТИБО-2015», Минск, 22–25 апреля 2015 г.; 

− 7-я Международная специализированная выставка «Человек и безопасность», Минск, Беларусь, 

11–13 ноября 2015 г. и др. 

Научная школа поддерживает тесное сотрудничество с такими научными и производственными 

организациями, как:  

− Научно-технический центр КГБ Республики Беларусь; 

− Государственный пограничный комитет Республики Беларусь; 

− Институт технической защиты информации; 

− Научно-исследовательский институт Министерства образования Республики Беларусь; 

− Институт технической физики; 

− Белорусский государственный университет; 

− Белорусская государственная академия связи и др. 

Поддерживаются научные связи и с вузами России и Украины. 

Сегодня сотрудники научной школы на базе научно-исследовательской опытно-эксперименталь-

ной лаборатории технической защиты информации активно продолжают вести исследования по передо-

вым направлениям в таких областях, как: 

− видео- и речевая информации; 

− контроль защищенности информации; 

− аттестация объектов на соответствие требований безопасности защиты информации. 
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РАЗРАБОТКА КОНЦЕПЦИИ И ОПЫТНЫХ ОБРАЗЦОВ ПЛАЗМЕННЫХ ИСТОЧНИКОВ 
ЭЛЕКТРОНОВ ДЛЯ ТЕХНОЛОГИЧЕСКИХ ЦЕЛЕЙ

канд. техн. наук, доц. Д.А. АНТОНОВИЧ, д-р техн. наук, проф. В.А. ГРУЗДЕВ 

(Полоцкий государственный университет) 

Предложены основные результаты работы научного коллектива в области плазменной эмисси-

онной электроники Полоцкого государственного университета. Научные интересы в области корпуску-

лярно-лучевых технологий включают широкий круг вопросов – от теоретических исследований особен-

ностей формирования электронных пучков в плазменных структурах до создания отечественных элек-

тронно-лучевых энергокомплексов для реализации существующих и разработки новых электронно-

лучевых технологий и внедрения полученных научных результатов в существующие производства в ма-

шино- и приборостроении. Показаны отличия электронно-оптических систем по типу используемого 

разряда, конструкции и области применения. Рассмотрены ключевые области теории плазменного 

эмиттера, которые были дополнены за счет теоретической и экспериментальной работы, выполнен-

ной в Полоцком государственном университете. Отмечены основные направления работы и наиболее 

значимые результаты, а также их место в общей теории и практике применения электронно-

оптических систем с плазменным источником электронов.  

Ключевые слова: Плазменный источник электронов, электронно-оптические системы, плазмен-

ный эмиттер, разряд в скрещенных E×H полях, системы электропитания плазменных источников элек-

тронов. 

Введение.

Юбилейный для Полоцкого государственного университета (ПГУ) 2018 год оказался вдвойне 

юбилейным для группы сотрудников университета, присоединившихся к исследованиям международно-

го масштаба в области создания эффективной технологической электронно-лучевой аппаратуры, альтер-

нативной разработанной к тому времени (1993 год) аппаратуре на основе термоэмиссионных систем.  

Настоятельная необходимость исследований в этой области была обусловлена двумя основными 

факторами. Во-первых, к этому времени уже начался переход от исследования возможностей электрон-

но-лучевых технологий к широкому их внедрению в промышленность, где существенные требования 

предъявляются уже к технико-экономическим показателям, таким как производительность и долговеч-

ность электронно-лучевой аппаратуры. Во-вторых, вследствие специфических условий реализации элек-

тронно-лучевых технологий, в частности, давления газа не выше 10-3 мм. рт. ст. и интенсивного испаре-

ния материала при электронно-лучевом воздействии, существенно ограничивали возможности достиже-

ния требуемых технико-экономических показателей электронно-лучевой аппаратуры на основе тер-

моэмиссионных систем. 

В качестве альтернативных электронно-оптическим системам (ЭОС) с термокатодами рассматри-

вались ЭОС с плазменными образованиями. По совокупности физических процессов и принципов фор-

мирования электронного пучка ЭОС на основе плазменных образований в процессе их исследований 

разделились на три принципиально различающихся типа. В двух из них для формирования электронного 

пучка использовался высоковольтный тлеющий разряд (ВТР) с большим прикатодным или прианодным 

падением потенциала (до нескольких десятков киловольт), где осуществляется основное ускорение пучка 

электронов. Особенностью ЭОС с ВТР является существенная связь по давлению газа между простран-

ством формирования электронного пучка (область ВТР) и пространством взаимодействия электронного 

пучка с обрабатываемым изделием (технологическая камера), что накладывает определенные ограниче-

ния на возможности применения ЭОС с ВТР.  

Физическая модель ЭОС с использованием плазменных образований третьего типа существенно 

отличается от модели ЭОС с ВТР. В них пространства формирования электронного пучка и его техноло-

гического применения существенно разделены, что значительно снижает их взаимное влияние на пара-

метры электронного пучка. В отличие от ЭОС с ВТР, где электронный пучок обеспечивается в основном 

ионно-электронной эмиссией с ненакаливаемого катода ВТР, в ЭОС третьего типа электронный пучок 

обеспечивается в основном плазменными электронами низковольтного (несколько сотен вольт) разряда, 

возбуждаемого обычно в небольшом объеме, отделенном от промежутка ускорения и первичного фор-
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мирования пучка эмиссионным каналом (отверстием в одном из электродов разрядной камеры), диаметр 

и длина которого составляют величину порядка 10-3 м. Такой эмиссионный канал обеспечивает значи-

тельный перепад давления плазмообразующего газа между разрядной камерой низковольтного разряда 

и промежутком ускорения электронов (примерно на порядок величины) при напуске плазмообразующего 

газа в разрядную камеру. Кроме этого, вследствие проникновения в эмиссионный канал с одной стороны 

плазмы низковольтного разряда, а с другой – электрического поля ускоряющего электрода, в эмиссион-

ном канале обычно формируется граница плазмы, на которой напряженность электрического поля равна 

нулю. Такая граница обеспечивает свободный выход плазменных электронов в область ускоряющего 

поля (промежуток ускорения) и в то же время оказывает существенное влияние на конфигурацию экви-

потенциальных поверхностей ускоряющего поля вблизи плазменной границы, что в значительной степе-

ни определяет электронно-оптические параметры формируемого пучка. 

Кратко изложенная физическая модель процессов в электродной структуре с плазменным образо-

ванием третьего типа для формирования электронных пучков сложилась на основе исследований, вы-

полненных к началу 90-х годов в Томском университете систем управления и радиоэлектроники и в Ин-

ституте сильноточной электроники СО РАН (Россия, Томск). Она стала общепризнанной; привела к со-

зданию ряда опытных образцов, получивших название ЭОС с плазменным эмиттером или плазменных 

источников электронов (ПИЭЛ) и доказавших их высокую перспективность для реализации электронно-

лучевых технологий; оказалась наиболее эффективной для дальнейшего развития теории ПИЭЛ и созда-

ния новых, перспективных для развития электронно-лучевых технологий, конструкций ПИЭЛ. 

Одной из разновидностей ПИЭЛ, востребованных развивающимися электронно-лучевыми техно-

логиями, являются ПИЭЛ, формирующие пучки большого сечения (ПБС). В них для формирования эми-

тирующей плазменной поверхности с площадью, обычно равной площади требуемого сечения ПБС (де-

сятки и сотни квадратных сантиметров), используются мультиканальные сеточные или перфорирован-

ные отверстиями электроды. При этом процессы в эмиссионных каналах ПИЭЛ с ПБС с небольшими 

особенностями подобны процессам, изложенным выше для ПИЭЛ, с одним эмиссионным каналом. 

В 1993 году к исследованиям, связанным с дальнейшим развитием теоретических основ ПИЭЛ 

и разработкой опытных образцов для технологических целей, к указанным выше организациям в России 

присоединилась исследовательская группа Полоцкого государственного университета. На основе кото-

рой была создана ведущая школа в области плазменной эмиссионной электроники 
При этом удалось достичь высокого уровня сотрудничества исследовательских групп: от выпол-

нения совместных научно-исследовательских работ до обмена результатами собственных разработок и 

их взаимооценки. Результаты, достигнутые сотрудниками ПГУ, кратко изложены ниже. 

Развитие теоретического аспекта концепции ПИЭЛ.

Общепринято, что плотность эмиссионного тока в ЭОС с плазменным эмиттером (ПИЭЛ) пропор-

циональна концентрации электронов в плазме. Поэтому одним из параметров генератора плазмы в ПИЭЛ 

является энергетическая эффективность, которая пропорциональна отношению концентрации электро-

нов в плазме к энергии, затраченной на ее формирование. Ранее было показано, что высокую энергетиче-

скую эффективность обеспечивают различные модификации тлеющего разряда в скрещенных Е×Н полях 

с осцилляцией электронов, поступающих в разрядную структуру с катодов в результате вторичной ион-

но-электронной эмиссии и набирающих энергию в катодных падениях потенциала. Считалось, что эти 

электроны вносят основной вклад в ионизацию используемого в ПИЭЛ плазмообразующего газа. Однако 

исследования в ПГУ показали, что при достижении (с увеличением тока разряда) определенной концен-

трации плазменных электронов энергия электронов ионно-электронной эмиссии с катодов может эффек-

тивно передаваться плазменным электронам вследствие повышения их кулоновского взаимодействия. 

В результате ионизация газа высокоэнергетичной частью плазменных электронов может в два-три раза 

превышать, в условиях ПИЭЛ, интенсивность ионизации газа электронами с катодов генератора плазмы. 

Установлена возможность реализации в ПИЭЛ третьего (дополнительного) механизма энерго-

вклада в ионизационный процесс, проявляющийся в значительной мере в случае ограничения подвижно-

сти плазменных электронов в направлении эмиссионного канала магнитным полем (замагниченностью 

электронов плазмы) и при отборе (эмиссии) электронов из плазмы через эмиссионный канал. Причиной 

этого дополнительного энерговклада является возникновение в упомянутых условиях электрического 

поля с напряженностью порядка 1-2 В/см во всем объеме плазмы. Это поле повышает среднестатистиче-

скую энергию плазменных электронов, а также долю электронов, способных ионизовать газ. 

Направление вектора напряженности электрического поля, возникающего в плазме, таково, что 

в плазме возникает дрейф плазменных электронов к эмиссионному каналу в дополнение к их диффузи-

онному движению, реализуемому в случае эквипотенциальной плазмы. Этот фактор может при опреде-
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ленных условиях существенно повысить эффективность извлечения электронов (α) из плазмы газового

разряда в ПИЭЛ, которую принято характеризовать отношением тока пучка (эмиссии) к току разряда, 

формирующего плазму. 

Значительный объем исследований понадобился для оптимизации условий формирования и функ-

ционирования эмитирующей границы (поверхности) плазмы в эмиссионном канале. Упомянутая исход-

ная для дальнейшего совершенствования модель ПИЭЛ включала эмиссионный канал в одном из катод-

ных электродов генератора плазмы, т.е. канал имел катодный потенциал его стенок. Особенности функ-

ционирования такого канала были исследованы ранее в достаточном объеме. Однако особенности функ-

ционирования двух других, как предполагалось принципиально отличающихся типов канала, не были 

изучены в достаточной степени: канал с потенциалом стенок, равным потенциалу анодных электродов 

генератора плазмы, а также канал в изолированном от систем электропитания ПИЭЛ электроде, поме-

щенном в плазму. Потенциал стенок канала в изолированном электроде устанавливается автоматически 

таким, чтобы выполнялось условие равенства поступающих на него электронного и ионного токов из 

плазмы. Такой потенциал принято называть «плавающим» потенциалом. Основные результаты исследо-

вания эмиссионных каналов и влияние их на параметры ПИЭЛ кратко можно сформулировать следую-

щим образом: при регулировании ускоряющего электроны пучка напряжения в ПИЭЛ эмиссионный 

канал с катодным потенциалом стенок обеспечивает наибольшую стабильность тока электронного пучка; 

канал с анодным потенциалом стенок обеспечивает наибольшую стабильность геометрических парамет-

ров пучка; канал с «плавающим» потенциалом стенок при совместном использовании с каналом с анод-

ным потенциалом стенок в некоторых ПИЭЛ позволяет повысить эффективность извлечения электронов 

(α) из плазмы и повысить стабильность тока пучка.

Таким образом, в процессе экспериментального исследования физическая модель ПИЭЛ суще-

ственно дополнялась и усложнялась. Подвижность эмитирующей границы плазмы и изменение ее формы 

при регулировании ускоряющего напряжения, влияние на эти же факторы и ток пучка интенсивности 

ионизационных процессов в ускоряющем промежутке, возмущение эмитирующей плазмы отбором из 

нее электронов, а также ряд других факторов существенно усложнили экспериментальную оптимизацию 

ПИЭЛ в соответствии с требованиями к параметрам формируемого электронного пучка. В связи с этим 

возникла необходимость создания автоматизированной системы численного моделирования формирова-

ния электронного пучка конкретно для ПИЭЛ на базе обновленной физической модели. Такая система 

была успешно создана в ПГУ. В дополнение к ней была разработана автоматизированная система экспе-

риментального измерения параметров формируемых ПИЭЛ электронных пучков распределения плотно-

сти тока в различных сечениях пучка. Указанный инструментарий позволил также обнаружить и рас-

крыть физическую сущность ранее неизвестных, но проявляющихся при определенных условиях 

в ПИЭЛ эффектов. 

Обнаружена экспериментально и адекватно отражена численным моделированием возможность 

реализации в ПИЭЛ с ПБС двух отличающихся режимов работы расширителя плазмы: пассивного рас-

ширения плазмы, инжектируемой в расширитель; и режим «активного» расширителя, при котором ос-

новное влияние на параметры плазмы (эмитирующей) оказывают ионизационные процессы в самом 

расширителе. Режим «активного» расширителя возникает при определенном сочетании в нем давления 

газа и концентрации инжектируемой плазмы. 

Часто при использовании ПИЭЛ с ПБС ускоряющим электроны пучка электродом является по-

верхность изделия, обрабатываемая электронным пучком. В этом случае при определенном сочетании 

давления в технологической камере и плотности тока в пучке возникает вторичная (пучковая) плазма 

у поверхности изделия. С повышением ускоряющего напряжения и тока пучка вторичная плазма расши-

ряется в сторону «сетчатого» электрода, формирующего поверхность эмитирующей плазмы, а также 

является источником обратного ионного потока. Это существенно ослабляет электрическую прочность 

ускоряющего промежутка и дестабилизирует ток пучка. На основе численного моделирования разработан 

и впервые предложен способ двухсеточной стабилизации тока пучка в условиях работы ПИЭЛ с ПБС. 

Численное моделирование формирования электронных пучков для электронно-лучевой сварки 

в ПИЭЛ с одиночным эмиссионным каналом показало, что при повышенном давлении в канале вблизи 

эмитирующей плазменной границы может возникать вторичная (пучковая) плазма, отделенная от эмити-

рующей плазмы электрическим слоем с разностью потенциалов порядка 100–200 В. Критическое давле-

ние газа, при котором возникают вторичная плазма и электрический слой, попадает в рабочий для ПИЭЛ 

диапазон давлений. Диапазон ускоряющего напряжения, при котором возникает такая структура элек-

трического слоя, соответствует значениям, когда ускоряющее поле уже существенно проникает в эмис-

сионный канал, но напряженность поля еще не очень высока (порядка 10–15% рабочих значений напря-

женности для использованных в численном моделировании размеров ЭОС ПИЭЛ). 
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Численное моделирование также показало, что вторичная плазма не стационарна, а вследствие 

ионизационных процессов на ее границе, обращенной к границе эмитирующей плазмы, смещается вме-

сте с электрическим слоем и границей эмитирующей плазмы вглубь эмиссионного канала, куда ускоря-

ющее поле проникает слабо. В результате падение напряжения на электрическом слое уменьшается, 

интенсивность ионизации газа в нем также снижается, вторичная плазма разрушается, а граница эмити-

рующей плазмы возвращается в исходное состояние. Периодическое повторение этих процессов обеспе-

чивает режим автоколебаний эмиссии электронов (при стационарных потенциалах электродов ПИЭЛ) 

с частотой около 1 МГц и глубиной модуляции 75–80%. С увеличением напряженности ускоряющего 

электрического поля устанавливается режим стационарной эмиссии. 

Экспериментальное исследование формирования электронного пучка в ПИЭЛ с геометрией элек-

тродов и в условиях, подобных использованным для численного моделирования, подтвердили возмож-

ность практической реализации рассмотренных режимов эмиссии и в достаточной степени совпадающие 

в обоих случаях значения частоты и глубины модуляции эмиссионного тока в автоколебательном режиме. 

Опытно-конструкторские разработки.

Разработан электронно-лучевой энергокомплекс для электронно-лучевой сварки с мощностью 

пучка до 10 кВт и диаметром пучка порядка 1–2 мм. В состав энергокомплекса вошли два опытных об-

разца электронной пушки на основе различных ЭОС с плазменным эмиттером и оригинальная система 

их электропитания, обеспечивающая необходимое регулирование и стабилизацию тока пучка. Опытный 

образец энергокомплекса более двух лет эксплуатировался в лаборатории электронно-лучевой сварки 

Минского тракторного завода для сварки шестерен. Результаты эксплуатации практически в производ-

ственных условиях подтвердили возможность получения высококачественных непрерывных и прерыви-

стых сварных соединений, достижения высокой долговечности (наработки на отказ), в десятки раз пре-

вышающей этот параметр применявшихся ранее термоэмиссионных электронных пушек, и повышения 

производительности электронно-лучевой установки.  

Для электронно-лучевой термической обработки внутренних цилиндрических металлических 

поверхностей (закалки и оплавления микронеровностей), в частности, цилиндров двигателей внутренне-

го сгорания, разработан опытный образец электронной пушки, формирующей одновременно два элек-

тронных пучка. Электронные пучки с диаметром порядка 2–3 мм и плотностью мощности до 104 Вт/см2 

распространяются в диаметрально противоположных направлениях. Для реализации технологии элек-

тронно-лучевого воздействия опытный образец электронной пушки может погружаться в цилиндры 

с внутренним диаметром более 50 мм. При этом движение зоны воздействия пучков на обрабатываемую 

поверхность можно обеспечивать соответствующими движениями цилиндра или электронной пушки.  

На международной выставке-ярмарке в Санкт-Петербурге (Россия) HI-TECH 2011 в рамках кон-

курса на лучший инновационный проект и лучшую научно-техническую разработку года эти опытные 

образцы были отмечены «Золотой медалью». 

Разработаны опытные конструкции электронных и ионных источников, формирующих пучки 

большого сечения (от 30 до 100 мм диаметром). В Республиканском конкурсе этим образцам присуждена 

третья премия в номинации «Лучшая полезная модель» постановлением Президиума Республиканского 

Совета ВОИР 17.06.2002 г.     

Упомянутые опытные образцы защищены авторскими свидетельствами на изобретения и патента-

ми Республики Беларусь. 

Основные выполненные научно-исследовательские работы.

За годы работы научным коллективом по данной тематике исследований было выполнено свыше 

15 госбюджетных и хоздоговорных работ. К основным можно отнести следующие: 

1. Государственная программа фундаментальных и опытно-исследовательских работ «Плазмоди-

намика 02» (№ гос. регистрации 2002801) «Теоретические и экспериментальные исследования эффек-

тивности переключения электронного тока в плазменных источниках электронов с замагниченной эми-

тирующей плазмой» (2003 – 2005 гг.). 

2. Государственная программа прикладных научных исследований «Материалы в технике», зада-

ние 1.36.2 (№ гос. регистрации 20072125) «Разработка процессов и технологических основ получения 

изделий из отходов тугоплавких металлов электронно-лучевым переплавом» (2007 – 2010 гг.).  

3. Государственная программа научных исследований «Конвергенция», задание 2.4.03 (№ гос. ре-

гистрации 20111981) «Разработка принципов формирования электронных пучков с помощью плазмен-

ных образований» (2011 – 2013 гг.). 

4. Государственная программа научных исследований «Функциональные и машиностроительные

материалы, наноматериалы» подпрограмма «Материалы в технике», задание 4.3.03 (№ гос. регистрации 

20111413) «Исследование и разработка технологических параметров получения модифицированных 
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поверхностных структур с целью упрочнения и повышения износостойкости инструмента и деталей 

машин» (2011 – 2013 гг.). 

5. Совместный проект УО «ПГУ» и РУП «МТЗ», г. Минск (договор № 24396 от 01.11.04) «Разра-

ботка и изготовление опытного образца электронно-лучевой пушки с плазменным источником электро-

нов» (2004 – 2008 гг.). 

6. Проект по заданию инновационного фонда Министерства образования Республики Беларусь

(договор № 05-54 от 17.04.10, № гос. регистрации 20102193) «Разработать опытный образец отечествен-

ного электронно-лучевого энергокомплекса на базе пушки с плазменным эмиттером» (2010 – 2012 гг.). 

7. Совместный проект УО «ПГУ» и Института вычислительной математики и математической

геофизики СО РАН (г. Новосибирск, Россия, договор № Ф10Р-219 от 01.05.10, № гос. регистрации 

20101999) в рамках гранта БРФФИ и РФФИ «Вычислительные технологии решения задач анализа и син-

теза электронно-оптических систем» (2010 – 2012 гг.). 

8. Совместный проект УО «ПГУ» и ЗАО «Институт плазмохимических технологий», (г. Новоси-

бирск, Россия, договор № 13155 от 10.04.2013) «Численное моделирование электронно-оптической си-

стемы электростатического формирования пучка и расчёт на его основе оптимальной геометрии элек-

тронно-оптической системы с целью повышения токопрохождения в пушке с плазменным эмиттером» 

(2013 г.). 

9. Государственная программа научных исследований «Физическое материаловедение, новые ма-

териалы и технологии» подпрограмма «Плазменные и пучковые технологии» (2016 – 2018 гг. № гос. 

регистрации 20160829 от 08.04.16). 

10. Государственная программа научных исследований «Физическое материаловедение, новые ма-

териалы и технологии» подпрограмма «Материалы в технике» (2016 – 2018 гг. № гос. регистрации 

20160830 от 08.04.16). 

Публикационная, выставочная деятельность.

За годы работы членами научного коллектива опубликовано свыше 100 научных и научно-

методических публикаций среди которых 4 монографии; около 40 зарубежных научных статей; 4 патента 

на полезную модель и 1 патент на изобретение.  

Разработки коллектива регулярно демонстрируются на международных выставках. Среди наибо-

лее значимых можно выделить следующие: 

– II, III, IV Международный Крейнделевский семинар по плазменной эмиссионной электронике,

2006, 2009, 2012, 2015, Улан-Уде, Россия; 

– II, III, IV, V, VI International Conference on Plasma Physics and Plasma Technology, 2001, 2003,

2006, 2009, 2012, 2015, Minsk, Belarus; 

– VII, IX, X, XI, XII International Conference on Electron Beam Technologies, 2003, 2009, 2012, 2014,

2016, Varna, Bulgaria; 

– Ганноверская международная промышленная ярмарка «HANNOVER MESSE», Ганновер, Гер-

мания, 2014, 2016; 

– 18-я Международная промышленная выставка «Белпромэнерго», Минск, 2014;

– Международная выставка «Энергетика. Экология. Энергосбережение. Электро-2014», Минск,

2014; 

– Вьетнамская международная торговая ярмарка «VIETNAM EXPO 2014», Хошимин, Вьетнам,

2014; 

– Национальная выставка Республики Беларусь в Новосибирске, Россия, 2014;

– Белорусский промышленный форум, Минск, 2015, 2016, 2017;

– Вьетнамская международная торговая ярмарка «Вьетнам ЭКСПО-2016», Ханой, Вьетнам, 2016;

– Международная многопрофильная выставка «FACIM-2017», Мапуту, Мозамбик, 2017;

– Восточный экономический форум, Владивосток, Россия, 2017.

Заключение.

По результатам выполненных научно-исследовательских и опытно-конструкторских работ в обла-

сти плазменной эмиссионной электроники сотрудниками ПГУ выполнены и защищены четыре кандидат-

ские диссертации: Д.А. Антоновичем, Ю.П. Голубевым, В.Г. Залесским и О.Н. Петрович. Направление 

этой научной школы успешно развивается и уже нашло отражение в докторской диссертации В.Г. Залес-

ского (2015). Большой вклад в работу научного коллектива внесли и сотрудники кафедры, в частности 

И.С. Русецкий и Д.Г. Руголь.  
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ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ РАСЧЕТА ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ПОЛЕЙ
НА КВАЗИСТРУКТУРИРОВАННЫХ СЕТКАХ

В УСТРОЙСТВАХ ПЛАЗМЕННОЙ ЭМИССИОННОЙ ЭЛЕКТРОНИКИ

канд. техн. наук, доц. О.Н. ПЕТРОВИЧ, И.С. РУСЕЦКИЙ 

(Полоцкий государственный университет) 

На основе метода декомпозиции расчетной области предложена технология построения ква-

зиструктурированных сеток для разработки численных методов расчета электронно- и ионно-

оптических систем. Представлены алгоритмы моделирования электромагнитных полей с наложением 

и без наложения расчетных областей для программной реализации с применением параллельных и по-

следовательных вычислительных схем. 

Ключевые слова: квазиструктурированные сетки, численное моделирование, методы расчета 

электронно-оптических систем, методы расчета ионно-оптических систем. 

Введение. Компьютерное моделирование процессов формирования пучков заряженных частиц 

в устройствах плазменной эмиссионной электроники можно рассматривать как совокупность вычисли-

тельных задач по расчету электрического и магнитного полей, движения заряженных частиц, объемных 

зарядов частиц, положения и формы плазменной поверхности. При этом положение и форма плазменно-

го эмиттера оказывают существенное влияние на характеристики пучка [1]. В связи с чем возникает 

необходимость проводить моделирование положения и формы плазменной поверхности, а также потока 

заряженных частиц с большей точностью. Точность решения указанных численных задач определяется 

результатами расчета электрического и магнитного полей.  

Для описания стационарных полей используются уравнения Пуассона для скалярного ϕ  и век-

торного A
�

 потенциалов [2] с граничными условиями Дирихле: 

2

0

,
ρ∇ ϕ = −
ε

 gradE = − ϕ = −∇ϕ
�

,  (1) 

2
0 ,A j∇ = −µ

� �

rotB A A= = ∇ ×
� ��

,  (2) 

где 0ε – электрическая постоянная; 0µ – магнитная постоянная; ρ – объемная плотность заряда;

j
�

– плотность тока; E
�

– напряженность электрического поля; B
�

– магнитная индукция.

В области, свободной от токов, для описания магнитного поля можно использовать скалярный 

магнитный потенциал, который удовлетворяет уравнению Лапласа:  

2 0,m∇ ϕ =  mB = −∇ϕ
�

.  (3) 

В пакете ELIS [3] численное решение уравнений (1)‒(2) по расчету электрического поля, создаваемого 

системой электродов и объемным зарядом потока частиц, и собственного магнитного поля пучка проводилось 

методом конечных разностей на квадратной сетке с граничными условиями Дирихле [4].  

В данной работе предложена технология построения квазиструктурированных сеток при разра-

ботке и программной реализации численных методов расчета электромагнитных полей, основанных на 

параллельных и последовательных вычислительных схемах. 

Технология построения квазиструктурированных сеток для решения двумерных и трехмерных
задач по расчету электромагнитных полей. С целью усовершенствования алгоритма расчета процессов 

в устройствах плазменной эмиссионной электроники применим метод декомпозиции расчетной области.  

Для полей с аксиальной симметрией разобьем прямоугольную расчетную область в плоскости rz  

цилиндрической системы координат (рисунок 1) на три подобласти: внешнюю по отношению к пучку 

заряженных частиц, обозначенную цифрой 3, внутреннюю – 4 и приэмиттерную – 5. Покроем расчетную 

область равномерной квадратной макросеткой с шагом H . По результатам расчета электронно- или 

ионно-оптической системы на макросетке выделим внутреннюю и приэмиттерную области. Во внутрен-

ней области построим более мелкую внутреннюю квадратную сетку с шагом 
v v

h H n= , в приэмиттер-

ной области еще более густую квадратную сетку с шагом 
e e

h H n= , где 
v

n  и 
e

n  – заданные целые чис-

ла. Совокупность макросетки и подсеток образует квазиструктурированную сетку. 

Численное моделирование полей будем проводить на квазиструктурированной сетке, расчет дви-

жения частиц пучка (траектории, объемный заряд) ‒ на подсетке внутренней области, положение и фор-

му плазменной поверхности будем находить, применяя подсетку приэмиттерной области.  
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1 – ускоряющий электрод, 2 – фокусирующий электрод
Рисунок 1. – Квазиструктурированная сетка в расчетной области

В сеточной расчетной области дискретная аппроксимация частных производных в уравнениях (1)‒(3) 

приводит к системе алгебраических уравнений для скалярного и векторного потенциалов поля { }, ,
m

u A= ϕ ϕ
�

: 

2

, 1, 1, , 1 , 1 ,

1 2 1 2 1

4 2 2
i j i j i j i j i j i j

j j
u u u u u h f

j j
+ − + −

 + −= + + + + 
 

,  (4) 

( )2

,0 1,0 1,0 ,1 ,0

1
4

6
i i i i i

u u u u h f+ −= + + + ,  (5) 

где ,i j ‒ номера узлов; функция 
0

0

, ,0f j
 ρ= − −µ ε 

�

; сеточный шаг принимает одно из значений 

{ }, ,
v e

h H h h=  в зависимости от того, в какой подобласти расположен узел.

Для решения трехмерных задач электронной и ионной оптики построим пространственные ква-

зиструктурированные сетки, применяя метод декомпозиции расчетной области. В декартовой системе 

координат { }x, ,y z  зададим расчетную область в форме параллелепипеда, в которой построим ква-

зиструктурированную сетку, состоящую из макросетки и двух подсеток, ячейки которых геометрически 

подобны расчетной области. В цилиндрической системе координат сформируем расчетную область 

в форме цилиндра, а ячейки макросетки и подсеток образованы координатными линиями трех подобластей.  

Решение системы алгебраических уравнений для скалярного и векторного потенциалов поля 

(4)‒(5) находим методом итераций на квазиструктурированной сетке с наложением расчетных областей 

для построения последовательной вычислительной схемы или без наложения расчетных областей для 

проведения параллельных вычислений.  

Алгоритмы численного моделирования электромагнитных полей
на квазиструктурированных сетках

Алгоритм расчета электромагнитного поля на квазиструктурированной сетке с наложением
расчетных областей. Для поля с аксиальной симметрией построим в расчетной области квазиструкту-

рируемую сетку, состоящую из макросетки и вложенных подсеток в подобласти распространения элек-

тронного пучка и приэмиттерной подобласти. Уравнения Пуассона (1)‒(2) для самосогласованного элек-

тронного поля и собственного магнитного поля пучка, уравнение Лапласа (3) для внешнего магнитного 

поля, созданного постоянными магнитами или обмотками с токами, находящимися за пределами расчет-

ной области, представим системой алгебраических уравнений (4)‒(5).  

На первом этапе решение системы (4)‒(5) находится на макросетке, заполняющей всю расчетную 

область. На следующем шаге проводится расчет потенциалов поля u  на внутренней подсетке с учетом 

значений u  в общих узлах макросетки и подсетки. Затем вычисляются значения потенциалов в приэмит-

терной области в дополнительных узлах сетки, вложенной в предыдущую. Таким образом, при расчете 

полей во внутренней и приэмиттерной подобласти, используются значения потенциалов, полученные 

в узлах более крупных сеток на предыдущих этапах. При этом на границах подобластей применяются 

формулы Лагранжа для интерполяции значений потенциалов в узлах, расположенных между узлами 

более крупных сеток: 

( )1 1 1 2

2

1
9 9

16
i i i i

i
u u u u u− + ++

= − + + − , (6)
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u u u u+ ++

= + − ,  (7) 

( )1 1 2
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1
3 6

8
i i i

i
u u u u− −−

= + − .  (8) 

Изложенный алгоритм расчета электромагнитного поля предназначен для реализации посредством 

последовательной вычислительной схемы, для повышения сходимости которой используется метод про-

гонок переменных направлений.  

Алгоритм расчета электромагнитного поля на квазиструктурированной сетке без наложения
расчетных областей. Алгоритм расчета электромагнитного поля, основанный на методе декомпозиции 

расчетной области, был модифицирован с целью распараллеливания вычислений в подобластях. В этом слу-

чае, внешняя (3), внутренняя (4) и приэмиттерная (5) подобласти (рисунок 1) сопрягаются без наложения.  

Решение вычислительной задачи (4)‒(5) проводится в каждой подобласти независимо друг от друга 

с применением внутреннего итерационного процесса. На границе подобластей полученные решения 

сшиваются с учетом равенства нормальных производных потенциалов на границе. Для этого строится 

внешний итерационный процесс, с помощью которого находится решение уравнения Пуанкаре ‒ Стеклова 

0
u u

n n

+ −∂ ∂   − =   ∂ ∂   
� �

,  (9) 

где n
�

 ‒ нормаль к границе подобластей, 
u

n

+∂ 
 ∂ 
�

 и 
u

n

−∂ 
 ∂ 
�

‒ нормальные производные потенциала спра-

ва и слева от границы, которые аппроксимируются трехточечными или четырехточечными схемами че-

рез значения потенциала в разных подобластях: 

1 2 2 13 4 4 3

2 2

i i i i i iu u u u u uu u

n nh h

+ −
+ + − −
+ −
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.  (11) 

Такой подход создает возможность для автономной аппроксимации уравнения Пуассона в раз-

личных подобластях и параллельного нахождения сеточных решений. Для сшивки сеточных решений, 

полученных в неперекрывающихся подобластях на квазиструктурированной сетке, находятся значения 

потенциалов полей на границе подобластей: 

( )1 1 2 2

1
4 4

6
i i i i i

u u u u u− + + −= + − − ,  (12) 

( )1 2 3 3 2 1

1
18 9 2 2 9 18

22
i i i i i i i

u u u u u u u+ + + − − −= − + + − + .  (13) 

На границах сеток для интерполяции значений потенциалов применяются формулы Лагранжа (6)‒(8). 

На рисунке 2 приведены результаты численных расчетов электрического поля в осесимметричной 

электронно-оптической системе на квазиструктурированной сетке без наложения расчетных областей. 

Технологии численных решений двумерных задач по расчету электрического и магнитного полей 

получили дальнейшее развитие при разработке алгоритмов моделирования трехмерных плоских и ци-

линдрических задач. 3D-алгоритмы построены на конечноразностной аппроксимации уравнений для 

скалярных потенциалов электрического и магнитного полей в трехмерной постановке в цилиндрической 

и декартовой системах координат: 

2 2 2

2 2 2 2

1 1u u u u
f

r rr r z

∂ ∂ ∂ ∂+ + + =
∂∂ ∂θ ∂

,  (14) 

2 2 2

2 2 2

u u u
f

x y z

∂ ∂ ∂+ + =
∂ ∂ ∂

.  (15) 

На рисунке 3 представлены результаты расчета электрического поля в электронно-оптической си-

стеме, формирующей ленточный пучок.  
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Рисунок 2. – Распределение скалярного потенциала
электрического поля на квазиструктурированной

сетке без наложения расчетных областей

Рисунок 3. – Распределение скалярного потенциала
электрического поля в электронно-оптической

системе, формирующей ленточный пучок

Заключение. Предложена технология проведения численных расчетов устройств плазменной 

эмиссионной электроники, основанная на методе декомпозиции расчетной области, которая позволяет 

решать задачу по расчету электрического и магнитного полей на квазиструктурированной сетке, что 

повышает точность расчета характеристик пучка заряженных частиц.  

Приводятся алгоритмы построения квазиструктурированных сеток для решения двумерных осе-

симметричных и трехмерных плоских и цилиндрических задач по расчету электромагнитных полей. 

Разработаны методы численного моделирования электромагнитных полей с наложением и без наложения 

расчетных областей, основанные на параллельных и последовательных вычислительных схемах. 

Работа выполнена при финансовой поддержке Белорусского республиканского фонда фундамен-

тальных исследований (проект № Ф17-122). 
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NUMERICAL METHODS OF CALCULATION OF ELECTROMAGNETIC FIELDS 

ON QUASI-STRUCTURED GRIDS IN DEVICES OF PLASMA EMISSION ELECTRONICS 

O. PETROVICH, I. RUSETSKI

On the basis of the decomposition method of the computational domain a technology for constructing 

quasi-structured grids is proposed.  This technology is used for developing of numerical methods for calculating 

electron- and ion-optical systems. The algorithms for modeling electromagnetic fields with overlapping and 

without overlapping computational domains, which are applied for software with using parallel and sequential 

computational schemes, are offered. 

Keywords: quasi-structured grids, numerical simulation, methods for calculating electron-optical sys-

tems, methods for calculating ion-optical systems. 
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ОБРАЩЕНИЕ С ВОДНЫМИ РАДИОАКТИВНЫМИ ОТХОДАМИ ПРИ ПРОИЗВОДСТВЕ 

РАДИОФАРМПРЕПАРАТОВ НА ОСНОВЕ 
18

F 

В.О. КРОТ, О.В. ТУГАЙ 

(Белорусский государственный университет, Минск); 
канд. физ.-мат. наук Д.И. БРИНКЕВИЧ, канд. хим. наук, доц. С.Д. БРИНКЕВИЧ, 

канд. мед. наук, Г.В. ЧИЖ 

(Республиканский научно-практический центр онкологии и медицинской радиологии 

им. Н.Н. Александрова, Минск); 
канд. физ.-мат. наук, доц. С.А. ВАБИЩЕВИЧ 

(Полоцкий государственный университет) 

Исследовано накопление долгоживущих радионуклидов в обогащенной 18О воде при производстве 

радиофармпрепаратов на основе 18F с использованием циклотрона IBA Cyclone 18/9 HC. Рассмотрены 

различные механизмы попадания долгоживущих радионуклидов в регенерированную воду. Разработана 

технология очистки регенерированной воды с использованием метода дистилляции при атмосферном 

давлении, обеспечивающая эффективное удаление γ-излучающих радионуклидов. Установлено, что 

удельная активность β-излучающего радионуклида 3Н и степень обогащения по 18О после дистилляции 

не снижаются. Показано, что дистиллят регенерированной [18О]H2O не пригоден для повторного ис-

пользования при производстве радиофармпрепаратов на основе 18F. Полученные результаты имеют 

важное значение для оптимизации методов обращения с радиоактивными отходами при производстве 
радиофармпрепаратов на основе 18F с использованием циклотрона IBA Cyclone 18/9 HC и, как след-

ствие, минимизации дозовых нагрузок персонала. 

Ключевые слова: радиофармпрепараты, радионуклиды, циклотрон, обогащенная 18О вода, про-

тонное облучение. 

Метод позитронно-эмиссионной томографии (ПЭТ) основан на использовании биологически ак-

тивных веществ или их аналогов, меченных короткоживущими позитрон-излучающими радионуклида-

ми, которые после внутривенного введения пациенту позволяют получать прижизненную информацию 

о биохимических процессах, в том числе патофизиологических. Применение короткоживущего радио-

нуклида 18F с периодом полураспада 109,8 мин позволяет значительно снизить дозовую нагрузку на па-

циента, поскольку к окончанию исследования основная доля радиоактивной метки уже распадается. 

Особенность аннигиляции позитрона – одновременное испускание 2-х γ-квантов со строго детерминиро-

ванной энергией 511 кэВ под углом 180±0,2° – позволяет с использованием специального кольцевого 

детектора позитронно-эмиссионного томографа регистрировать вплоть до единичных актов радиоактив-

ного β+-распада нуклидов, что и обеспечивает высокую чувствительность метода [1, 2]. 

Изотоп 18F производится при облучении протонами обогащенной 18О (97 и более %) воды по реак-

ции 18О(p,n)18F. Протонный пучок и вторичные нейтроны активируют не только воду, но и атомы метал-

лической мишени. Индуцируемые облучением радионуклиды способны попадать в облучаемую воду 

и с ней вымываются в зону синтеза. Одной из важнейших задач при получении радиофармпрепаратов 

(РФП) на основе 18F является очистка от долгоживущих радионуклидов (ДРН), поскольку их наличие в 

готовой лекарственной форме приводит к дополнительной дозовой нагрузке на пациентов после иссле-

дования методом ПЭТ. При производстве меченых соединений интенсивное поступление ДРН в радио-

химический модуль может вызывать значительное снижение эффективности синтеза. Эти радионуклиды 

в значительной мере определяют дозовую нагрузку на радиохимический персонал при подготовке горя-

чих камер к производству, поскольку ДРН имеют периоды полураспада ≥ 20 ч, что сопоставимо или 

больше интервала между синтезами [3–5].  

Целью настоящей работы являлась разработка научно обоснованных правил работы с водными 

радиоактивными отходами от производства радиофармпрепаратов на основе 18F с использованием цик-

лотрона IBA Cyclone 18/9 HC. 

Материалы и методы измерений. Наработку радионуклида 18F осуществляли на ускорителе 

Cyclone 18/9 HC (IBA, Бельгия) при облучении протонами с энергий 18 МэВ воды, обогащенной по 18О 

до 98% (Центр молекулярных исследований, Россия). Использовали ниобиевую мишень объемом 3,2 мл 

с входным окном из сплава Havar, толщиной 25 мкм. Синтез меченых 18F радиофармпрепаратов выпол-

няли на микрореакторном модуле синтеза Synthra RN Plus (Synthra GmbH, Германия) и кассетном – 
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Synthera (IBA, Бельгия). Прошедшую через ионообменный картридж QMA Light и облученную [18О]H2O 

собирали во флаконы для регенерации и удаляли из горячей камеры синтеза не ранее, чем через сутки 

после производства радиодиагностического лекарственного средства. Для обеспечения радиационной 

защиты персонала фасовку радиофармпрепаратов осуществляли в горячих камерах производства 

Comecer (Италия) с эффективностью защиты по всем направлениям не менее 75 мм свинцового эквива-

лента. Транспортировку флакона объемом 15 мл осуществляли в контейнерах CF18 PB Comecer с тол-

щиной защитного слоя свинца 40 мм.  

Очистку регенерированной [18О]H2O производили с использованием метода дистилляции при атмо-

сферном давлении. Скорость дистилляции – 1 капля/с. Средний разовый объем очищаемой воды – 700 мл. 

Средний объем кубовых остатков – 20 мл. Средние объемы I и II фракции – 50 и 630 мл соответственно. 

Использованное при дистилляции стеклянное оборудование после всех циклов очистки было обработано 

1 М соляной кислотой. Кубовые остатки дистиллируемой [18О]H2O и кислотные растворы дезактивации 

подвергались цементации, с предварительной коррекцией pH жидких радиоактивных отходов 2 М вод-

ным раствором гидроксида натрия. 

Мощность дозы γ-излучения на рабочих местах персонала контролировали дозиметром ДКС-АТ1121 

(Атомтех, Беларусь). Идентификацию нуклидов и определение их активности выполняли с использова-

нием γ-спектрометра на особо чистом германии (детекторная система GEM40-83/DSPEC jr 2.0; энергети-

ческий диапазон 14,5 – 2911,4 кэВ; разрешение 0,182 кэВ/канал). Измерения активности образцов прово-

дили на калибраторе активности Isomed 2010 (MED Nuklear – Medizintechnik Dresden Gmb, Германия). 

Из-за высокой активности картриджей измерения проводили не менее чем через сутки после синтеза. 

β-спектрометрический анализ проводился с использованием автоматического жидкостного сцин-

тилляционного спектрометра с TDCR регистрацией HIDEX 300 SL. Его энергетический диапазон состав-

ляет 0 –2 МэВ по β-частицам, интервал – 0,182 кэВ/канал, эффективность > 26% (для трития), > 95% (для 
14C). Средний фон для β-частиц – 9 импульс/мин. Использован жидкий сцинтиллятор на основе толуола. 

Объем пробы – 0,5 мл; жидкого сцинтиллятора – 10 мл. Время измерения – 1000 с. 

Экспериментальные результаты и их обсуждение. На рисунке 1 представлены γ-спектры реге-

нерированной воды, измеренные через 20 дней (а) и 2 суток (б) после синтеза радиофармпрепарата. До-

минирующими радионуклидами в регенерированной облученной [18О]H2O являются 55Co, 56Co, 57Co, 
58Co, 57Ni, 52Mn, 54Mn и 51Cr. Данные хорошо коррелируют с результатами работ [3, 6–8], полученными 

для мишеней с входным окном из сплава Havar. Следует отметить, что в исходных пробах были обнару-

жены также следовые количества 95Tc, 96Tc, 95Nb, 182Re, 183Re, 184Re. Однако активности данных радио-

нуклидов недостаточно для их количественной оценки. Радионуклиды 55Co и 57Ni исчезают из воды быст-

рее других, их периоды полураспада составляют 17,5 и 35,6 ч соответственно. В спектрах, измеренных 

через 20 дней после синтеза, 55Co и 57Ni не наблюдается. Остальные из вышеперечисленных радионуклидов 

являются долгоживущими, периоды полураспада t1/2 варьируются в пределах от 27 до 312 сут [9]. 

Установлено, что от синтеза к синтезу может изменяться не только соотношение активностей дол-

гоживущих радионуклидов, но и их радионуклидный состав. Типовые кривые спада активности долго-

живущих радионуклидов в регенерированной воде приведены на рисунке 2. Описать зависимости актив-

ности исследованных образцов одной, двумя или тремя экспонентами не представляется возможным, что 

указывает на присутствие на картриджах QMA и в регенерированной воде большого количества радио-

нуклидов с периодами полураспада от нескольких дней до нескольких месяцев. На активность долгожи-

вущих радионуклидов в регенерированной воде могут влиять различные факторы. Нами было установ-

лено, что ключевое значение имеет величина накопленной мишенью дозы (мкА·ч), которая зависит от 

плотности протонного пучка на мишени и продолжительности ее облучения. При сопоставлении кривых 

1 и 2 (рис. 2) отчетливо видно, что с увеличением накопленной дозы возрастает активность долгоживу-

щих радионуклидов, генерируемых в процессе производства радиофармпрепарата. Следует также отме-

тить, что количество произведенных долгоживущих радионуклидов возрастает в 3–4 раза по сравнению с 

предыдущим синтезом при разрыве устройства перезарядки иона – стриппера – в процессе облучения 

мишени протонами, что, вероятно, обусловлено нарушением фокусировки пучка заряженных частиц. 

Основным механизмом накопления долгоживущих примесных радионуклидов в облучаемой воде 

может быть выщелачивание продуктов активации из тела и окна мишени в условиях облучения воды под 

давлением 25–30 атм. Облучаемая вода находится в ниобиевой мишени, которая для ввода протонного 

пучка имеет тонкое окно из сплава Havar, содержащего кобальт (42%), хром (19,5%), железо (18,1%), 

никель (13,7%), вольфрам (2,7%), молибден (2,2%), марганец (1,6%) и углерод (0,2%). В работе [10] при 

измерении γ-спектров компонентов мишени, облученной на циклотроне IBA Cyclone 18/9 в течение 

2-месячного производственного цикла, в фольге из сплава Havar были выявлены радиоизотопы 51Cr,
52Mn, 54Mn, 56Co, 57Co, 58Co. Поэтому в нашем случае можно с большой долей вероятности утверждать,

что указанные радионуклиды попадают в облученную воду, потом на картридж QMA и далее в реактор

вследствие выщелачивания водой окна мишени из сплава Havar.
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Рисунок 1. – γ-спектры долгоживущих радионуклидов в регенерированной воде, 

измеренные через 20 дней (а) и 2 суток (б) после синтеза радиофармпрепарата

Рисунок 2. – Кривые спада активности регенерированной воды при облучении мишени циклотрона 

с накопленной дозой 100 (1) и 2500 (2) мкА×ч 

Результатом активации тела мишени являются радионуклиды ниобия, доля которых возрастает 

с ростом накопленной мишенью дозы. Наиболее активный из них – 92mNb, по данным [11], образуется 

в результате фотоядерной реакции из стабильного изотопа 93Nb. Возникающие в результате активации 
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тела мишени радионуклиды (92mNb, 95mNb) имеют периоды полураспада от 80 ч до 10 сут, поэтому при 

увеличении накопленной дозы интенсивно возрастает доля долгоживущих радионуклидов, распадаю-

щихся в первые недели после синтеза. Причинами более интенсивной активации тела мишени с ростом 

дозы могут быть изменения в геометрии пучка протонов в мишени, например, вследствие деформации 

устройства перезарядки иона – стриппера и, в меньшей степени, окна из сплава Havar. 

Анализ наших экспериментальных данных и публикаций [3, 6–8, 12] по долгоживущим радио-

нуклидам в облученной [18О]H2O позволяет утверждать, что ее радиоизотопный состав во многом опре-

деляется условиями облучения (длительность и периодичность облучения, энергия протонов и т.д.), эле-

ментным составом тела и, в наибольшей степени, окна мишени, а также примесным составом обогащен-

ной воды. Причем варьируются не только активности, но и элементный состав долгоживущих радио-

нуклидов. Общим для всех экспериментальных исследований является наличие в облученной [18О]H2O 

радиоизотопов хрома (51Cr), кобальта (56Co, 57Co, 58Co) и марганца (52Mn, 54Mn). Другие нуклиды наблю-

дались эпизодически. Так, в работе [6] при облучении протонами с энергией 9,6 МэВ (ионный ток – 

25 мкА, длительность – 60 мин) серебросодержащей мишени с Havar окном, кроме отмеченных выше, 

наблюдались радиоизотопы 55Fe, 55Co, 59Ni, 95Tc, 96Tc и 109Cd с активностями от 4 до 900 Бк. В работе [12] 

при облучении титановой мишени наблюдались также радиоизотопы ванадия и бериллия. В [10] при 

облучении протонами с энергией 17,5 МэВ на циклотроне Cyclon-30 обнаружены 55Co, 48V, 95Tc и 96Tc. 

Детальный анализ экспериментальных результатов различных авторов осложняется тем обстоятель-

ством, что сопоставление условий эксперимента не всегда возможно: в большинстве работ не приводится 

детальное описание условий облучения, элементного состава тела и окна мишени, не обсуждаются воз-

можные механизмы попадания радионуклидов в облученную воду. Это указывает на необходимость 

проведения дальнейших экспериментальных исследований в конкретных производственных условиях 

ПЭТ-центра на базе РНПЦ ОМР им. Н.Н. Александрова (Минск, Беларусь) для снижения активности 

долгоживущих радионуклидов и минимизации количества радиоактивных отходов.  

Нами установлено, что подавляющая часть (свыше 90%) радионуклида 51Cr из облученной воды 

[18O]H2O, переданной с циклотрона, осаждается на картридже QMA Light (табл. 1). Радионуклиды ко-

бальта и марганца в основном попадают во флакон для регенерированной воды (65–70%), а картридж 

QMA Light захватывает только около 30% указанных радионуклидов (см. табл. 1). 

Таблица 1. – Распределение ДРН из облученной на циклотроне воды [18O]H2O между картриджем QMA 

Light и регенерированной водой 

Радионуклид 51Cr 54Mn 56Co 55Co 57Co 58Co 57Ni 

Доля ДРН, осажденных на 

QMA Light, % 
90-95 29-34 21-35 33 24-36 22-30 7,5 

Доля ДРН, оставшихся  

в регенерированной воде, % 
5-10 66-71 65-79 67 64-76 70-78 92,5 

Примечание. Активности радионуклидов приведены в таблице на момент окончания синтеза. 

Данные в таблице 1 для относительно короткоживущих радионуклидов 55Co и 57Ni указаны для 

одного исследования, выполненного через 2 сут после синтеза. Остальные измерения проводили через 

7–10 суток (до 12 периодов полураспада указанных радионуклидов) после синтеза и в γ-спектрах 55Co 

и 57Ni не были идентифицированы. Несмотря на это, приведенные в таблице 2 результаты для радио-

нуклидов 57Ni и 55Co можно считать достоверными, поскольку цифра по 55Co хорошо коррелирует с дан-

ными по другим изотопам кобальта. В связи с чем можно достоверно утверждать, что радионуклид 57Ni 

практически полностью (свыше 90%) удаляется с регенерированной водой. 

Таблица 2. – Удельные активности (в Бк/мл) γ-излучающих радионуклидов в облученной воде для моду-

ля Synthra RN Plus до и после дистилляции 

Образец Удельные активности радионуклидов, Бк/мл 

Изотоп 
65Zn 51Cr 54Mn 56Co 57Co 58Co 

Суммарная 

удельная 

активность 

Исходный образец 3,0 9,7 30,4 81,8 228,1 348,8 701,9 

II фракция – – 0,166 0,235 0,492 0,783 1,68 

В научной литературе имеется недостаточно сведений по осаждению долгоживущих радионукли-

дов хрома, марганца и кобальта на QMA Light картридже при производстве [18F]ФДГ. Причем результа-
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ты разных авторов серьезно отличаются, что обусловлено особенностями используемых технологий [3, 

13, 14]. Наши экспериментальные результаты в основном совпадают с данными [3], полученными при 

использовании анионообменного картриджа Chromafix HCO3. Авторы работы [3] отмечали, что 78–85% 

радионуклидов кобальта и марганца остается в регенерированной воде. В наших исследованиях доля 

удаленных с регенерированной водой изотопов 54Mn, 56Co, 57Co, 58Co была несколько ниже – от 65 до 79%. 

Экспериментальные данные, полученные нами для изотопа 51Cr, сильно отличаются от данных ра-

боты [3], однако близки к результатам [13]. Так, если в [3] с регенерированной водой удалялось около 

30–35% 51Cr, то, согласно [13] и нашим данным, в регенерированной воде остается менее 10% указанного 

радионуклида. В работе [3] отмечается, что распределение 51Cr сильно изменчиво от образца к образцу и 

не совпадает по характеру распределения с другими радионуклидами, что, вероятнее всего, определяется 

процессами комплексообразования ионов хрома. Действительно, при прохождении облученной воды 

через картридж QMA Light (в HCO3
–

 форме) ионы хрома в зависимости от щелочности среды могут су-

ществовать в двух степенях окисления (предпочтительно +3, нежели +2), а также в различных анионных 

и катионных аквакомплексах Cr(OH)x(H2O)y
z±, где x + y = 6. 

Для снижения объема радиоактивных отходов накопленная за год работы регенерированная вода 

подвергалась дистилляционной очистке. Активности радионуклидов до и после очистки регенерированной 

[18О]H2O, собранной с различных модулей синтеза, представлены в таблицах 2 и 3. Отметим, что 

в I фракции долгоживущих технологических радионуклидов не наблюдалось. Суммарная активность 

всех долгоживущих технологических радионуклидов во II фракции варьировалась в пределах 16–73 Бк. 

Согласно полученным экспериментальным данным, радионуклиды 65Zn и 51Cr полностью остаются 

в кубовом остатке. Изотопы кобальта и марганца присутствуют во II фракции, однако их активность 

снижается по сравнению с исходным образцом в 400–1200 раз (в зависимости от элемента и его началь-

ной активности). 

Таблица 3. –  Удельные активности (в Бк/мл) γ-излучающих радионуклидов в облученной воде для модуля 

Synthera до и после дистилляции 

Образец Удельные активности радионуклидов, Бк/мл 

Изотоп 
65Zn 51Cr 54Mn 56Co 57Co 58Co 

Суммарная 

удельная 

активность 

Исходный образец 9,8 93,9 70,7 495,6 628,8 2381,1 3680,0 

II фракция – – 0,157 0,547 0,730 1,97 7,23 

Следует отметить, что в исходных пробах были обнаружены также следовые количества 95Tc, 96Tc, 
95Nb, 182Re, 183Re, 184Re. Активности данных радионуклидов недостаточно для их количественной оценки. 

Однако присутствие изотопов рения, технеция и ниобия также и во II фракциях дистиллята свидетельствует 

о низкой эффективности использованной методики очистки по отношению к данным радионуклидам. 

Анализ полученных данных, а именно, сравнение количеств исследуемых γ-излучающих радио-

изотопов во II фракции при различных их активностях в исходных пробах, позволяет сделать вывод 

о том, что радиоактивные загрязнения в процессе дистилляции практически полностью остаются в кубо-

вом остатке. Остаточные активности нуклидов во II фракции вероятно связаны с явлением капельного 

уноса растворителя во время кипения, когда вместе с мельчайшими каплями воды в паровую фазу выно-

сятся и радионуклиды. 

Анализ радионуклидов с использованием метода β-спектрометрии показал присутствие в образцах 

[18О]H2O трития, в то время как других β-излучающих радионуклидов (испускающих частицы в области 

энергий 14С, 90Sr и 90Y) обнаружено не было. Удельные активности трития составляли: в воде из модуля 

Synthra RN Plus – 131 кБк/г; а для модуля Synthera – 215 кБк/г. Эти значения хорошо согласуются с дан-

ными, представленными в работах [3, 6, 13], в которых удельные активности трития в облученной воде 

варьировались от 110 до 240 кБк/г. В β-спектрах регенерированной воды (до дистилляционной очистки) 

наблюдается смещение максимума пика 3Н по сравнению с эталоном в сторону низких энергий (рис. 3). 

При этом более сильному сдвигу подверглось левое крыло пика. Данный факт можно объяснить как 

образованием Оже-электронов при β-распаде нуклидов, так и наличием в регенерированной воде при-

месных количеств растворителей, в частности ацетонитрила и этанола, которые могут служить шифте-

рами в системе, снижая энергию фотонов, испускаемых возбужденными частицами сцинтиллятора. 

После дистилляции регенерированной воды содержание трития не снижается: активности 3Н в ис-

ходном образце, II и I фракциях практически идентичны (табл. 4). Таким образом, полученные экспери-

ментальные данные указывают на невозможность использования применявшейся в эксперименте ди-

стилляционной установки для удаления 3Н из регенерированной воды и исключают возможность исполь-

зования дистиллята для повторного облучения для наработки 19F.  
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Рисунок 3. – β-спектр регенерированной воды (1) и стандарта 3Н (2) 

Таблица 4. – Данные анализа на присутствие β-излучающих радионуклидов 

Образец 
Масса 

пробы, г 

Активность, 

Бк 

Удельная  

активность, Бк/г 

Скорость 

счета 

Скорость 

счета/г 

Synthra RN (исх) 0,54374 71314 131155 21717 39940 

Synthra RN (I фр) 0,52285 67073 128283 21110 40375 

Synthra RN (II фр) 0,53342 73820 138390 22277 41762 

Synthera (исх) 0,62400 134146 214978 28372 45467 

Synthera (II фр) 0,52727 102441 194286 25897 49116 

Тритий образуется при облучении обогащенной по 18О воды по ядерной реакции 18O(p,t)16O (сече-

ние реакции – 0,017 барн для протонов с энергией 18 МэВ). Также возможно попадание трития из облу-

ченного Havar входного окна мишени, в которой он образуется из хрома по реакции 50Cr(p,t)48V. Однако 

этот механизм менее значимый, поскольку содержание хрома в сплаве Havar составляет около 20%, 

а 50Cr в естественной смеси не превышает 9%. 

Заключение. Исследовано накопление долгоживущих радионуклидов в обогащенной 18О воде 

с целью разработки научно обоснованной концепции работы с водными радиоактивными отходами от 

производства радиофармпрепаратов на основе 18F с использованием циклотрона IBA Cyclone 18/9. Рас-

смотрены различные механизмы попадания долгоживущих радионуклидов в регенерированную воду. 

Проведена очистка регенерированной воды с использованием метода дистилляции при атмосферном 

давлении. Показано, что имеет место эффективная очистка регенерированной воды от γ-излучающих 

радионуклидов. Удельная активность β-излучающего радионуклида 3Н после дистилляции не снижается. 

Установлено, что дистиллят регенерированной 18О[H2O] не пригоден для повторного использования при 

производстве радиофармпрепаратов на основе 18F. 
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MANAGEMENT OF AUEOUS RADIOACTIVE WASTES IN THE PRODUCTION 

OF 
18

F-LABELED RADIOPHARMACEUTICALS 

V.O. KROT, O.V. TUGAY, D.I. BRINKEVICH,

S.D. BRINKEVICH, G.V. CHIZH, S.A. VABISHCHEVICH

In the present work, the accumulation of long-lived radionuclides in 18O-enriched water at the production 

of 18F-labeled radiopharmaceuticals using IBA Cyclone 18/9 cyclotron was studied. Various mechanisms 

of long-lived radionuclides accumulation in regenerated water are considered. The technology for the purifica-

tion of regenerated water by distillation at atmospheric pressure was developed, which manifests effective elimi-

nation of γ-emitting radionuclides. It was shown, that after distillation the specific activity of β-emitting radionu-

clide 3H, as well as degree of 18O-enrichment are not reduced. Distillate of the regenerated 18O [H2O] is not 

acceptable for reuse in the production of 18F-labeled radiopharmaceuticals. The results obtained are of vital 

importance for the optimization of radioactive waste management procedures in production of [18F] radiophar-

maceuticals using IBA Cyclone 18/9 HC cyclotron and, consequently, for minimization of radiation exposure 

of personnel. 

Keywords: radiopharmaceuticals, radionuclides, cyclotron, 18O enriched water, proton irradiation. 
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УДК 621.671:004.4 

ОПТИМАЛЬНОЕ РЕГУЛИРОВАНИЕ ГИДРАВЛИЧЕСКИХ СИСТЕМ 

канд. техн. наук, доц. В.Е. ПИТОЛИН 

(Полоцкий государственный университет) 

Изложены результаты теоретических исследований оптимального режима работы центро-

бежного насоса, а также представлены данные сравнительных стендовых испытаний традиционного 

метода регулирования гидравлических систем с использованием дроссельного клапана и метода ча-

стотного регулирования. Показано, что частотный метод регулирования с точки зрения затрат энер-

гии на перекачку жидкости при одинаковой стоимости реализации на 30–70% экономичнее традицион-

ного и существенно надежнее в эксплуатации, т.к. не имеет подвижных частей и уплотнений. Разра-

ботан алгоритм управления центробежным насосом с использованием частотного метода регулирова-

ния за счет поддержания наиболее оптимального режима его работы на любых подачах.  

Ключевые слова: гидравлическая система, центробежный насос, оптимальный режим, частот-

ное регулирование, дросселирование. 

Центробежные насосы (ЦН) являются наиболее распространенными агрегатами, используемыми 

как в промышленности, так и в жилых зданиях и сооружениях для перекачки различных жидкостей. По-

этому повышение энергоэффективности их использования может дать существенный эффект.  

Обычно центробежный насос имеет максимум КПД на режиме, близком к расчетному. А на рас-

четном режиме (режиме осесимметричного истечения потока по периметру рабочего колеса) он имеет 

и хорошо выраженный минимум вибрации и шума [1–3]. 

Для снижения шума и вибрации центробежных насосов на режимах, отличающихся от расчетного, 

разработчики насосов обычно увеличивают кольцевой зазор δ до 15–30%:  

3 2

2

100%
−

δ = ⋅
R R

R
,  (1) 

где R2 – наружный радиус рабочего колеса центробежного насоса; 

R3 – радиус кольцевого зазора (расстояние от оси вращения до языка спирального отвода). 

Это дает определенный эффект, но приводит к существенному снижению его КПД, так как при 

этом возрастают потери энергии на рециркуляцию жидкости в кольцевом зазоре.  

По этой причине КПД современных центробежных насосов с асинхронными электродвигателями 

обычно не превышают 40–50% [3, 4]. 

Основным технико-экономическим параметром для оценки режима работы центробежного насоса 

в любой циркуляционной системе является удельный расход электрической энергии на перекачку объема 

жидкости в заданное время.  

Если подача насоса находится в районе максимума КПД, удельный расход электрической энергии 

существенно не изменяется, уменьшаясь при увеличении подачи. Но при этом установлено, что, если 

эксплуатация насоса в системе выполняется на подачах ниже некоторой критической величины, удель-

ный расход электрической энергии резко возрастает. 

Применяемые в промышленности регуляторы частоты вращения центробежных насосов, исполь-

зуемые вместо дроссельных клапанов, не имеют алгоритма обеспечения максимум КПД на частотах 

меньше номинальной, а также не поддерживают режим ограничения расхода на подачах меньше крити-

ческой величины. Также не определен и алгоритм управления частотой вращения насоса при изменении 

гидравлического сопротивления системы, в которой работает насос.  

Для лучшего понимания сущности проблемы необходимо тщательно рассмотреть структуру тече-

ний в спиральном отводе центробежного насоса на его энергетические характеристики при различных 

подачах. 

Спиральный отвод является важнейшим конструктивным элементом ЦН. Его геометрические па-

раметры существенно влияют на режим работы насоса. 

В настоящее время ЦН обычно проектируются со спиральными отводами, построенными с со-

блюдением закона постоянства момента скорости [4]: 

const⋅ =uV r ,  (2) 

где Vu – окружная составляющая скорости потока в отводе ЦН на произвольном радиусе r. 
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Поэтому площади поперечных сечений спирального отвода выбираются таким образом, чтобы 

обеспечить осевую симметрию потока за рабочим колесом на расчетном режиме работы ЦН: 

 

2
2 2

( ) const
2

φ = =
⋅ π ⋅ ⋅

p
p

R p p

Q
V

R b
,                                                           (3) 

 

где индекс «р» обозначает расчетный режим или расчетный геометрический параметр, например, Qp – 

расчетный расход (подача) рабочей среды через насос; 

b2 – ширина межлопастных каналов в районе выхода из рабочего колеса. 

На нерасчетных режимах статическое давление на выходе из отдельного вращающегося канала 

периодически изменяется в зависимости от углового расположения канала относительно спирального 

отвода. Такое изменение давления, наложенное спиральным отводом, работающим в режиме конфузора 

(Q > Qp) или диффузора (Q < Qp), а также гидродинамическим следом обтекания языка спирального от-

вода (Q ≈ Qp) приводит к периодическому изменению относительной скорости ядра потока в каналах 

рабочего колеса. Это и является причиной периодического (на лопастной частоте) изменения величины 

и направления суммарной радиальной силы, действующей на рабочее колесо со стороны потока перека-

чиваемой среды, а ее реакции – на стенку насоса. 

В работах [1, 2, 5] более подробно представлена кинематическая схема расчета амплитуд и фаз виб-

рации корпуса ЦН под действием динамических составляющих поперечных сил FR, приложенных к ра-

бочему колесу, на различных режимах его эксплуатации, а также изложен порядок расчета этих сил. На 

основании этих работ можно вывести расчетную формулу для оценки величины подачи насоса (в м3/с), 

обеспечивающую наилучшую осевую симметрию потока на выходе из рабочего колеса по его геометри-

ческим характеристикам: 

 

2
р 2

c 2 2л
3

3 яз

1 1

(2 ) 2 tg
ln

2

⋅ω
=

+π π⋅ ⋅ βµ ⋅ ⋅
+

R
Q

R b
b

R r

,                                                 (4) 

 

где rяз – радиус скругления входной кромки языка спирального отвода; 

b2 – ширина межлопастных каналов в районе выхода из рабочего колеса; 

b3 – средняя ширина (или эквивалентная ширина) спирального отвода; 

β2л – угол установки лопастей рабочего колеса на выходе; 

ω – частота вращения рабочего колеса (рад/с); 

µ – отношение реального напора насоса к теоретическому; 

Rc(2π) – расстояние от центра вращения до стенки спирального отвода перед языком отвода в рай-

оне входа в диффузор (для спиральных отводов с поперечным сечением, близким к прямоугольному, 

величина Rc(2π) принимается равной эквивалентному значению для спирального отвода прямоугольного 

сечения шириной b3, а для сечений, близких к круглому – эквивалентному значению для спирального 

отвода квадратного сечения). 

Приведенная формула справедлива для большинства одноступенчатых центробежных насосов. 

Подача ЦН, рассчитанная по этой формуле, не является подачей с максимальным КПД (кроме гидравли-

ческих потерь для ЦН характерны и другие потери энергии [3, 4]), но находится достаточно близко к ней 

и характеризуется минимумом вибрации и шума [1].   

Из выполненного анализа структуры течений можно сделать следующий вывод: режиму работы 

спирального отвода центробежного насоса, характеризующемуся наилучшей осью симметрии потока на 

выходе из рабочего колеса, будет соответствовать режим равенства статических давлений до и после 

языка спирального отвода [3]. Знак и величина разности статических давлений в этих сечениях будет 

характеризовать величину и направление отклонения режима работы насоса от оптимального на любой 

частоте вращения. Назовем этот параметр ΔРст. 

Распределение статических давлений в спиральном отводе на различных режимах эксплуатации 

центробежных насосов можно видеть, например, в работах [3, 6]  

Как показывает практика использования данного параметра, для оценки режима работы центро-

бежных насосов оптимальными точками снятия статических давлений в отводе являются точки, распо-

ложенные на радиусе R2 и 30° до и после сечения спирального отвода. 

Исследуем полученные результаты на практике. 
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В качестве объекта исследования выбран центробежный насос НЦ 6,3/7,1. Рабочее колесо центро-

бежного насоса этого типа имеет уменьшенный диаметр и осевой зазор δ = 27%. Остальные параметры 

проточной части насоса следующие: 
R2 = 0,079 м; 

R3 = 0,1м; 

rяз = 0,001 м; 

b2 = 0,008 м; 

b3 = 0,02 м; 

β2л = 20°; 

n = 1380 об/мин → ω = 2πn/60 = 144,5 рад/с; 

µ = 0,7; 

Rc(2π) = 0,125 м. 

В результате расчета по формуле (4) получим значение расхода, характеризующегося максималь-

ной осевой симметрией – Qр = 7,68 м3/ч, что несколько больше величины, указанной в марке насоса. Это 

говорит о том, что формула (4) дает достаточно точную оценку оптимального режима работы ЦН. 

Схема и внешний вид стенда представлены на рисунке 1. 

 

 
 

 

Рисунок 1. – Схема и внешний вид циркуляционного стенда 

 

Результаты испытаний центробежного насоса на номинальной частоте вращения при изменении 

расхода в системе традиционным методом дросселирования на напорной линии представлены в таблице. 

 

Таблица. – Результаты испытаний ЦН при различных методах изменения расхода 

Подача 

насоса, 

м3/ч 

Регулирование расхода  

методом дросселирования потока жидкости 

Регулирование расхода  

методом изменения частоты вращения 

Напор 

насоса, 

кПа 

Потребляемая 

мощность, 

Вт 

КПД, 

% 

Параметр 

∆Pст, 

кПа 

Напор 

насоса, 

кПа 

Потребляемая 

мощность, 

Вт 

Параметр 

∆Pст, 

кПа 

1 83 245 9 4,1 4 62 -0,3 

2 80 268 17 3,45 5 79 -0,3 

3 78 280 23 2,85 6 93 -0,3 

4 76 290 29 2,15 8 111 -0,3 

5 74 310 33 1,6 12 127 -0,3 

6 69 325 35 0,9 18 157 -0,3 

7 65 345 37 0,45 22 193 -0,3 

8 61 358 38 -0,01 30 248 -0,3 

9 55 370 37 -0,2 36 301 -0,3 

10 50 395 35 -0,28 44 372 -0,3 

10,5 46 400 34 -0,3 46 400 -0,3 
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  PI 

FI   
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FT   
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Можно видеть, что вычисленный по формуле (4) оптимальный расход соответствует действитель-

ному, наблюдаемому при испытаниях. Этому расходу отвечает значение перепада статических давлений 

в спиральном отводе ΔРст = 0. Уменьшение расхода вызывает увеличение этого параметра до 4 кПа, 

а увеличение – уменьшение перепада ΔРст. Оптимальному с точки зрения симметрии потока в отводе 

примерно соответствует и значение максимума КПД. 

На рисунке 2 представлены расходно-напорные характеристики режима работы насоса при тради-

ционном способе регулирования. 

 

 
 

Рисунок 2. – Графики характеристик H = f(Q), ƞ = f(Q) и ΔPст = f(Q) ЦН при дросселировании 

 
Регулирование расхода жидкости в системе производилось частотным методом при гидравличе-

ском сопротивлении системы с полным открытием дроссельного клапана.  По этой причине параметры 

различных способов регулирования на максимальном расходе совпадают.  

Дальнейшее уменьшение расхода в системе частотным методом при постоянном гидравлическом 

сопротивлении показывает существенное снижение электрической мощности, потребляемой приводом 

ЦН для перекачки жидкости. 

Здесь следует отметить, что потребляемая электрическая мощность измерялась до частотного пре-

образователя и, следовательно, учитывает не только мощность приводного электродвигателя ЦН, но 

и мощность, потребляемую самим частотным преобразователем. 

Можно видеть (см. таблицу), что потребление электроэнергии насосом при дросселировании 

практически не зависит от подачи, в то время как при регулировании частотным преобразователем элек-

тропотребление снижается пропорционально уменьшению расхода перекачиваемой жидкости. 

На рисунке 3 представлены сравнительные результаты расхода электрической энергии на пере-

качку жидкости при регулировании расхода различными методами: традиционным с использованием 

дроссельного клапана и регулированием частоты вращения привода ЦН. На основании представленных 

графиков можно сделать заключение, что при использовании частотного метода регулирования подачи 

ЦН можно получить экономию электроэнергии на 40–70% по сравнению с традиционным методом регу-

лирования дроссельным клапаном. 

Кроме этого можно видеть, что подача ЦН, характеризующаяся параметром ΔРст = 2 кПа, со-

ответствует некоторому граничному значению расхода Q = 4 м3/ч, ниже которого расход электро-

энергии на перекачку жидкости начинает резко возрастать, чего не наблюдается при регулировании 

частотным методом.  

Параметр ΔРст можно использовать для оценки и ограничения подачи через насос при совмещенном 

методе регулирования (когда требуется изменять расход на отдельных участках циркуляционной систе-

мы за счет изменения гидравлического сопротивления), не допуская перерасхода электроэнергии.  
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Рисунок 3. – Графики характеристик ЦН WЧР/Q = f(Q) и WДР/Q = f(Q) 

 

Схема алгоритма такого регулирования режима работы ЦН приведена на рисунке 4. 

 

 
 

Рисунок 4. – Алгоритм частотного регулирования режима работы ЦН по параметру ΔРст 

 

Регулятор работает следующим образом. 

Сразу после включения насос набирает максимальные обороты с целью оценки гидравлического 

сопротивления системы по параметру ΔРст = 0. 

Если гидравлическое сопротивление системы мало, следовательно, ΔРст < 0 и насос находится 

в зоне малых удельных расходов энергии на перекачку жидкости (см. рисунок 2), то ЦН переключается 

в режим работы от задатчика расхода и будет постоянно работать с параметром ΔРст < 0 (см. таблицу).  

В противном случае остается в режиме обеспечения предельного расхода по электропотреблению. 

В режиме задатчика (правая часть алгоритма) частота вращения насоса будет определяться требуе-

мым расходом в системе (т.е. вместо дроссельного клапана, изменяющего характеристики системы, бу-

дет использоваться изменение характеристики самого насоса, что обеспечивает максимум экономии 

энергоресурсов). 

В режиме ограничения потребления электроэнергии (левая часть алгоритма) регулятор не допу-

стит эксплуатации насоса с большими удельными расходами на подачу и будет снижать частоту враще-
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ния насоса вплоть до полной остановки с последующим сообщением оператору о нарушении режима 

эксплуатации.  

Предельное значение параметра ΔРст можно задавать из опыта эксплуатации того или иного насо-

са. В приведенном на рисунке 4 алгоритме управления предельным значением является ΔРст = 0, что 

соответствует режиму максимальной осевой симметрии истечения жидкости из рабочего колеса. Режим 

подачи насоса ΔРст = 0 соответствует минимуму вибрации насоса на лопастной частоте и максимуму 

гидравлического КПД насоса вне зависимости от частоты вращения вала, что подтверждается результа-

тами стендовых испытаний. 

Разработка и применение современных систем регулирования режима работы насосов с использо-

ванием привода с изменяющейся частотой вращения позволит не только обеспечить реальную экономию 

электроэнергии на действующих насосах, но и стимулирует проектировщиков отказаться от заведомо 

неэффективных решений (завышенного радиального зазора, устранения языка радиального отвода, об-

резки рабочего колеса и т.д.). 

Заключение. Разработан аналитический метод расчета подачи ЦН, соответствующий максималь-

ной осевой симметрии потока жидкости на выходе из рабочего колеса. Выполнено сравнение получен-

ных результатов с опытными данными, подтверждающими результаты расчетов.  

Определен основной технологический параметр обеспечения оптимального режима работы ЦН – 

перепад статических давлений до и после языка спирального отвода.  

Разработан алгоритм эффективного регулирования режима работы гидросистемы с использовани-

ем частотного привода ЦН, позволяющий обеспечивать максимальную экономию электроэнергии, затра-

чиваемой на перекачку жидкости. 

Выполненные стендовые испытания алгоритма подтвердили его эффективность. 
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OPTIMAL REGULATION OF HYDRAULIC SYSTEMS  
 

V. PITOLIN 

 

The results of theoretical studies of the a centrifugal pump optimal operating mode are presented, as well 

as data of comparative bench tests of the traditional method for regulating hydraulic systems using a throttle 

valve and the frequency control method. 

It is shown that the frequency method of regulation from the point of view of energy consumption for 

pumping liquid at the same cost of realization is 30-70% more economical than the traditional one and signifi-

cantly more reliable in operation, has no moving parts and seals. 

An algorithm for controlling a centrifugal pump is developed using the frequency control method by 

maintaining the most optimal operating mode for any feed. 
 

Keywords: hydraulic systems, centrifugal pump, optimal operating, frequency control method, throttling. 
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ДИСПЕРСИОННЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ АНИЗОТРОПНОЙ СРЕДЫ  

НАД УГЛЕВОДОРОДАМИ В РЕЖИМЕ РАДИОИМПУЛЬСНЫХ СИГНАЛОВ 

 

канд. техн. наук, доц. В.Ф. ЯНУШКЕВИЧ 

(Полоцкий государственный университет) 

 

Проведен анализ дисперсионных характеристик диэлектрической проницаемости в режиме 

взаимодействия радиоимпульсных сигналов с анизотропными средами над углеводородными залежами. 

Используется вертикальная поляризация электромагнитных волн. Рассмотрен широкий диапазон ис-

пользуемых частот. Исследовано влияние диэлектрической проницаемости, концентрации частиц на 

распространение радиоимпульсных сигналов. Даны рекомендации по использованию оптимальных ха-

рактеристик зондирующих сигналов. Полученные результаты способствуют определению анизотроп-

ных сред по измерению отличий сигналов двухканальной схемы на основе полученных величин отражен-

ных сигналов. Возможность перестройки устройства дополняет функциональные возможности для 

поиска углеводородных залежей. На основе приведённых исследований могут быть разработаны методы 

георазведки углеводородов.  

Ключевые слова: электромагнитная волна, анизотропная среда, углеводородные залежи. 

 

Введение. Усовершенствование существующих электромагнитных методов (ЭММ) георазведки 

и разработка новых методов поиска, идентификации месторождений нефти и газа (углеводородов) пред-

ставляют актуальную задачу в настоящее время. Постановка задач поиска и идентификации углеводо-

родных залежей (УВЗ) требует решения вопросов аналитического описания параметров среды над угле-

водородами .Это предполагает исследование дисперсии тензоров диэлектрической проницаемости среды 

над УВЗ, решение задач взаимодействия электромагнитных волн ЭМВ и УВЗ, находящейся на фоне 

гетерогенной и полифазной среды, разработку и экспериментальное исследование ЭММ и устройств для 

повышения уровня достоверности разведки, поиска и оконтуривания месторождений нефти и газа [1–3]. 

Результаты анализа взаимодействия ЭМВ с УВЗ и его экспериментального исследования пред-

ставлены во многих работах. В работе [4] были предложены и апробированы в эксперименте методы 

томографии и голографии (определения формы) подповерхностных диэлектрических объектов, основан-

ные на двумерном сканировании вдоль поверхности среды приемно-передающей системой, представля-

ющей собой жестко связанные передатчик и приемник. 

В работе [5] показано, что система уравнений классической электродинамики при анализе распро-

странения плоской гармонической электромагнитной волны в устройствах радиоэлектроники с однород-

ной анизотропной проводящей рабочей средой должна быть «полной», возможность исключения из рас-

смотрения дивергентных уравнений является частным случаем и в каждой конкретной ситуации должна 

быть обоснована. Особенности расчета элементов тензора для частного случая – использования силицена – 

показывают, что для каждого конкретного применения вида анизотропной среды возможны свои ориги-

нальные решения [6]. 

Способ поиска УВЗ [7] позволяет обнаруживать месторождения нефти и газа по измерениям вели-

чины напряженности электрического поля отраженных радиоимпульсных сигналов на глубинах до 200 м. 

Учет помеховой обстановки позволит повысить достоверность методов поиска [8]. Исследование про-

цессов распространения ЭМВ, связанных с различными резонансными эффектами, может быть примене-

но для поиска и идентификации УВЗ [9]. 

По мнению авторов статей [10–13], предложенные методы позволяют расширить возможности ЭММ 

георазведки. После проведенных исследований [14–16] даны рекомендации по применению импульсных 

методов обнаружения УВЗ. 

Целью настоящей работы является исследование дисперсионных характеристик анизотропной 

среды над углеводородами в режиме радиоимпульсных сигналов. 

Диагностика анизотропной среды над УВЗ по воздействию зондирующего радиоимпульсного сиг-

нала на исследуемый геопрофиль состоит из определения реакции среды над углеводородами на комби-

национные составляющие тензора диэлектрической проницаемости для ЭМВ с правой и левой круговой 

поляризациями. Интерпретация результатов проводится с помощью средств вычислительной техники, 

позволяющих пересчитывать характеристики отраженных сигналов в значения диэлектрической прони-

цаемости среды. 
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Объекты и методы исследования. Рассмотрим процесс взаимодействия ЭМВ с УВЗ в режиме 

импульсного сигнала вида 
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T , 1F  – период, частота импульса; 

n  – номер гармоники; 

1Ω  – круговая частота импульса, 1Ω = 12 F⋅ π ⋅ ; 

rε , rδ  – диэлектрическая проницаемость и удельная проводимость  среды; 

ε0 – диэлектрическая постоянная; 

пiw – плазменная частота; 
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qe , m – заряд электрона, масса электрона; 

H0 – напряженность магнитного поля Земли, 

µ0 – магнитная постоянная; 

i = 1 для электронов, i = 2 для ионов. 

Представляет интерес анализ частотных характеристик комбинационных составляющих: 
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Результаты и их обсуждение. Был проведен анализ дисперсионных характеристик по формуле (4) 

для импульсного взаимодействия ЭМВ со средой над УВЗ. На рисунке 1 представлены результаты рас-

четов в зависимости от диэлектрической проницаемости наполнителя и частоты сигнала для веществен-

ной составляющей ЭМВ с правой поляризацией. Расчет компонентов тензоров диэлектрической прони-

цаемости осуществлен на основании экспериментально полученных параметров среды над залежами 

углеводородов [2]:  

–  удельной электрической проводимости rδ  = 10–5 См/м;  

–  концентрации частиц Nе = Nи = (1015 – 1020) м–3;  

–  частоты столкновения частиц 92 10ν = ⋅π ⋅ рад / с.  

Значение n выбрано равным 5. Диэлектрическая проницаемость среды исследовалась в диапазоне от 1 до 

30. Установлено, что с ростом частоты суммарная компонента уменьшается. Как видно из приведенного 

графика, при изменении диэлектрической проницаемости среды над УВЗ происходит существенное из-

менение комбинационной компоненты тензора диэлектрической проницаемости, что может быть ис-

пользовано для определения характеристик сред над УВЗ. 

 

  
 

Рисунок 1. – Зависимости Re εR = Ψ(f):  

1 – для εr = 25; 2 – для εr = 20; 3 – для εr = 2 

 

На рисунке 2 представлены зависимости вещественной части диэлектрической проницаемости 

среды над УВЗ для электромагнитных волн с левой поляризацией. Установлено, что с ростом частоты 

разностная компонента уменьшается. Из приведенного графика, при изменении диэлектрической прони-

цаемости среды на УВЗ происходит не такое существенное изменение комбинационной компоненты 

тензора диэлектрической проницаемости, как для предыдущего случая (см. рис. 1). 
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Рисунок 2. – Зависимости Re εL = Ψ(f):  

1 – для εr = 25; 2 – для εr = 20; 3 – для εr = 2 

 

На рисунках 3, 4 представлены результаты расчетов в зависимости от диэлектрической проница-

емости наполнителя и частоты сигнала для вещественной составляющей ЭМВ с правой и левой поляри-

зациями при понижении концентрации частиц до минимальной из указанного выше интервала значений. 

 

 
 

Рисунок 3. – Зависимости Re εR = Ψ(f):  

1 – для εr = 25; 2 – для εr = 20; 3 – для εr = 2 
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Рисунок 4. – Зависимости Re εL = Ψ(f):  

1 – для εr = 25; 2 – для εr = 20; 3 – для εr = 2 

 

Закономерности изменения дисперсионных характеристик сохраняются за исключением числен-

ных значений. Характерной особенностью поведения компоненты ЭМВ с левой поляризацией является 

наличие отрицательного участка при низких значениях диэлектрической проницаемости наполнителя 

среды. Реальные свойства среды над углеводородами сложнее приведенных усредненных значений ха-

рактеристик анизотропной среды над залежью. Горные породы пронизаны водно-солевыми растворами, 

которые закрывают углеводороды. Залежь поляризуется за счет высоких температур и пластового давле-

ния. Восстановительные процессы в промежуточной области между УВЗ и окружающей средой обу-

словлены переходом ряда химических элементов в низковалентное состояние и избытком свободных 

электронов. Тем не менее закономерности, приведенные в статье, могут быть применены на практике 

с учетом поправочных коэффициентов. 

Дисперсионные характеристики показывают поведение диэлектрической проницаемости наполни-

теля среды над углеводородами в частотной области зондирующих сигналов для ЭМВ с правой и левой 

круговыми поляризациями. Отличие условий распространения этих волн, что особенно проявляется для 

анизотропных сред, приводит к повышению информативности методов поиска УВЗ. Дифференциация 

земной поверхности, вызванная наличием дисперсных сред, проявляется в появлении электромагнитной 

аномалии. Выделение таких эффектов по сравнению с однородными средами может быть использовано 

для определения границ залежей. Качественные и количественные проявления этих отличий различаются 

в зависимости от глубины залегания и состава пород над УВЗ. Перестройка системы поиска по частоте 

может дополнить исследования уточняющими данными, подтверждающими эффективность предлагае-

мого метода. На основании полученных результатов могут разрабатываться методы радиокомплексиро-

вания для поиска УВЗ. 

Данные графики могут быть применены на этапе идентификации УВЗ, который включает в себя 

вывод тензора среды над УВЗ в режиме радиоимпульсных сигналов, анализ комбинационных состав-

ляющих компонентов диэлектрической проницаемости среды над углеводородами для ЭМВ с правой 

и левой круговыми поляризациями, идентификации среды над залежами по характеру и величине сум-

марной и разностной компонент диэлектрической проницаемости анизотропного слоя. Новизна иссле-

дований, приведенных в данной статье, заключается в том, что полученные результаты способствуют 

определению анизотропных сред по измерению отличий сигналов двухканальной схемы на основе 

полученных величин отраженных сигналов. Это позволит повысить производительность геологоразве-

дочных работ. 

На рисунке 5 представлены результаты расчетов в зависимости от диэлектрической проницаемо-

сти наполнителя и частоты следования импульсов для вещественной составляющей ЭМВ с правой поля-

ризацией. 



2018                                       ВЕСТНИК ПОЛОЦКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА. Серия С 

 

 146

 

Рисунок 5. – Зависимости Re εR = Ψ(Fi):  

1 – для εr = 25; 2 – для εr = 20; 3 – для εr = 2 

 

Результаты расчетов свидетельствуют о сильном влиянии частоты следования импульсов на дис-

персионные характеристики среды над УВЗ. 

Заключение. Проведен анализ взаимодействия анизотропного слоя плазмоподобного типа с ЭМВ 

в режиме радиоимпульсных сигналов. Результаты исследования могут быть применены в поисковой 

геофизике. При этом следует отметить: 

–  дисперсионные характеристики в режиме радиоимпульсных сигналов для среды над залежью 

определены в широком диапазоне частот зондируемых сигналов, диэлектрических проницаемостей 

и концентраций сред; 

–  по сравнению с существующими аналогами данный способ обнаружения УВЗ основывается на 

определении дисперсионных характеристик диэлектрической проницаемости среды для правой и левой 

поляризаций ЭМВ в режиме радиоимпульсных сигналов, построении двухканальной измерительной 

системы, позволяющей повысить точность определения границ углеводородов; 

–  при изменении диэлектрической проницаемости среды над УВЗ происходит существенное 

изменение комбинационной компоненты тензора диэлектрической проницаемости, что может быть 

использовано для определения характеристик сред над УВЗ. 

Применение данного метода поиска позволит повысить производительность геологоразведочных 

работ. 
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DISPERSION CHARACTERISTICS OF ANISOTROPIC ENVIRONMENT  

OVER HYDROCARBONS IN THE REGIME OF RADIO-PULSE SIGNALS 

 

V. YANUSHKEVICH 

 

The analysis of dispersion characteristics of dielectric permittivity in the interaction mode of radio im-

pulse signals with anisotropic media over hydrocarbon deposits is carried out in the article. Vertical polariza-

tion of electromagnetic waves is used. A wide range of frequencies is considered. The effect of the permittivity, 

the concentration of particles on the propagation of radio impulse signals, has been studied. Recommendations 

are given on the use of optimal characteristics of probing signals. The obtained results contribute to the deter-

mination of anisotropic media by measuring the difference between the signals of a two-channel circuit based on 

the obtained values of the reflected signals. The application of this search method will improve the productivity 

of geological exploration. The ability to rebuild the device complements the functionality to search hydrocarbon 

deposits. Based on the above studies, methods of geological exploration of hydrocarbons can be developed. The 

results of the research can be used in search geophysics. 
 

Keywords: electromagnetic wave, anisotropic medium, hydrocarbon deposits. 
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УДК 621.3.087.351 

 

ПОВЫШЕНИЕ НАДЕЖНОСТИ И ДОЛГОВЕЧНОСТИ ПРОЖЕКТОРНЫХ, 

ИЛЛЮМИНАЦИОННЫX И ИНЫХ ОСВЕТИТЕЛЬНЫХ УСТРОЙСТВ  

 

П.П. РЕДЬКО, О.А. КИЗИНА, И.С. РУСЕЦКИЙ 

(Полоцкий государственный университет) 

 

Рассмотрены неисправности, возникающие при эксплуатации прожекторных, иллюминационных 

и других устройств, а также основные вопросы, связанные с повышением надежности осветительных 

приборов, в основе которых лежат простые физические принципы.  

Освещены факторы, негативно воздействующие на продолжительность работы, связанные 

с условиями эксплуатации. Предложены доступные способы повышения надежности и долговечности 

прожекторных и прочих осветительных устройств, дополняющие и корректирующие стереотипные 

направления, а также приведены некоторые конкретные схемотехнические решения для их практиче-

ской реализации. Важным аспектом является ориентация предложенных способов на серийно выпуска-

емую отечественную элементную базу и общеизвестные законы физики и электротехники. Применение 

предложенных конструктивных решений в реальных условиях позволит повысить срок службы 

и надежность функционирования галогенных прожекторов как наиболее распространенных на сего-

дняшний день осветительных устройств без значительного увеличения затрат на их обслуживание 

и эксплуатацию. 
 

Ключевые слова: осветительные устройства, надежность, светодиодная излучающая матрица, 

галогенные лампы, соединительные клеммы, ограничительный элемент, перепады напряжения 

в питающей сети. 

 

Введение. Опыт эксплуатации современных светотехнических устройств показывает, что некото-

рые их разновидности обладают недостаточно высокой надежностью и долговечностью. В настоящее 

время продление срока их службы в виде разовых ремонтов выполняется, как правило, путем блочной 

замены, что не всегда оправданно, поскольку требует наличия резерва блоков, а это при широкой номен-

клатуре используемых изделий затруднительно. Ошибочное определение неисправного блока при этом 

может привести к дополнительным повреждениям и удорожанию ремонта. В то же время сами ремонты 

при частых отказах изделий приближают их полный выход из строя. Дополнительные трудности создает 

необходимость осуществления специальной экологически безопасной утилизации выбракованных изде-

лий, что не всегда соблюдается. 

Вместе с тем в ряде случаев самопроизвольное прекращение освещения не только нежелательно, 

но и опасно, например, освещение операционных, помещений во время проведения мероприятий, свя-

занных с большим скоплением людей, ночное освещение городских улиц, особенно в районах располо-

жения пешеходных переходов и т.д. 

Целью данной статьи является разработка эффективных способов повышения надежности и уве-

личения срока службы светотехнических устройств на примере галогенных прожекторов, в основу кото-

рых положены основные физические процессы, протекающие в нити накала. 

Ниже представлены простые и эффективные схемотехнические решения, дополняющие стерео-

типные направления, но выгодно отличающиеся от них вследствие ориентации на отечественную, се-

рийно выпускаемую элементную базу, что ведет к повышению срока службы осветительных устройств. 

Постановка задачи. К снижению надежности и долговечности осветительных и других радио-

электронных устройств приводят, как правило, следующие факторы: 

–  чрезмерная схемотехническая усложненность, применение в составе устройств отдельных редко 

используемых элементов, не выпускаемых отечественной радиоэлектронной промышленностью, приво-

дящие к увеличению издержек и продолжительности ремонта, вплоть до его невозможности в исключи-

тельных ситуациях, что сокращает срок службы изделия; 

–  отсутствие в комплектности изделий необходимой эксплуатационной документации, техни-

ческих описаний и т.п., наличие в приборе элементов без маркировки и каких-либо опознавательных 

знаков; 

–  приведение изготовителем на выпускаемые устройства предельно допустимых технических 

данных и условий эксплуатации в качестве номинальных, провоцирующее перегрузки, превышения тем-

пературы и влажности, тем самым влекущее сокращение срока службы; 

–  характерное для современной аппаратуры чрезмерное снижение массогабаритных показателей, 

зачастую не обоснованное и в ряде случаев приводящее к критическому снижению показателя ремонто-

пригодности изделий; 
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–  обслуживание светотехнических устройств неподготовленными или низкоквалифицирован-

ными специалистами, снижающее срок службы изделий и качество их ремонта, а также сроки между 

ремонтами [1]. 

В силу перечисленного выше, некоторый процент светотехнического оборудования традиционно-

му ремонту и продолжению срока службы не подлежит. 

Известные традиционные пути повышения надежности и долговечности осветительных и других 

электрорадиотехнических устройств включают повышение надежности элементной базы, монтажа, тех-

нологии изготовления печатных плат, а также надежности схемотехнических разработок. 

Схемотехнические решения, представленные ниже, полностью учитывают указанные ограничения 

и позволяют достичь повышения надежности и долговечности прожекторных устройств, не внося значи-

тельных усложнений в их конструкцию и не повышая существенно стоимость их изготовления и эксплу-

атации. 

Достигнутые результаты и их обсуждение. Установлено, что одна из наиболее частых неис-

правностей прожекторных, иллюминационных и иных светотехнических устройств – перегорание гало-

генных ламп, а также оплавление их соединительных звеньев и клемм. Это связано с перепадами напря-

жения питающей сети, использованием малогабаритных прожекторных устройств в закрытых отаплива-

емых помещениях с ограниченным движением воздушных масс, повышенной температурой окружаю-

щей среды, что ведет к перегреву нити накала и ее перегоранию. Питание ламп от одной сети с электро-

сварочным, режущим и иным мощным электрооборудованием сопровождается скачкообразным измене-

нием питающего напряжения, что также отрицательно сказывается на их долговечности. В итоге ремонт 

заключается в замене перегоревшей лампы. 

У прожекторных устройств со светодиодными матричными излучателями, например, «Feron»  

LL-275 (50 Вт) и аналогичных, существенные перепады питающего напряжения также приводят к часто-

му выходу из строя светоизлучающего элемента. Кроме этого, у этого типа осветителей уязвимым зве-

ном является источник питания. 

Для галогенных прожекторов возможным вариантом повышения надежности и долговечности 

представляется использование в цепи питающего напряжения совместно с пусковым блоком ограничи-

тельного элемента (рис. 1). 

 

 
 

Рисунок 1. – Схема прожектора галогенного типа с ограничительным звеном 

 

Эти элементы включаются последовательно в любом порядке относительно питающей сети. Из-

вестно, что сопротивление металла имеет прямую зависимость от температуры. Исходя из этого пуско-

вое устройство необходимо для плавного нарастания питающего напряжения на время разогрева нити 

накала в лампе. Ограничительный элемент снижает перегрузку излучателя (лампы) при завышенных 

перепадах напряжения, не оказывая существенного влияния на интенсивность светового потока. 

Для питающего напряжения ~ 220 В представляется целесообразным выбрать занижение напря-

жения на ~ 10 В (4,5 %). Для мощности прожектора 500 Вт и потребляемого тока 2,27 А рассеиваемая 

мощность ограничительного элемента составляет 22,7 Вт (стандартный номинал 25 Вт) при его сопро-

тивлении 4,4 Ом. В этом случае можно использовать резистор заводского изготовления, например, типа 

ПЗВ-25 с ближайшим стандартным значением номинального сопротивления или изготовленный само-

стоятельно из высокоомного провода. Для указанного резистивного сопротивления 4,4 Ом при токе 2,27 А 

может быть использован высокоомный провод с удельным сопротивлением ρ = 0,01176 Oм·мм2/мм диа-

метром d = 0,35 мм и длиной l = 36 мм [2, 6]. Теоретический расчет сопротивления осуществляется по 

формуле 
l

R
S

= ρ , где ρ – удельное сопротивление материала проводника, Ом·м; l – длинна проводника, м; 

S – площадь поперечного сечения проводника, мм2. 

Монтируют резистор-ограничитель на внешней стороне прожектора одножильным изолирован-

ным проводником, приняв меры по изоляции токоведущих элементов. 

Пусковое 

устройство 

Ограничительный 

элемент 
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При оплавлении слаботочных соединительных клемм рекомендуется заменить их соединителями 

из керамики, используемыми в лампах дневного освещения, для подключения люстр, например типа 

Б310 или термостойких пластмасс. 

В критических ситуациях перепад питающего напряжения может вызвать оплавление клемм само-

го пускового устройства. При систематическом оплавлении пускового устройства замедленного включе-

ния можно заменить его более мощным аналогом или использовать согласованное включение двух таких 

устройств. 

В прожекторах со светодиодной излучающей матрицей для защиты излучателя от перепадов пи-

тающего напряжения может быть использован диодный ограничитель, включенный последовательно 

между блоком питания и осветительным устройством как показано на рисунке 1. Включение диода при 

этом прямое. Для прожекторов типа «Feron» LL-275 (50 Вт), «Hazar» (50 Вт) и их аналогов может быть 

использован диод КД202А, Б с применением охлаждающего радиатора. 

В тех же целях можно использовать и стабилизаторы тока с включением их на выходе блока пита-

ния. Величина занижения питающего напряжения в данном случае определяется экспериментально при 

номинальном значении напряжения питающей сети.  

Другой значимой проблемой прожекторных и прочих осветительных устройств часто является не-

исправность питающего устройства. При неисправностях блока питания и невозможности его заменить, 

может быть реализована альтернативная емкостно-преобразовательная схема (рис. 2) 

 

 
 

Рисунок 2. – Емкостно-преобразовательная схема питания  

прожекторов класса «Feron» и аналогичных 

 

При напряжении питания 220 В конденсатор С* должен быть неполярным, рассчитанным на мак-

симальное рабочее напряжение не менее 320 В [1, 2], например типа К73-17. Емкость рассчитывают 

относительно питающего напряжения, потребляемого номинального тока и напряжения излучателя. 

Например, при питающем напряжении 220В и напряжении на осветительном устройстве 25 В при по-

требляемом им токе 0,1А, емкость С* составит 1,6 мкФ [3]. При этом потерями на диодном выпрямителе 

в расчетах можно пренебречь. 

Конкретные марки диодов для выпрямителя подбираются специалистом самостоятельно на осно-

вании предъявляемых к устройству конструктивных, электрозащитных, эксплуатационных и прочих 

требований. Для приведенных значений токов и напряжений можно использовать диодные выпрямители 

КЦ402, КЦ405 с разновидностями Г (А, Б, В, И, Ж). 

Допустимый ток предохранителя Fu1 при токе прожектора 0,1 А должен превышать номинальный 

(не менее чем на 30%) и составлять величину, например, 0,16 А. Конкретное значение определяется спе-

циалистом экспериментально. 

Дополнительным преимуществом предложенной емкостной схемы ограничения питающего 

напряжения является снижение энергопотребления осветительным устройством в 10–20 раз, что обу-

словливает примерно такое же снижение массогабаритных показателей. Существенно снижается себе-

стоимость даже с учетом затрат на изготовление и монтаж схемной реализации, повышается ремонто-

пригодность осветительного устройства. Кроме того, представленное техническое решение является 

простым и использует отечественную элементную базу.  

Для прожекторов со светодиодными излучателями без внутренней реконструкции возможно при-

менение в качестве ограничителей питающего напряжения схемных стабилизаторов напряжения. 

Кроме указанных путей повышения надежности прожекторов галогенного типа возможны также 

применение принудительного охлаждения, а также работа с открытым или полуоткрытым кожухом во 

избежание перегрева электрорадиоэлементов. 

В сувенирных иллюминационных осветительных устройствах наиболее частым дефектом является 

хаотическое мигание или неработоспособность осветительной газоразрядной U-образной лампы, управ-

ляемой электронной схемой поджига. 
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При невозможности замены лампы предлагается организация подсветки устройства путем исполь-

зования маломощных ламп накаливания типа СМ-220-15, применяемых в качестве подсветки холодиль-

ников, швейных машинок, а также ламп типа «Feron» с напряжением питания 220 В и потребляемой 

мощностью 6...8 Вт и т.п., включенных по емкостной схеме (рис. 3). 

 

 
 

Рисунок 3. – Емкостная схема понижения напряжения питания газоразрядных ламп 

 

Лампу монтируют путем пайки одножильными медными изолированными проводами или с па-

троном под соответствующий цоколь вместо существующего устройства подсветки, предварительно 

снизив световую энергию и энергию теплового излучения до значений, обеспечивающих отсутствие 

перегрева и оплавления осветительной декоративной пленки устройства при достаточной величине 

освещенности. Этот процесс выполняют, используя резистивный гасящий элемент или регулятор напря-

жения, при котором определяется номинальное напряжение осветителя, например, 90 В. При мощности 

15 Вт и напряжении питания 220 В ток, потребляемый лампой, составит 0,068А. Соответствующее ему 

сопротивление – 3235 Ом. При напряжении осветителя 90 В ток лампы снизится до 0,028 А. Сопротив-

ление емкостного элемента составит 4643 Ом.  

Из выражения, определяющего сопротивление емкостного элемента, легко определить необходи-

мую для этого емкость. В данном случае она составит 0,68 мкФ или 680 нФ. При этом следует использо-

вать неполярные конденсаторы типа К73-17 и аналогичные им с учетом номинального рабочего напря-

жения.  

С целью защиты от перепадов напряжения в питающей сети для снижения напряжения в 2 раза 

возможно и применение обратно включенного диода, рассчитанного на допустимое обратное напряже-

ние не менее 250 В и выдерживающего ток нагрузки [3]. Данное конструкторское решение поясняется на 

рисунке 4. 

 

  
 

Рисунок 4. – Схема уменьшения переменного напряжения в 2 раза  

с использование обратно включенного диода 

 

Причиной понижения Um является снижение напряжения нагрузки н VDU U U= − ∆  за счет потерь 

на диоде, которое составляет 0,25…3,0 В. VDU∆  определяются по справочным данным на соответству-

ющий тип прибора или экспериментально. При условии, что питающее напряжение VDU U∆≫ , прини-

мая во внимание колебания питающего напряжения и разброс параметров осветителей, в ряде случаев 

потери можно не учитывать. 

Методика емкостного гашения переменного напряжения изложена также в [4]. 

Аналогичное двукратное понижение напряжения в соответствии со схемой, изображенной на ри-

сунке 3, можно реализовать с помощью диода, включив его как показано на рисунке 5. При этом воз-

можно получить двухуровневый режим работы: при включении выключателя SA1 обеспечивается де-

журный (половинный) режим освещения, а при включении SA2 – рабочий (полный). 



2018                                       ВЕСТНИК ПОЛОЦКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА. Серия С 

 

 152

 
 

Рисунок 5. – Двухвыключательное управление питающим напряжением 

  

Допустимый ток диода составляет величину не менее Iном/2.  Для НL1 (потребляемой мощностью 

100 Вт и током / (2 U) 100 / (2 220) 0,22I P= = ⋅ = А) может быть использован малогабаритный диод типа 

Д226Б (и/или В) без дополнительного охлаждения. Малогабаритные диоды КД209А, Б, В обеспечат 

коммутируемую мощность до 250 Вт включительно. 

В современных условиях к осветительным устройствам также предъявляются требования по сни-

жению энергопотребления. Этого можно достичь двумя способами – использованием в устройствах со-

временных энергосберегающих светоизлучающих элементов и эксплуатацией уже установленных про-

жекторов в энергоэффективном режиме. Последний может быть реализован в том числе за счет исполь-

зования представленных в статье конструкторских решений. Этот способ представляется предпочти-

тельным. Энергосберегающие лампы содержат ртуть и другие токсичные металлы и требуют проведения 

специальных мероприятий по утилизации, что не всегда соблюдается на практике и увеличивает затраты 

на эксплуатацию. В то же время внедрение энергосберегающего режима практически не требует допол-

нительных расходов, помимо разовых затрат на изготовление и монтаж ограничительных схем. 

Для ламп дневного освещения с электронной схемой управления, используемых в неблагоприят-

ных условиях, например, в теплицах с повышенной влажностью и т.п., и требующих периодического 

ремонта, рекомендуется применение блока питания по традиционной схеме, изображенной на рисунке 6. 

 

 
 

Рисунок 6. – Схема питания ламп дневного света 

 

В переносных лампах с сенсорным управлением яркостью свечения и невозможностью восстанов-

ления рекомендуется использование надежных тиристорных или симисторных схем ручного регулиро-

вания, реализованных в соответствии с рисунком 7. 

 

 
 

Рисунок 7. – Схема тиристорного регулирования яркостью освещения 

 

Конденсатор, в целях продолжительности работы, предпочтительнее использовать оксидный или 

неполярный. Конструктивно регулятор может быть выполнен в виде отдельного блока с соответствую-

щими разъемами или встроенным, вместо сенсорного блока управления. 

Заключение. Реализация рассмотренных путей повышения надежности и долговечности освети-

тельных и электротехнических устройств позволит снизить сложность, ресурсо- и материалоемкость их 

технической эксплуатации, уменьшить финансовые издержки на техническое обслуживание, улучшить 
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экологическую обстановку вследствие количественного снижения объемов утилизируемых устройств. 

Также это позволит повысить срок службы осветительных устройств и надежность их функционирования. 

Ориентация на отечественную элементную базу в представленных схемотехнических решениях 

также способствует снижению финансовых затрат на их внедрение. 

Из рассмотренных способов предупреждения неисправностей галогенных прожекторов наиболее 

рациональным представляется включение в питающую цепь ограничительного устройства (диодного 

ограничителя) между пусковым устройством и прожектором во избежание его выхода из строя вслед-

ствие перепада питающего напряжения.  

Кроме того, представляется целесообразным заменять слаботочные соединительные клеммы про-

жекторов на соединители из термостойких пластмасс или керамики. 

 

ЛИТЕРАТУРА 

 

1. Челноков, А.А. Основы экологии : учеб. пособие / А.А. Челноков, Л.Ф. Ющенко, И.Н. Жмыхов ; под 

ред. А.А. Челнокова. – Минск : Высш. шк., 2012. – 543 с. 

2. Справочник по электротехнике / под ред. А.А. Иванова. – Киев : Вища школа, 1972. 

3. Справочник по полупроводниковым диодам, транзисторам и интегральным схемам / под общ. ред. 

Н.Н. Горюнова. – Изд. 4-е, перераб. и доп. – М. : Энергия, 1976. 

4. Завистовский, С.Э. Зарядно-питающие устройства на основе емкостных элементов / С.Э. Зави-

стовский, П.П. Редько // Вестник Полоцкого государственного университета. – 2013. – № 12. – 

С. 106–111. 

5. Завистовский, С.Э. Питание электрорадиотелекомпьютерной техники от автомобильных аккумуля-

торов / С.Э. Завистовский, П.П. Редько // Вестник Полоцкого государственного университета. – 

2014. – № 12. – С. 63–68. 

6. Макаренко, Г.М. Курс общей физики / Г.М. Макаренко. – Минск : Дизайн ПРО, 2003. – 64 с. 

 

Поступила 19.03.2018 

 

 

INCREASING THE RELIABILITY AND LONG-TERM PERFORMANCE  

OF ILLUMINATED, ILLUMINATION AND OTHER LIGHTING DEVICES 

 

P. REDKO, O. KIZINA, I. RUSETSKI 

 

The main malfunctions, that arise when searchlight, illuminating and other lighting devices are operat-

ing, are considered in this article, influencing factors, negatively affecting their performance characteristics are 

illuminated here too. The available ways to increase the reliability and longevity of floodlight and other lighting 

devices, supplementing and correcting stereotyped directions are suggested and also some specific circuit-based 

solutions for their practical implementation are presented here. An orientation of the proposed methods to the 

mass-produced domestic element base and the generally known laws of physics and electrical engineering is an 

important aspect of these solutions. The application of the proposed design solutions in real conditions allows to 

increase the service life and reliability of the halogen floodlights as the most common lighting devices to date 

without significant increasing of their maintenance and operation costs. 

Keywords: lighting devices, reliability, LED emitting matrix, halogen lamps, connecting terminals, limit-

ing element, voltage drops in the supply network. 
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Представлены результаты исследования модификации поверхности пленок полиэтилентерефта-

лата в процессе ионной имплантации ионами Ar и Xe с удельной энергией ~1 МэВ/нуклон в диапазоне доз 

от 5⋅108 до 1⋅1017 см–2. Экспериментально показано, что в процессе имплантации ионами инертных 

газов с удельной энергией ~1 МэВ/нуклон происходит модификация морфологии поверхности пленок 

полиэтилентерефталата, выражающаяся в формировании неравномерно распределенных по поверхно-

сти конусообразных структур. С увеличением дозы размеры структур (высота и диаметр в основании) 

увеличиваются, а концентрация их на единицу поверхности снижается. Наблюдаемые при имплантации 

изменения морфологии поверхности пленок полиэтилентерефталата обусловлены релаксацией напря-

жений, образовавшихся в процессе изготовления полимерной пленки, и радиационно-химическими про-

цессами в приповерхностном слое полиэтилентерефталата. 
 

Ключевые слова: полиэтилентерефталат, высокоэнергетичная ионная имплантация, атомно-

силовая микроскопия, модификация поверхности. 

 

Введение. Трековые мембраны (ТМ) – пористые полимерные пленки с микронными или нанопо-

рами – предназначены для прецизионного фильтрования микро- и наночастиц, включая бактерии и кро-

вяные тельца. Они нашли широкое применение в медицине, в процессах фильтрации воздуха и жидко-

стей, фармацевтических препаратов и биологических сред, а также в качестве шаблонов для получения 

наноструктур [1, 2]. Существенное преимущество ТМ как фильтров – одинаковый размер пор, который 

можно варьировать в широких пределах, изменяя время травления, тип травителя и т.д. [3].  

Основным материалом ТМ является полиэтилентерефталат (ПЭТФ). Трековые мембраны на осно-

ве ПЭТФ могут использоваться в качестве оптических фильтров для мягкой рентгеновской и жесткой 

ультрафиолетовой областей спектра с высоким уровнем блокировки ультрафиолетового и видимого фо-

нового излучения. Мембраны на основе ПЭТФ достаточно прочны и термостойки, что позволяет исполь-

зовать их в бортовой аппаратуре рентгеновских телескопов в условиях открытого космоса на околозем-

ной орбите [4]. Для изготовления ПЭТФ-мембран широко используется облучение ионами благородных 

газов с удельной энергией в несколько МэВ/нуклон [2, 4]. 

Полиэтилентерефталат также широко применяется в качестве пленочной основы носителей ин-

формации и электроизоляции в конденсаторах. 

Целью настоящей работы являлось исследование влияния высокоэнергетичной имплантации 

инертных газов (Xe, Ar) на рельеф поверхности пленок полиэтилентерефталата. 

Методика эксперимента. Пленки ПЭТФ толщиной 40 ± 2 мкм имплантировались ионами Ar и Xe 

с удельной энергией ~1 МэВ/нуклон и дозами (Ф) от 5⋅108 до 1⋅1017 см–2 при комнатной температуре на 

импульсном циклотроне ИЦ-9. Проецированный пробег (RP) ионов составлял ~ 20 мкм. Плотность ион-

ного тока варьировалась в интервале от 0,3 до 2,5 мкА/см2. Морфология поверхности полимерной пленки 

исследовалась методом атомно-силовой микроскопии (АСМ) при комнатной температуре в полукон-

тактном резонансном режиме на частоте 145 кГц на установке Solver P-47. Использовались кантилеверы 

серии NSG 01 с радиусом закругления 10 нм. Выбранная для характеризации поверхности величина ше-

роховатости поверхности (Ra) (далее, шероховатость) определялась как среднее арифметическое значе-

ние высоты микронеоднородностей, измеренное от средней плоскости профиля, определенной методом 

наименьших квадратов, в пределах заданной плоскости с областью сканирования 20×20 мкм и проведен-

ными не менее пяти раз измерениями на одном образце. 

Экспериментальные результаты и их обсуждение. Рельеф исходной неимплантированной по-

верхности пленки достаточно гладкий (рисунок 1), средняя шероховатость Ra не превышает 2 нм. На 
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рисунках 2 и 3 приведены типичные АСМ 3D-изображения поверхностей пленок ПЭТФ, имплантиро-

ванных ионами инертных газов с удельной энергией 1 МэВ/нуклон. В имплантированных дозой от 5·108 

до 5·1015 см–2 образцах АСМ-изображения как имплантированной, так и неимплантированной (обратной) 

поверхностей ПЭТФ пленки существенно не отличались. На них наблюдались хаотично расположенные 

конусообразные структуры высотой до 70 нм и диаметром в основании до 100–200 нм (см. рисунок 2). 

Шероховатость при этом изменяется незначительно. С увеличением дозы размеры структур (высота 

и диаметр в основании) увеличиваются, а концентрация их на единицу поверхности снижается, что вид-

но из рисунка 2, б и рисунков 3, а и б. Так, если при Ф = 5·108 cм-2 плотность конусообразных структур 

составляла ~ 10 мкм-2, высота – менее 10 нм, а диаметр в основании ~ 50 нм (см. рисунок 2, а), то при  

Ф = 1·1017 cм-2 плотность снижалась до (5–10)·10–2 мкм–2 при среднем диаметре в основании около 400 нм 

(рисунок 3, б). Однако в отличие от имплантации ионами с энергией 30–100 кэВ [5] перекрытия указан-

ных структур и образования на поверхности сплошной лабиринтоподобной структуры не наблюдалось. 

На имплантированной поверхности помимо конусообразных структур наблюдалось формирование 

волнистой поверхности с периодом ~ 1 мкм и высотой около 20–30 нм (см. рисунок 1, в). Формирование 

«волн» при имплантации может быть связано с частичной ориентацией и кристаллизацией полимерной 

пленки в процессе изготовления. С другой стороны, при облучении полимеров имеет место высокая ло-

кальная неоднородность процессов радиационно-индуцированной деструкции и сшивания полимеров 

[6]. Радиационные эффекты наиболее интенсивно проявляются в аморфных областях [6], что при облу-

чении частично ориентированных полимеров может приводить к формированию «волн» на поверхности. 

Конусообразные структуры наблюдались ранее не только при ионной имплантации, но и при дру-

гих видах высокоэнергетического воздействия, например, при γ-облучении полимеров [7]. Кроме того, 

они могут формироваться за пределами области высокоэнергетического воздействия. Так, в работе [8] 

при облучении пленок ПЭТФ толщиной 3,8 мкм вакуумно-ультрафиолетовым излучением в спектраль-

ном диапазоне 115–135 нм наблюдалось формирование подобных конусообразных структур на обратной 

(необлучаемой) стороне пленки. В настоящей работе также наблюдалась радиационная модификация 

поверхности далеко за областью пробега ионов – на обратной (неимплантированной) стороне пленки 

ПЭТФ на расстоянии ~ 20 мкм от области пробега ионов.  

Объяснить формирование конусообразных структур можно принимая во внимание особенности 

молекулярной структуры и специфику радиационного воздействия на полимеры. При высокоэнергетиче-

ском воздействии происходит процесс ионизации, заключающийся в удалении электрона с определенной 

молекулярной орбитали и формировании так называемой «дырки». В макромолекулах следует учитывать 

возможность образования делокализованных ионизированных состояний с эффективным размером, су-

щественно превышающим размер элементарного звена, и возможность быстрой (недиффузионной) ми-

грации «дырки» по цепочке макромолекул на значительные в молекулярном масштабе расстояния. Такое 

же рассмотрение применимо и к возбужденным состояниям. Первичные физические процессы (иониза-

ция или возбуждение) и следующие за ними химические изменения (разрыв связи, деструкция) могут 

быть разделены существенным расстоянием вследствие эффективной миграции «дырок» и переноса 

возбуждения [9]. Формирование «конусов» вне пределов зоны высокоэнергетического воздействия обу-

словлено переносом возбуждения и/или миграции «дырки». 

В полимерах возможны различные механизмы передачи энергии: в виде упругих волн (колебаний 

атомов) или посредством передачи энергии возбуждения молекул по электронной подсистеме. При этом 

наличие длинных цепочек и периодичность структуры полимеров способствует передаче энергии из 

области проецированного пробега ионов на сравнительно большие расстояния. Прямое воздействие 

ионов на полимер, а также нейтрализация разноименно заряженных ионов и рекомбинация свободных 

радикалов в треке иона приводят к образованию молекул в возбужденном состоянии. Перенос энергии 

возбуждения возможен на значительные расстояния вглубь полимера. Оценки показывают, что средний 

«пробег» электронного возбуждения по алифатической цепочке составляет более 100 связей С–С [10]. 

Однако, данные расстояния существенно меньше, чем толщина исследуемых пленок (40–50 мкм). По-

этому корректно объяснить радиационно-стимулированные процессы на обратной стороне пленки пере-

дачей энергии возбуждения электронной подсистемы молекул не представляется возможным. Вероятнее 

всего, энергия из области пробега ионов на обратную сторону пленки передается с помощью упругих 

волн, которые могут распространяться по цепочке молекул либо по границам раздела фаз. 

Следует учитывать микрофазную неоднородность (микрогетерогенность) макроструктуры полимера 

[9]. При этом возможен перенос электрона или «дырки» через границу раздела фаз, что может привести 

к локализации радиационных повреждений в определенных микрообластях системы или вблизи раздела 

фаз [9]. Конусообразные структуры на поверхности полимера могут, на наш взгляд, являться проявлением 

такой локализации радиационно-индуцированной модификации полимеров, приводящей к локальному 

хаотичному вспучиванию поверхности материала. Косвенным подтверждением этого предположения мо-

жет служить скопление конусообразных структур вблизи дефектов поверхности, наблюдавшееся в [7]. 
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Рисунок 1. – Характерные АСМ-изображения исходного ПЭТФ  

в режимах топографии (а) и фазового контраста (б) 

 

 
а       б 

 
Рисунок 2. – Атомно-силовая микроскопия 3D-изображения поверхностей пленок ПЭТФ,  

имплантированных ионами Xe с удельной энергией 1 МэВ/нуклон. Доза, см-2: а – 5·108; б – 1·1012 

 

 
а 

 
б       в 

 
Рисунок 3 – Атомно-силовая микроскопия 3D-изображения поверхностей пленок ПЭТФ,  

имплантированных ионами Ar  с удельной энергией 1 МэВ/нуклон.  

Доза, см-2: а – 1·1014; б – 5·1016; в – 1·1017 
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Возможен также и другой подход к объяснению возникновения конусообразных структур на по-

верхности облученных полимеров, который дополняет изложенное выше и позволяет оценить размер 

конусообразных структур. Этот подход предполагает наличие локальных упругих напряжений сжатия 

в полимере, например, у границы раздела микрофаз либо вблизи крупных структурных дефектов. 

Плотность упругой энергии в сжатом материале [11] 

2

2

p

E
ω = , 

где p – напряжение;  

Е – модуль упругости.  

При релаксации напряжений сжатия может происходить формирование конуса. Будем считать 

упругие напряжения сферическими с радиусом r, то при образовании конуса освобождается упругая 

энергия равная 

2 3
3

упр
2

−∆ ≈ ω = p r
W r

E
. 

Требуемая работа по созданию новой поверхности площадью  ~ l2 составляет 

2
повW l∆ ≈ σ , 

где σ – поверхностная энергия;  

l – радиус конуса в основании. 

Изменение энергии системы 
2 3

2

2
пов упр

p r
W W W l

E
∆ = ∆ + ∆ ≈ σ − . Предполагая полную релаксацию 

ΔW = 0, можно оценить размеры формирующихся конусов в основании 

3 2

2

pr
l

E
≈

σ
.              (1) 

Таким образом, размеры формирующихся конусов прямо пропорциональны величине напряжений 

сжатия и размерам напряженной области в степени 3/2. 

Согласно формуле (1), нами была проведена оценка величины напряжений сжатия р, необходимой 

для формирования экспериментально наблюдавшихся конусообразных структур. Для расчета этих 

напряжений использовались значения модуля упругости Е и поверхностной энергии σ для пленок ПЭТФ 

из [12]. Оказалось, что для формирования экспериментально наблюдавшихся конусообразных структур 

с диаметром в основании ~ 200 мкм достаточны упругие напряжения в пределах 0,1–1 МПа. Отметим, 

что такие значения напряжений характерны для пленок, полученных методом экструзии [13]. 

Высокоэнергетическое облучение выступает в данном случае в качестве лишь «спускового крюч-

ка» для высвобождения энергии, запасенной в деформированных областях полимера. Поэтому такие 

процессы могут протекать далеко за пределами области высокоэнергетического воздействия. 

Такой подход способен с высокой степенью достоверности описать формирование конусообраз-

ных структур за пределами области высокоэнергетического воздействия. В области имплантации карти-

на усложняется. Вследствие высокой локальной неоднородности процессов радиационно-

индуцированной модификации полимеров в процессе их облучения возможна как релаксация существу-

ющих, так и формирование новых полей упругих напряжений, что должно приводить к трансформации 

конусообразных структур в процессе облучения.  

Заключение. Таким образом, экспериментально показано, что в процессе имплантации ионами 

инертных газов с удельной энергией ~1 МэВ/нуклон происходит модификация морфологии поверхности 

пленок полиэтилентерефталата, выражающаяся в формировании неравномерно распределенных по по-

верхности конусообразных структур. С увеличением дозы размеры структур – высота и диаметр в осно-

вании – увеличиваются, а концентрация их на единицу поверхности снижается. Наблюдаемые при им-

плантации изменения морфологии поверхности ПЭТФ обусловлены релаксацией напряжений, образо-

вавшихся в процессе изготовления полимерной пленки, и радиационно-химическими процессами в при-

поверхностном слое полиэтилентерефталата. 
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MODIFICATION OF THE POLYETHYLENE TEREPHTHALATE FILMS 

SURFACE IN IMPLANTATION BY HIGH-ENERGY IONS OF INERT 

GASES WITH SPECIFIC ENERGY 1 MeV/ NUCLEON 

 

V.I. GOLOVCHUK, D.I. BRINKEVICH, M.G. LUKASHEVICH,  

V.B. ODZHAEV, V.S. PROSOLOVICH, A.A. KHARCHENKO,  

S.A. VABISHCHEVICH, N.V. VABISHCHEVICH 

 

The results of a study of the modification of the surface of polyethylene terephthalate films during ion im-

plantation with Ar and Xe ions 108⋅with specific energy ~ 1 MeV/nucleon in the dose range (F) from 5·108  to 

1·1017 cm-2 are presented.⋅ It has been experimentally shown that during the implantation with ions of inert gases 

with a specific energy of ~ 1 MeV/ nucleon, the morphology of the surface of polyethylene terephthalate films is 

modified, which is manifested in the formation of nonuniformly distributed cone-shaped structures over the sur-

face. As the dose increases, the dimensions of the structures - the height and diameter at the base - increase, and 

their concentration per unit surface decreases. Changes in the morphology of the polyethylene terephthalate 

films surface observed during implantation are due to relaxation of stresses formed during the manufacture of 

the polymer film and radiation-chemical processes in the near-surface layer of polyethylene terephthalate.  
 

Keywords: polyethylene terephthalate, high-energy ion implantation, atomic force microscopy, surface 

modification. 
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УДК 539.21 
 

РАСЧЕТ НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОГО СОСТОЯНИЯ В НАНОЗЕРНЕ, 

ОБУСЛОВЛЕННОГО НАНОДВОЙНИКОВАНИЕМ 
 

Т.В. ДРОБЫШЕВСКАЯ, канд. физ.-мат. наук О.М. ОСТРИКОВ 

(Гомельский государственный технический университет им. П.О. Сухого) 
 

Разработана методика расчета полей смещений и напряжений в нанозерне при наличии в нем 

нанодвойника. Изучено напряженное состояние в нанозерне, имеющем форму правильного многоуголь-

ника и содержащем нанодвойник. Определены точки концентрации напряжений в зерне наноматериала. 

Проанализирована зависимость напряжений от параметров двойника.  

Ключевые слова: наноматериалы, нанозерно, зернограничные дислокации, двойникующие дисло-

кации, нанодвойникование. 
 

Введение. Наноматериалы – ультрамелкозернистые поликристаллические материалы [1]. Широ-

кое использование наноструктурных металлов и сплавов в качестве конструкционных и функциональных 

материалов в настоящее время сдерживается из-за их особенных свойств. Так, наряду с высокой прочно-

стью и твердостью наноструктурные металлы облают очень низкой пластичностью, что создает суще-

ственные препятствия для их применения в конструкциях деталей машин [2]. Повышение пластичности 

наноструктурных материалов может быть достигнуто за счет искусственного нанодвойникования. Благо-

даря чему наноматериалы (металлы) приобретают высокие показатели механических свойств, позволя-

ющие существенно расширить их область применения [1]. При этом проанализировать приобретаемые 

в результате нанодвойникования структуры и свойства нанометаллов можно путем изучения напряжен-

но-деформированного состояния зерна наноматериала (металла), содержащего нанодвойники. 

Цель данной работы – изучение напряженно-деформированного состояния в зерне нанострук-

турного материала, обусловленного нанодвойникованием. 

Рассмотрим представленное на рисунке 1 единичное зерно наноматериала. Данное наноразмер-

ное зерно имеет вид n-угольника и содержит в своем объеме единичный нанодвойник. В рассматривае-

мом случае границы зерна смоделированы в виде стенки полных дислокаций, а границы двойника в виде 

цепочки частичных дислокаций. Зернограничные и двойникующие дислокации в рамках изучаемой зада-

чи в пределах каждой отдельной границы параллельны оси OZ (рисунок 2). 
 

 
 

Рисунок 1. – Схематическое изображение единичного зерна наноматериала,  

содержащего единичный нанодвойник 
 

В рамках проводимого исследования примем, что рассматриваемое нанозерно расположено на не-

котором расстоянии от поверхности материала. Кроме того, при расчете напряженно-деформированного 

состояния зерна не будем учитывать никакие напряжения кроме напряжений, обусловленных зерногра-

ничными и двойникующими дислокациями [3]. 

В соответствии с поставленной задачей и принятыми условиями, с учетом методик, описанных в [4, 5], 

смещения и напряжения, создаваемые двойниковыми и зеренными границами определяем путем суммирования 

смещений и напряжений, создаваемых отдельными дислокациями (
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Рисунок 2. – Взаимное расположение зернограничных и двойникующих дислокаций  

и их компонент вектора Бюргерса 
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twh , bh  – параметры, характеризующие взаимное расположение дислокаций (см. рисунок 2); системы 
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В данном случае рассматриваем поворот правосторонней системы координат XYZ вокруг оси Z по 
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В соответствии с представленными на рисунке 2 системами координат и ориентировками векто-

ров Бюргерса, а также с [3, 6], дальнейшие расчеты проводим следующим образом: 
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Здесь ν  – коэффициент Пуассона; µ  – модуль сдвига; e
twb  – модуль краевой составляющей векто-

ра Бюргерса двойникующей дислокации; s
twb  – модуль винтовой составляющей вектора Бюргерса двой-

никующей дислокации; e
bb  – модуль вектора Бюргерса полной краевой дислокации; s

bb  – модуль вектора 

Бюргерса полной винтовой дислокации.  

Границы двойника и зерна принимаем прямолинейными, а дислокации на рассматриваемых гра-

ницах равноудаленными друг от друга. Тогда координаты в системах ' '
k kX Y Z  и координаты границ зерен 

в данных системах координат определяем в соответствии с выражением (4): 

( ) ( )' cos sink k kx x y= ⋅ α − ⋅ α ,             (12) 

 

( ) ( )' sin cosk k ky x y= ⋅ α + ⋅ α .                          (13) 

 

Результаты расчетов и их обсуждение. В качестве базового варианта для исследования было 

принято шестиугольное наноразмерное зерно, содержащее в своем теле единичный нанодвойник, мате-

риал – железо (Fe). Для расчетов принимались следующие параметры: 0,248e s
b bb b= =  нм; 

0,124e s
tw twb b= =  нм [7]; 81µ =  ГПа [6]; 0, 29ν =  [7]. Базовые параметры зерна и двойника: 35twN = , 

2 0,248e
tw twh b= =  нм; 1,736twd =  нм; 32bN = , 1,736bh = нм.  

Анализ напряженного состояния был проведен на базе анализа гидростатических hσ  (рисунок 3, а), 

нормальных xxσ , yyσ , zzσ , комбинированных касательных напряжений τ  (рисунок 3, б), а также касатель-

ных напряжений xyσ  (рисунок 3, в), xzσ  и yzσ . Дополнительные расчеты проводили в соответствии с [7]:  

3h ii
i

σ = σ∑ ,                             (14) 

2 2
yz xzτ = σ + σ

.                   (15) 
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В рассматриваемом случае гидростатические ( hσ ) и сдвиговые ( xyσ , τ ) локализованы на грани-

цах элементов системы двойник – зерно. Максимальные гидростатические hσ  и сдвиговые xyσ  напря-

жения наблюдаются у устья двойника, а максимальные комбинированные касательные напряжения τ  – 

в вершинах зерна.  

Концентрация гидростатических напряжений hσ  внутри зерна несколько выше нежели за его пре-

делами. В анализируемом поле напряжений имеют место как сжимающие, так и растягивающие напря-

жения. Однако выявить четкую характеристику знакопеременности напряжений не представляется воз-

можным (см. рисунок 3, а). 

Локализация нормальных напряжений xxσ  внутри зерна значительно выше, нежели за его преде-

лами. При этом выше оси OX преобладают сжимающие напряжения, а ниже – растягивающие. На участ-

ках максимальной концентрации (зеренные и двойниковые границы) напряжения xxσ  носят сжимающий 

характер. При этом максимальные значения xxσ  отмечены у устья двойника.  

Нормальные напряжения yyσ  локализованы на зеренных и двойниковых границах и имеют отно-

сительно равномерное распределение внутри зерна и за его пределами. В пределах зерна имеют место 

как растягивающие (в I и III четвертях относительно осей, проходящих через вершину двойника), так 

и сжимающие напряжения (соответственно во II и IV четвертях). За пределами зерна преобладают отри-

цательные значения yyσ . Напряжения на границах двойника и зерна носят сжимающий характер 

и имеют максимальные значения на границе зерна, к которой прилегает устье двойника.  

Концентрация нормальных напряжений zzσ  внутри зерна и за его пределами отличается несуще-

ственно. При этом выше оси OX напряжения отрицательны, а ниже данной оси – положительны. На гра-

ницах же зерна и двойника напряжения zzσ , аналогично напряжениям xxσ , yyσ  , являются сжимающи-

ми, а максимальные значения zzσ  соответствуют устью двойника. При этом максимальные напряжения 

zzσ  на порядок ниже максимальных значений xxσ , yyσ .  

Комбинированные касательные напряжения τ  можно охарактеризовать высокой концентрацией 

напряжений на зеренных и двойниковых границах, а также в узловых точках. Концентрация напряжений τ  

за пределами зерна выше концентрации внутри него. При этом максимальные численные значения τ  

имеют место в вершинах зерна (см. рисунок 3, б).  

Распределение напряжений xzσ  характеризуется максимальными значениями, соответствующими 

устью двойника. Преобладающими являются сжимающие напряжения xzσ , они расположены на грани-

цах двойника и зерна (места наибольшей локализации xzσ ), а также выше оси OX. Ниже оси OX имеют 

место растягивающие напряжения (кроме границ).  

Как было отмечено выше сдвиговые напряжения yzσ  имеют максимальную концентрацию на 

границах двойника и зерна, при этом напряжения носят сжимающий характер. Концентрация данной 

компоненты тензора напряжений внутри зерна превышает концентрацию за его пределами. При удале-

нии от границ зерна концентрация напряжений yzσ  существенно снижается, также снижаются и чис-

ленные значения напряжений. Максимальные значения yzσ  отмечены на границе зерна, к которой при-

легает устье двойника. 

Сдвиговые напряжения xyσ  знакопеременны относительно оси, проходящей параллельно оси OY 

через середину двойника. Слева от данной оси напряжения xyσ  отрицательны, а справа – положительны. 

В местах локализации xyσ  (зеренные и двойниковые границы) преобладают сжимающие напряжения, 

максимальные их значения можно отметить на границе, к которой прилегает устье двойника (см. рису-

нок 3, в).  

В рамках данного исследования также были проведены расчеты полей напряжений для пятиуголь-

ного и семиугольного зерен. Результаты свидетельствуют о том, что форма зерна не существенно влияет 

на характер распределения полей напряжений. В случае пятиугольного и семиугольного зерна аналогич-

но варианту с шестиугольным зерном основные элементы рассматриваемой системы (зеренные и двой-

никовые границы), являются не только концентраторами напряжений, но соответственно и местом лока-

лизации напряжений. 
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а – σh(x,y); б – στ(x,y); в – σxy(x,y) 

Рисунок 3. – Распределение напряжений в шестиугольном зерне нанокристалла,  

обусловленных наличием единичного клиновидного нанодвойника 
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Кроме того, было рассчитано влияние параметров двойника на напряженное состояние в зерне 
наноматериала. В качестве варьируемых параметров приняты количество дислокаций на границах двой-

ника ( twN ) и расстояние между двойникующими дислокациями, измеренное вдоль оси OX ( twd ).  

Так, при увеличении количества двойникующих дислокаций ( 2, 7, 15, 25, 35, 45twN = ) увеличива-

ется концентрация гидростатических напряжений hσ  в пределах зерна, а за его пределами концентрация 

не изменяется. В отношении гидростатического напряжения hσ  на основных элементах системы можно 

отметить, что количество двойникующих дислокаций twN  оказывает влияние на hσ  только на границе 

зерна, к которой прилегает устье двойника. При этом характер распределения напряжений на данной 

границе не изменяется. Имеет место лишь незначительное изменение численных значений hσ  при изме-

нении twN . На остальных границах зерна количество двойникующих дислокаций twN  не оказывает 

влияние на гидростатическое давление. Следует также отметить отсутствие зависимости напряжений hσ  

от количества двойникующих дислокаций twN , измеренное вдоль оси OX. 

Анализируя распределение гидростатических напряжений hσ  вдоль границ двойника, можно от-

метить следующее. Характер распределения анализируемых напряжений не зависит от twN , лишь раз-

мерные характеристики распределения обусловлены длиной двойника и соответственно twN .  

В отношении комбинированных касательных напряжений τ  и сдвиговых напряжений xyσ  можно 

отметить, что количество двойникующих дислокаций twN  не оказывает существенного влияния на ха-

рактер распределения полей напряжений. При этом численные значения анализируемых компонент тен-

зора напряжений ( xyσ  и τ ) имеют тенденцию к увеличению при увеличении twN .  

По результатам исследования влияния расстояния между двойникующими дислокациями, измеренного 

вдоль оси OX ( twd  = 0,248; 0,744; 1,240; 1,736; 1,984; 2,232 нм), можно отметить, что на анализируемые ха-

рактеристики напряженного состояния ( hσ , τ , xyσ ) параметр twd  не оказывает существенного влияния. 

Таким образом, изучено напряженно-деформированное состояние в зерне наноструктурного мате-
риала, обусловленного нанодвойникованием. Разработана методика расчета полей смещений и напряже-
ний в нанозерне, имеющем форму многоугольника и содержащем в своем теле единичный нанодвойник. 
Выявлены места концентрации напряжений в нанозерне. Проведен анализ зависимости распределения 
полей напряжений от параметров нанодвойника.  
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THE CALCULATION OF THE STRESS-STRAIN STATE  

IN NANOZINE DUE TO NEODOLIMAYA 
 

Т. DROBYSHEVSKAYA, O. OSTRIKOV 
 

The developed method of calculation of fields of displacements and stresses in nanozine in the presence 

of nanovoice. The stress state in a nanosecond having the shape of a regular polygon and containing a nanodvoir is 

studied. The stress concentration points in the grain of nanomaterial are determined. The dependence of stresses 

on the parameters of the double is analyzed. 
Keywords: nanomaterials, nanozero, grain boundary dislocations, double dislocations, nanodvoynikovanie. 
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МАТЕМАТИКА 
 

 

УДК 517.6: 517.958 
 

ОПТИМАЛЬНЫЙ ПАРАМЕТР АППРОКСИМАЦИИ РАЗНОСТНОЙ СХЕМЫ  

ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ НА ОТРЕЗКЕ 
 

канд. физ-мат. наук, доц. Д.Ф. ПАСТУХОВ, канд. физ-мат. наук, доц. Ю.Ф. ПАСТУХОВ 
(Полоцкий государственный университет); 

Н.К. ВОЛОСОВА 

(Московский государственный технический университет им. Н.Э. Баумана) 
 

Предложен алгоритм решения начально-краевой задачи для неоднородного волнового уравнения на от-

резке с двойной точностью, основанный на выборе оптимального параметра, обеспечивающего бесконечный 

алгебраический порядок аппроксимации однородному уравнению. Для решения системы линейных уравнений 

с симметрической пятидиагональной матрицей с краевым условием Дирихле доказаны достаточные условия 

корректности формул прогонки вперед более слабые, чем условия диагонального преобладания ее элементов. 
Применение алгоритма укрупнения ячеек сетки и использование метода производящих функций дает двойную 

точность относительной погрешности решения даже на грубой сетке с числом узлов несколько сотен.  

Ключевые слова: метод производящих функций, инициализация задачи, слабые достаточные 
условия корректности формул прогонки симметричной пятидиагональной матрицы. 

 

Введение. Задачи с численным решением волнового уравнения встречаются во многих физико-

технических приложениях, большой класс краевых задач математической физики также сводится к не-

однородному волновому уравнению на отрезке, на прямоугольнике, в параллелепипеде [1–5]. В послед-

нее время в численных методах появилось направление ускоренных расчетов [2], которое достигается 

либо за счет увеличения порядка аппроксимации разностных схем [2–4], либо удачным выбором геомет-

рии узлов сетки. Авторы работы [6, с. 23] в лучших традициях московской математической школы ана-

литически решили задачу о бегущей волне кручения на отрезке железнодорожного полотна, используя 

уравнение гиперболического типа с неоднородной правой частью и с учетом слагаемых, описывающих 

затухание механических волн.  

Напомним, что порядком аппроксимации дифференциального оператора разностным оператором 

[4, с. 102] называется максимальное положительное число p , если существуют положительные числа 

, 0p С > , не зависящие от шага сетки h  такие, что норма невязки (разности дифференциального и раз-

ностного оператора) не превышает ( ) p
h hh

Lu L u Ch− ≤ .  

В данной работе решается одномерное неоднородное уравнение с ускорением расчета путем уве-

личения порядка аппроксимации и выбора оптимального параметра аппроксимации разностной схемы. 

Найденная параметризация обеспечивает однородному разностному уравнению бесконечный алгебраи-

ческий порядок аппроксимации, а для неоднородной начально-краевой задачи позволяет выразить невяз-

ку уравнений только через частные производные от известной правой части волнового уравнения. Более 

того, применение производящих функций как функций временного шага заменяет вычисление бесконеч-

ного ряда слагаемых для невязки в разностных уравнениях на конечное число арифметических вычисле-

ний с двойной точностью в неоднородной начально-краевой задаче. 

Нами построен алгоритм инициализации задачи, т.е. аппроксимация второго временного слоя ре-

шения по начальным данным задачи. Алгоритм сводится к прогонке либо трехдиагональной системы 

линейных алгебраических уравнений (СЛАУ), либо к прогонке сначала трехдиагональной, а затем пяти-

диагональной СЛАУ. Найдены также достаточные условия корректности формул прогонки, более сла-

бые, чем диагональное преобладание элементов матрицы. Алгоритм инициализации дает приближение 

второго слоя решения по начальным условиям с относительной погрешностью не хуже чем 1010−  при 

числе узлов 500. Инженерный американский продукт ANSYS Fluent завершает решение задач с относи-

тельной точностью 310− , и с более грубой точностью на процессе инициализации задачи, т.е. с точно-

стью 1 210 10− −− . Благодаря применению спектрально устойчивых разностных схем относительная по-

грешность начальных данных уменьшается от значения 8 1010 10− −− до величины 1510− . В работе нами 

построен алгоритм укрупнения ячеек сетки (масштабирования) с коэффициентом масштабирования 

1l > , позволяющий сократить число вычислений в сотни раз ( 2l  раз). Неоднородная начально-краевая 

задача при числе узлов 300 на редкой координатно-временной сетке решается с помощью указанных 
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здесь методов с двойной точностью 1510−  (т.е. первые 15 десятичных знаков аналитического и числен-

ного решения на последнем временном слое во всех координатных узлах совпадают). 
Некоторые двухмерные и трехмерные колебания в приложениях часто сводятся к одномерным ко-

лебаниям [5, с. 181], например, в прямоугольном кристалле колебания атомных параллельных плоско-

стей порождают одномерные звуковые волны, поэтому решаемая нами численно задача полезна и в мно-
гомерных случаях. 

Постановка задачи. Рассмотрим начально-краевую задачу для неоднородного волнового уравне-

ния на отрезке [ , ]a b .  

2 2
2 2

2 2

( , ) ( , )
( , ), 0, ( , ) ( , ) (0, ),

( ,0) ( ), [ , ],

( ,0) ( ), [ , ],

( , ) ( , ) 0, [ , ],

t

u x t u x t
a f x t a x t a b T

t x

u x x x a b

u x x x a b

u a t u b t x a b

∂ ∂= + > ∈ ×
∂ ∂


 = ϕ ∈


= ψ ∈

 = = ∈

                                  (1) 

где ( , )u x t  – точное аналитическое решение задачи (1); ( , )f x t  – функции внешнего источника, ( )xϕ  – 

начальное смещение и ( )xψ  – начальная скорость точек струны с закрепленными концами на отрезке 

( , ) [ , ] [0, ]x t a b T∀ ∈ × .  

Аналитической задаче (1) сопоставим разностную задачу на равномерной сетке, используя пяти-

точечный шаблон – крест: 

( )

1 1
2 1 1

2 2

1 1 1

2 2
( , ),

, , [ , ] [1, 1] [1, 1],

( ,0) ( ), [0, ],

( , ) ( ), [0, ], ( ) ( ), ( ) ,

(0, ) ( , ) 0, [0, ].

n n n n n n
m m m m m m

m n

m n

u u u u u u
a f x t

h

x a mh t n m n M N

u mh mh m M

u mh mh m M x F x x

u n u N n n N

+ −
+ − + − + −

= +
τ


 = + = τ ∈ − × −

 = ϕ ∈

 τ = ϕ ∈ ϕ = ϕ ψ

 τ = τ = ∈



                                      (2) 

где ,
b a T

h
N M

−= τ =  – временной и координатный шаги сетки; 2a  – квадрат фазовой скорости волны.  

Задание начальных условий ( ), ( )x xϕ ψ  в линейной аналитической задаче (1) эквивалентно зада-

нию значений двух начальных временных слоев решения 0( ,0) ( ) ,mu mh mh u= ϕ =  1
1( , ) ( ) ,mu mh mh uτ = ϕ =  

[0, ]m M∈  в разностной задаче (2), поскольку их запрашивает узловое значение 2
mu  в первой рекуррент-

ной формуле системы (2). Зависимость второго временного слоя ( )1 1( ) ( ), ( )x F x xϕ = ϕ ψ  в системе урав-

нений (2) как функции начальных условий определяется с помощью предварительного численного алго-

ритма инициализации задачи методом прогонки. 

Обозначим параметр 
2 2

2

a
z

h

τ=  и перепишем разностное уравнение (2) в эквивалентном виде 

( ) ( )1 1 2 2
1 1 1 1 ,2 2 ( , ) 2

n n n n n n n n n
m m m m m m m n m m m m nu u u z u u u f x t z u u u f

+ −
+ − + −+ − = + − + τ = + − + τ .            (3) 

Потребуем, чтобы разностное уравнение (3) аппроксимировало первое уравнение системы (1) 

с максимальным алгебраическим порядком, далее разложим узловые значения 1 1
1 1, , ,n n n n

m m m mu u u u+ −
− +  в ряд 

Тейлора в центральном узле ( )( , ) ,m nm n x t↔  с вектором шага соответственно ( , )h τ : 

( )
( )
( )

( )

( )
22

1 1 2

2
1 1 1

11 2
2 2 2

! ! 2 !

ss n s n k ns k
n n n n n s s km m m
m m m m m s s k

s s k

u u u
u u u u u

s s kt t t

=∞ ∞ ∞
+ −

= = =

−∂ ∂ ∂
+ − = − + + τ + τ = τ =

∂ ∂ ∂
∑ ∑ ∑  
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( )
2 2

2 2

2 2
2

2

2 !

n k n
km m

k
k

u u

kt t

∞

=

∂ ∂
= τ + τ

∂ ∂
∑ . 

Меняя в последней формуле буквенные обозначения индексов и переменных 

( )( ), ( )m n x t h↔ ↔ ↔ τ , получим 

( ) ( )
2 2

2 2 2 2
1 1 , ,2 2

2

2
2 .

2 !

n k n
n n n km m
m m m m n m nk

k

u u
z u u u f z h h f

kx x

∞
+ −

=

 ∂ ∂
+ − + τ = + + τ 

 ∂ ∂ 
∑  

Приравняем правые части последних двух выражений, используя тождество 
2 2

2
,2 2

n n
m m

m n

u u
a f

t x

∂ ∂
= +

∂ ∂
, имеем 

( ) ( )
2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
,2 2 2 2

2 2

2 2

2 ! 2 !

n k n n k n
k km m m m

m nk k
k k

u u u u
a f

k kt t x t

∞ ∞

= =

∂ ∂ ∂ ∂
τ + τ =τ + τ + τ =

∂ ∂ ∂ ∂
∑ ∑  

( )
2 22 2

2 2 2
,2 2 2

2

2

2 !

n k n
km m

m nk
k

u ua
h h f

kh x x

∞

=

 ∂ ∂τ= + + τ ⇔ 
 ∂ ∂ 

∑  

( ) ( )
2 2

2 2

2 2
2 2

2 2

2 ! 2 !

k n k n
k km m

k k
k k

u u
z h

k kt x

∞ ∞

= =

∂ ∂
⇔ τ =

∂ ∂
∑ ∑ .                                             (4) 

Невязка первого уравнения системы (2) равна невязке уравнения (4), т.е. разности левой и правой 

частей уравнения (4): 

( )
2 2

2 2

2 2
2

2
( )

2 !

k n k n
n k km m
m k k

k

u u
R u z h

k t x

∞

=

 ∂ ∂
= τ − 

 ∂ ∂ 
∑ .                                              (5) 

Замечание 1. Если параметр 
2 2

2
1

a
z

h

τ= =  и волновое уравнение 
2 2

2

2 2

u u
a

t x

∂ ∂=
∂ ∂

 однородное, то 

из его записи для произвольного узла сетки 
2 2

2

2 2

n n
m mu u

a
t x

∂ ∂
=

∂ ∂
 следует тождество 

2 2
2

2 2

k n k n
km m

k k

u u
a

t x

∂ ∂
=

∂ ∂
, тогда в формуле (5) преобразуем выражение в скобках 

( )
2 2 2 22 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2
0

k n k n k n k nk k
k k k k km m m m

k k k k k

u u u ua
z h h z h z z

t x x h x

 ∂ ∂ ∂ ∂ττ − = − = − = 
 ∂ ∂ ∂ ∂ 

. Другими словами, для пара-

метра 1z =  однородное одномерное волновое уравнение имеет бесконечный порядок аппроксима-

ции! В этом случае разностная схема (3) с , 0, 1m nf z≡ =  точна для многочленов произвольной сте-

пени. Равномерная норма погрешности аппроксимации первого уравнения задачи (1) первым урав-

нением разностной задачи (2) не зависит от шага сетки h  (аппроксимация происходит с двойной 

точностью даже для крупного шага сетки). 

Для упрощения формулы (5) докажем первое утверждение. 

Утверждение 1. Для неоднородного одномерного волнового уравнения 
2 2

2
,2 2

n n
m m

m n

u u
a f

t x

∂ ∂
= +

∂ ∂
 

справедлива формула 
2( 1)2 2 1

,2 2

2 2 2 2( 1)
0

, 2

pp n p n p
m np lm m

p p l p l
l

fu u
a a p

t x x t

−−

− −
=

∂∂ ∂
= + ≥

∂ ∂ ∂ ∂
∑ .                                         (6) 

Доказательство проведем по индукции. Для базы индукции, если 2p = , имеем 

2 2 24 2 2 42 2
, , ,2 2 2 4 2

, ,4 2 2 2 2 2 4 2 2

n n n n
m n m n m nm m m m

m n m n

f f fu u u u
a f a a f a a

t t x x x t x x t

    ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂= + = + + = + +   
   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

, 

что верно. Следовательно, получаем формулу (6), если 2p = . 
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Пусть справедлива также формула 

2( 2)2( 1) 2( 1) 2
,2( 1) 2

2( 1) 2( 1) 2 2( 2)
0

pp n p n p
m np lm m

p p l p l
l

fu u
a a

t x x t

−− − −
−

− − − −
=

∂∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂ ∂
∑ , тогда 

2( 2) 2( 1)2 2( 1) 22 2( 1)2 2
, ,2( 1) 2 2( 1) 2

2 2 2( 1) 2 2( 2) 2( 1) 2 2 2( 1)
0 0

p pp n p n npp p
m n m np l p lm m m

p p l p l p l p l
l l

f fu u u
a a a a

t t x x t x t x t

− −− −− −
− −

− − − − − −
= =

 ∂ ∂∂ ∂ ∂∂ ∂
 = + = + =
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

∑ ∑  

2( 1) 2( 1)2 22( 1) 2
, ,2( 1) 2 2 2 2( 1)

,2( 1) 2 2 2( 1) 2 2( 1)
0

p pn p np p
m n m np l p pm m

m np l p l p p
l

f fu u
a a f a a a

x x x t x x

− −− −
− −

− − − −
=

  ∂ ∂∂ ∂∂= + + = + + 
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

∑  

2( 1) 2( 1)22 1
, ,2 2 2

2 2( 1) 2 2 2( 1)
0 0

,

p pp np p
m n m nl p lm

l p l p l p l
l l

f fu
a a a

x t x x t

− −− −

− − − −
= =

∂ ∂∂
+ = +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∑ ∑  

т.е. формула (6) (утверждение 1) доказана для произвольного целого 2p ≥ . 

Используя формулу (6), преобразуем невязку разностного уравнения (3), подставив ее в формулу (5): 

( ) ( )
2( 1)2 2 2 21

,2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2( 1) 2
2 2 0

2 2
( )

2 ! 2 !

kk n k n k n k nk
m nn k k k k l km m m m

m k k k l k l k
k k l

fu u u u
R u z h a a z h

k kt x x x t x

−∞ ∞ −

− −
= = =

    ∂∂ ∂ ∂ ∂  = τ − = τ + − = 
    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    

∑ ∑ ∑

( )
2( 1)22 2 1

,2 2 2

2 2 2 2( 1)
2 0

2

2 !

kk nk k k
m nk k lm

k k l k l
k l

fua
h z a

k h x x t

−∞ −

− −
= =

   ∂∂τ
 = − + τ = 

  ∂ ∂ ∂  
∑ ∑  

( ) ( ) ( )2( 1)2 11
,2 2 2

2 2 2( 1)
2 0

2

2 !

kk n zk
m nk k k lm

k l k l
k l

fu
h z z a

k x x t

− =∞ −

− −
= =

 ∂∂
 = − + τ =
 ∂ ∂ ∂ 

∑ ∑  

( )

( )
2( 1)1 1

,2 2

2 2( 1)
2 0

2

2 !

kz k
m nk l

l k l
k l

f
a

k x t

−= ∞ −

− −
= =

 ∂
 = τ
 ∂ ∂ 

∑ ∑ .                                                   (7) 

Выпишем несколько первых слагаемых для невязки ( )n
mR u  из формулы (7): 

2 2 4 4 44 6
, , , , ,2 4 2

2 2 4 2 2 4

6 6 6 68
, , , ,6 4 2

6 4 2 2 4 6

8 8 810
, , ,8 6 4

8 6 2

2 2
( )

4! 6!

2

8!

2

10!

m n m n m n m n m nn
m

m n m n m n m n

m n m n m

f f f f f
R u a a a

x t x x t t

f f f f
a a a

x x t x t t

f f f
a a a

x x t

   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂τ τ
   = + + + + +
   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

 ∂ ∂ ∂ ∂τ
 + + + + +
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

∂ ∂ ∂τ+ + +
∂ ∂ ∂

8 8
, ,2

4 4 2 6 8

10 10 10 10 10 1012
, , , , , ,10 8 6 4 2

10 8 2 6 4 4 6 2 8 10

2
.

12!

n m n m n

m n m n m n m n m n m n

f f
a

x t x t t

f f f f f f
a a a a a

x x t x t x t x t t

 ∂ ∂
 + + +
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂τ
 + + + + + +
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

                   (8) 

Определение 1. Одномерное уравнение в частных производных 

2 2
2 2

2 2
0, 0

f f
a a

x t

∂ ∂+ = >
∂ ∂

                                                                               (9) 

по аналогии с волновым уравнением 
2 2

2 2

2 2
0, 0

f f
a a

t x

∂ ∂− = >
∂ ∂

 назовем волновым уравнением комплекс-

ного аргумента. Рассмотрим свойства решений (9). 
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Утверждение 2 (свойства волнового уравнения комплексного аргумента). 

1) Уравнения 1 2const, constxi at C xi at C+ = = − = =  являются уравнениями характеристик для (9). 

Действительно, 

2 2
2

2 2

0

0 0

0

f f
a i

x tf f
a a i a i f

x t x tx t f f
a i

x t

∂ ∂ + = ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   + = ⇔ + − = ⇔ ⇔   ∂ ∂ ∂ ∂  ∂ ∂ ∂ ∂ − =
 ∂ ∂

 

1 1 1

2 2 2

dx dt

xi at C x iat iC Ca i

dx dt xi at C x iat iC C

a i

 =  − = ⇔ + = − =
 ⇔
  + = ⇔ − = − = =
 −

 

2) Решением волнового уравнения комплексного аргумента является линейная комбинация произ-

вольных дважды дифференцируемых функций на комплексных характеристиках 

( )2
1 2( , ) ( ) ( ), ( ), ( )f x t C u x iat C v x iat u v C Z= + + − ω ω ∈ .                                     (10) 

Действительно, 

( )
2 2

2 2 '' '' 2 '' 2 ''
1 2 1 22 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0
f f

a a C u x iat C v x iat ia C u x iat ia C v x iat
x t

∂ ∂+ = + + − + + + − − =
∂ ∂

. 

3) Пусть функция ( ) ( ) ( )1 2, ,f x iat f x t if x t± = +  комплексного аргумента ( )x iat±  – решение 

уравнения (9), тогда функции действительного аргумента 1 2( , ), ( , )f x t f x t , т.е. действительная и мнимая 

части ( )f x iat± , также являются решениями уравнения (9). Действительно, имеем 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
1 2 1 22 2

2 2 2 2

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
0 0

f x iat f x iat f x t if x t f x t if x t
a a

x t x t

∂ ± ∂ ± ∂ + ∂ +
+ = = + = ⇔

∂ ∂ ∂ ∂
 

( ) ( )

2 2
2 1 1

2 22 2
1 2 1 22

2 2
2 2

2 2 2

2 2

( , ) ( , )
0

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
0 0

( , ) ( , )
0.

f x t f x t
a

x tf x t if x t f x t if x t
a i

x t f x t f x t
a

x t

 ∂ ∂
+ =

∂ ∂∂ + ∂ + + = + ⋅ ⇔ 
∂ ∂  ∂ ∂

 + =
 ∂ ∂

 

Таким образом, показано, что функции 1 2( , ), ( , )f x t f x t  – решения уравнения (9). Последняя си-

стема уравнений следует из определения равенства двух комплексных чисел. Утверждение 2 доказано. 

Приведем примеры из класса решений волнового уравнения комплексного аргумента, используя 

утверждение 2.  

Пример 1. 1( , )f x t = Re 2 2 2 2( )x iat x a t+ = − . Действительно, 

( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2
2 2 0

x a t x a t
a a a

x t

∂ − ∂ −
+ = − =

∂ ∂
. 

Пример 2. 2 ( , )f x t = Im 4 3 3( ) 4 4x iat x at xa t+ = − . Действительно, 

( ) ( )2 3 3 3 2 3 3 3

2 3 3

2 2

4 4 4 4
24 24 0

x at xa t x at xa t
a a xt a xt

x t

∂ − ∂ −
+ = − =

∂ ∂
. 
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Пример 3. 3( , )f x t = Im ( ) ( ) ( )( )exp x iat exp x sin at+ = . Действительно, 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2 2 2

2 2
0

exp x sin at exp x sin at
a a a exp x sin at

x t

∂ ∂
+ = − =

∂ ∂
. 

Замечание 2. Если правая часть ( , )f x t  неоднородного волнового уравнения действительного ар-

гумента задачи (1) удовлетворяет однородному волновому уравнению мнимого аргумента, то порядок 

невязки разностной схемы задачи (2) увеличивается со второго порядка до четвертого. Более того, невяз-

ку в этом случае удается выразить через частные производные по одной независимой переменной t. 

Нужно учесть, что невязка уравнения (3) на 2 порядка больше невязки уравнения (2). Действительно, из 

формулы (8) получим 

4 2 26 2
, , ,2 2

4 2 2 2

2
( )

6!

m n m n m nn
m

f f f
R u a a

t x x t

  ∂ ∂ ∂τ ∂  = + + +
  ∂ ∂ ∂ ∂  

 

2 2 2 28 4 4
, , , ,2 4 2

4 2 2 4 2 2

2

8!

m n m n m n m nf f f f
a a a

t x t x x t

    ∂ ∂ ∂ ∂τ ∂ ∂    + + + + +
    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    

 

8 2 2 2 210 6 6
, , , , ,2 2 6 2

8 2 4 2 2 6 2 2

2
...

10!

m n m n m n m n m nf f f f f
a a a a

t x t x t x x t

    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂τ ∂ ∂    + + + + + + =
    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    

 

( )
4 8 46 10 4 2

, , ,

4 8 4
1

2 2
... 2

6! 10! 4 2 !

kk
m n m n m n

k
k

f f f

kt t t

+∞

=

∂ ∂ ∂τ τ τ= + + =
+∂ ∂ ∂

∑ .                                    (11) 

Кроме аппроксимации важен вопрос об устойчивости разностного уравнения (3), так как неустой-

чивая схема накапливает ошибку округления по геометрической прогрессии, что ведет к неограниченно-

му численному решению. В то время как устойчивая схема суммирует ошибки округления по арифмети-

ческой прогрессии и норма невязки пропорциональна количеству элементарных операций. Проверим 

разностное уравнение (3) на спектральную устойчивость. Учтем, что численное решение ( , )n
mu x tɶ  удо-

влетворяет также уравнению (3), как и проекция аналитического решения на узлы сетки 

( )( , ) ,
n n n n n

m m m mm
u x t u u u= ε = −ɶ  ( )1 1 1 1 2

,2 2
n n n n n n
m m m m m m m nu u u z u u u f

+ − + −+ − = + − + τɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ . Вычитая из последнего 

выражения уравнение (3) получим однородное уравнение относительно невязок в каждом внутреннем 

узле сетки (m, n): 

( )1 1 1 1
2 2

n n n n n n
m m m m m mz

+ − + −ε + ε − ε = ε + ε − ε . 

Подставляя в последнее уравнение ошибку округления вида ( )n n im
m e ϕε = λ φ , получим спектраль-

ное уравнение 

( ) 2 2 2
1/ 2 2 4 sin 2 1 2 sin 1 0

2 2

i i
z e e z z

ϕ − ϕ ϕ  ϕ    λ + λ − = + − = − ⇔ λ − − λ + =    
    

.                (12) 

Как следует из определения спектральной устойчивости [4, с. 125], 0 ( ) 1 [0,2 ]
n
m

n
u

→∞
→ ⇔ λ ϕ ≤ ∀ϕ∈ π . 

Используя коэффициенты квадратного уравнения (12), получим 1 2 1/1 1
c

a
λ λ = = = . 

Если корни действительные, то при 1 21 1λ < ⇒ λ > . Тогда возможен единственный результат 

1 2 1 [0, 2 ]λ = λ = ∀ϕ∈ π , что заведомо невозможно, т.к. 

2
2 2

1,2 1 2 sin 1 2 sin 1
2 2

z z
 ϕ   ϕ    λ = − ± − −      

      
 

зависит от ϕ . Следовательно, имеем пару комплексно сопряженных корней: 
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2
2 2

1,2 1 2 sin 1 1 2 sin ,
2 2

z i z
 ϕ   ϕ    λ = − ± − −      

      
 

2 2
2 2 2

1,2 1 2 sin 1 1 2 sin 1, [0,2 ]
2 2

z z
 ϕ   ϕ    λ = − + − − = ∀ϕ ∈ π      

      
. 

Выясним условия, при которых дискриминант отрицательный. 

( )
2

2 2 2 4 2
1 2 sin 1 0 1 4 sin 4 sin 1 4 1 0

2 2 2 2
z z z sin z z

 ϕ  ϕ ϕ ϕ       − − ≤ ⇔ − + ≤ ⇔ − ≤ ⇔        
        

 

(0,1], 0, [0,2 ]z z⇔ ∈ ≠ ∀ϕ∈ π , то есть с параметром 1z =  разностное уравнение (3) является спектрально 

устойчивым. 

Тестовый пример 1 

sin( )sin( ), (0, ), 0

( ,0) sin( ), ( ,0) sin(2 ), [0, ]

(0, ) ( , ) 0, 0

tt xx

t

u u x t x t

u x x u x x x

u t u t t

= + ∈ π >

 = = ∈ π

 = π = ≥

 

Сведем исходную задачу к трем простым:  

1 2 3( , ) ( , ) ( , ) ( , )u x t u x t u x t u x t= + + , 

где 1 2 3( , ), ( , ), ( , )u x t u x t u x t  – решения первой (a), второй (b) и третьей (с) задач соответственно: 

a)  

1 1

1 1

1 1

( ) ( ), (0, ), 0

( ,0) 0, ( ,0) 0, [0, ]

(0, ) ( , ) 0, 0;

tt xx

t

u u sin x sin t x t

u x u x x

u t u t t

= + ∈ π >

 = = ∈ π

 = π = ≥

 

b)  

2 2

2 2

2 2

, (0, ), 0

( ,0) ( ), ( ,0) 0, [0, ]

(0, ) ( , ) 0, 0;

tt xx

t

u u x t

u x sin x u x x

u t u t t

= ∈ π >

 = = ∈ π

 = π = ≥

 

с)  

3 3

3 3

3 3

, (0, ), 0

( ,0) 0, ( ,0) (2 ), [0, ]

(0, ) ( , ) 0, 0.

tt xx

t

u u x t

u x u x sin x x

u t u t t

= ∈ π >

 = = ∈ π

 = π = ≥

  

Выбираем решение задачи (a) в виде 1 1( , ) ( ) sin( )u x t f t x= , удовлетворяющее граничным условиям 

1 1(0, ) ( , ) 0u t u t= π = , подставляя в первое уравнение системы, получим 

''
1 1

'
1 1

sin

(0) (0) 0

f f t

f f

 + =


 = =

 

общее решение однородного уравнения (c индексом оо) есть 1oo ( ) sin cosf t A t B t= + . Частное решение 

неоднородного уравнения (c индексом ч) ищем в виде  

' ''
1ч 1ч 1ч( ) ( ) cos , cos ( )sin , 2 sin ( ) cosf t a bt t f b t a bt t f b t a bt t= + = − + = − − + , 

подставляем значения ''
1ч 1ч( ),f t f  в первое уравнение системы:  
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( ) '
1 1oo 1 1 1

cos
2 sin sin 1/ 2, 0, ( ) ( ) ( ) sin cos , (0) (0) 0

2
ч

t t
b t t b a f t f t f t A t B t f f− = ⇔ = − = = + = + − = =

( ) ( )
1 1 1

sin cos sin cos sin( )
0, 1/ 2 0, ( ) , ( , ) ( )sin( )

2 2

t t t t t t x
B A f t u x t f t x

− −
= − = = = =  

Решение задачи (b) ищем в виде ( )2 2( , ) ( ) sinu x t f t x= , которое подставим в уравнения системы (b)  

''
2 2

'
2 2

0

(0) 1, (0) 0

f f

f f

 + =


 = =

 

'
2 1 1 2 1 2 1( ) sin cos , (0) 1 1, (0) 0 0f t A t B t f B f A= + = ⇔ = = ⇔ =  

Получим 2 2( , ) ( )sin cos sinu x t f t x t x= = . 

Решение задачи (c) ищем в виде ( )3 3( , ) ( )sin 2u x t f t x= , которое подставим в уравнения системы (c)  

''
3 3

'
3 3

4 0

(0) 0, (0) 1

f f

f f

 + =


 = =

 

( ) ( ) '
3 2 2 3 2 3 2( ) sin 2 cos 2 , (0) 0 0, (0) 1 2 1f t A t B t f B f A= + = ⇔ = = ⇔ =  

( ) ( ) ( )
3 3

sin 2 sin 2
( , ) ( ) sin 2

2
= =

t x
u x t f t x . 

Решение исходного примера есть 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 3

sin cos sin( ) sin 2 sin 2
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) cos sin

2 2

t t t x t x
u x t u x t u x t u x t t x

−
= + + = + + . 

Инициализация задачи. Инициализацией задачи назовем определение второго временного слоя 

решения по начальным данным задачи, т.е. определения функции 1( )xϕ  в задаче (2) 

1 1
( ,0)

( , ) ( ), [0, ], ( ) ( ) ( ,0), ( )
u x

u mh mh m M x F x u x x
t

∂ τ = ϕ ∈ ϕ = ϕ ≡ ψ ≡ ∂ 
. 

Аппроксимируем первую производную решения в начальный момент времени ( )xψ . Рассмотрим 

два случая инициализации разностной задачи (2):  

1) в задаче (2) первое уравнение однородное ( ) 0, ( ) 0x xϕ ≠ ψ ≠ ; 

2) в задаче (2) первое уравнение неоднородное ( ) 0, ( ) 0x xϕ = ψ = .  

В этих двух случаях инициализация задачи существенно отличается. 

Построим квадратурную формулу для функции ( )xψ , связывающую узловые значения функции 

в одном узле в трех временных слоях, с момента времени 0t =  точную для многочленов максимальной 

степени 

( ) ( )0 1 2 0 1 2
1 1

(0) (0) ( ) (2 ) , ( ) 1: (0) 0u C u C u C u u t u C C Cτ τ= + τ + τ ≡ = = + +
τ τ

 

( ) ( )( )22 2 2
0 1 2 0 1 2

1 1
( ) : (0) 1 0 2 , ( ) : (0) 0 0 2 .u t t u C C C u t t u C C Cτ τ≡ = = + τ + τ ≡ = = + τ + τ

τ τ
 

Решаем систему линейных уравнений 

0 1 2 0

1 2 1

1 2 2

0 3 / 2

2 1 2

4 0 1/ 2

C C C C

C C C

C C C

+ + = = − 
 
 + = ⇔ = 
 
 + = = − 

 
0 1 21 3 1

(0) 2
2 2

u u u uτ
 = − + − τ  

, откуда 

2 0 1(2 ) 3 4 2u u u u uττ ≡ = − + − τ .                                                          (13) 

Формула (13) имеет третий алгебраический порядок погрешности, т.е. погрешность имеет вид 

( )3
O τ . Получим аналогичную формулу, связывающую четыре временных слоя: 

( ) ( )0 1 2 3 0 1 2 3
1 1

(0) (0) ( ) (2 ) (3 ) , ( ) 1: (0) 0u C u C u C u C u u t u C C C Cτ τ= + τ + τ + τ ≡ = = + + +
τ τ
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( ) ( ) ( )( )2 22 2 2
0 1 2 3 0 1 2 3

1 1
( ) : (0) 1 0 2 3 , ( ) : (0) 0 0 2 3u t t u C C C C u t t u C C C Cτ τ= = = + τ + τ + τ = = = + τ + τ + τ

τ τ

( ) ( )( )3 33 3 3
0 1 2 3

1
( ) : (0) 0 0 2 3u t t u C C C Cτ= = = + τ + τ + τ

τ
. 

Решаем систему линейных уравнений: 

0 1 2 3 0

1 2 3 1

1 2 3 2

31 2 3

0 11/ 6

2 3 1 3

4 9 0 3 / 2

1/ 38 27 0

C C C С C

C C С C

C C С C

CC C С

+ + + = = − 
 
 + + = =
 ⇔ 

+ + = = − 
 
  =+ + = 

 
0 1 2 31 11 3 1

(0) 3
6 2 3

u u u u uτ
 = − + − + τ  

, 

откуда 

3 0 1 211 9
(3 ) 9 3

2 2
u u u u u uττ ≡ = − + + τ .                                                           (14) 

Формула (14) имеет четвертый порядок погрешности, т.е. погрешность имеет вид ( )4
O τ . 

В первой задаче инициализации c использованием формул (3), (13) , 0m nf ≡  для трех временных 

слоев имеем: 

( ) ( ) ( )1 1 2 2 0 1 1 1
1 1 , 1 12 2 2 1

n n n n n n
m m m m m m m n m m m m mu u u z u u u f u u z u z u u

+ −
+ − + −+ − = + − + τ ⇔ = − + − + + =  

0 13 4 2m mu u uτ= − + − τ ⇔  

( )1 1 1 0
1 12 1 2 2 , 1, 1.m m m mzu z u zu u u m M− + τ⇔ − + + = − − τ = −                                              (15) 

Система линейных уравнений (15) представляет трехдиагональную матрицу с коэффициентами  

( ) 0, 2 1 , , 2 2m m m m mA z C z B z F u uτ= = + = = − − τ  

относительно неизвестных 1 1 1
1 1, ,m m mu u u− + . 

Решить систему уравнений (15) можно методом прогонки, например, с помощью формул [3, с. 44], 

[7, с. 68], прогонки вперед  

11
0 0 0

1 1

, , 1, 1, 0,m m m m
m m

m m m m m m

B A F
m M u

C A C A

−

− −

ν −
λ = ν = = − λ = ν =

− λ − λ
 

и формул прогонки назад 
1 1

1 , 1,1.m m m mu u m M+= λ + ν = −                                                         (16) 

Условие корректности формул прогонки (условие абсолютного диагонального преобладания) вы-

полнено, так как  ( )0 2 1 2 0m m mC A B z z≥ + > ⇔ + > >  [3, с. 35]. Поскольку формула(13) точна для 

всех многочленов второй степени, т.е. имеет погрешность ( )3
O τ с третьим алгебраическим порядком, то 

и погрешность решения системы уравнений (16) также ( )3
O τ , т.е. формулу (15) можно считать началь-

ным этапом инициализации задачи. Используя формулы (3), (14) , 0m nf ≡ , построим второй этап иници-

ализации задачи (2) 
 

( ) ( ) ( )1 1 2 3 1 2 2 2
1 1 , 1 12 2 2 1

n n n n n n
m m m m m m m n m m m m mu u u z u u u f u u z u z u u

+ −
+ − + −+ − = + − + τ ⇔ = − + − + + =

( )0 1 2 0 1 2 2 2 0 0
1 1

11 9 5 11
9 3 8 2 3

2 2 2 2
m m m m m m m m m mu u u u u z u z u u u uτ + − τ

 = − + + τ ⇔ + − − + + = + τ = 
 

 

( ) ( )( )1 0 1 1 1
1 1

5
8 2 2 1

2
m m m m mu z u z u z u u+ −

 = + − − − + − + + + 
 
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( ) ( ) ( ) ( )( )0 1 1 1 0 1 1 1
1 1 2 1 1 22 1 2 1m m m m m m m mz u z u z u u u z u z u u+ + + − − −+ − + − + + − + − + + ⇔  

( )2 1 1 1 2 1 2 1
2 1 1 2

5 5 5
(2 (1 ) 2 ) 8 2 2 1 2 (2 (1 ) 2 )

2 2 2
m m m m mz u z z z z u u z z z z z z z u z u− − + +

      ⇔ + − − + + − + − + + − − + + =      
      

( )0 0 0 0 2 1 2 1 1 2 2 1 2 1
1 1 2 1 1 2

11 5 1 1
2 3 4 3 6 4

2 2 2
m m m m m m m m mz u u zu zu z u z z u u z z z z u z uτ − + − − + +

−     = − + τ + + ⇔ − + + + + − + + =     
     

 

( )2 1 2 1 1 2 2 1 2 1 0 0 0 0
2 1 1 2 1 1

1 1
4 3 6 4 (3 2 ) 3

2 2
m m m m m m m m mz u z z u u z z z z u z u z u zu zu u− − + + − + τ

   ⇔ − + + + + − + + = − + + + τ   
   

.  (17) 

Для оптимального параметра 1z =  формула (17) перейдет в формулу 

1 1 1 1 1 0 0 0 0
2 1 1 2 1 1

9 9
10 3

2 2
m m m m m m m m mu u u u u u u u u− − + + − + τ− + − + = + + + τ .                                    (18) 

Отметим, что трехдиагональная матрица (15) и пятидиагональная матрица (18) систем линейных 

уравнений в данном случае используются для аппроксимации второго временного слоя, а не для решения 

основной задачи, как в работах [7, 8]. 

Линейная система уравнений (19) имеет пятидиагональную матрицу прогонки относительно неиз-

вестных 1 1 1 1 1
2 1 1 2, , , ,m m m m mu u u u u− − + + , обозначим ее коэффициенты 

0 0 0 0
1 2 1 2 1 1

9 9
1, , 10, , 1, 3 .

2 2
m m m m m m m m m mA A C B B F u u u u− + τ= = − = − = − = = + + + τ  

Для решения системы уравнений (18) используем формулы прогонки [7, с. 70], формулы прогонки 

вперед: 

1 2 2 1 1 1 2 2 1 2
1 2

1 1 2 1 1 1 2 2 2 1 1 1 1 2 1 1 1 2 2 2 1 1

1 1 2 1 1 2 2 1

1 1 2 1 1 1 2 2 2 1 1

,

, 2, 2.

m m m m m m m
m m

m m m m m m m m m m m m m m m m

m m m m m m m m
m

m m m m m m m m

B A A B

C A A A C A A A

A A A F
m M

C A A A

− − −

− − − − − − − −

− − − −

− − − −

+ λ + λ λ
λ = λ =

− λ λ − λ − λ − λ λ − λ − λ

λ ν + ν + ν −
ν = = −

− λ λ − λ − λ

 (19а) 

и формулы прогонки назад  

1 1 1
1 1 2 2 , 2, 2m m m m m mu u u m M+ += λ + λ + ν = −                                               (19б) 

1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 10 1 20 2 0 1 11 2 21 3 1 2 1 2 1 2 2 2, , .M M M M M Mu u u u u u u u u− − − − −= λ + λ + ν = λ + λ + ν = λ + λ + ν  

Из последней формулы видно, что 1 1
0 1,u u  принимают фиксированные значения (краевое условие 

Дирихле – краевые значения 1 1 1 1
0 1 1, , ,M Mu u u u− заданы) при любых соседних узловых значениях, если по-

ложить 1 1
0 0 10 20 1 1 11 21, 0, , 0u uν = λ = λ = ν = λ = λ = . 

Коэффициенты последней системы уравнений не имеют даже нестрогого (абсолютного) диаго-

нального преобладания, так как 1 2 1 2
9

10 2 1 11
2

m m m m mC A A B B
 = < + + + = + = 
 

. Однако недиаго-

нальные элементы матрицы 1 2 1 2, , ,m m m mA A B B  являются знакопеременными и удовлетворяют требова-

нию условного диагонального преобладания: 

1 2 1 2
9

10 2 1 7.
2

m m m m mC A A B B= ≥ + + + = − =  

Определение 2. Говорят, что квадратная матрица коэффициентов ,i ja  имеет условное диагональ-

ное преобладание, если для любой ее строки 

, ,
1,

, 1,
n

i i i j
j j i

a a i n
= ≠

≥ =∑ . 

Оказывается, что для корректности формул прогонки вперед (19а) при решении системы уравне-

ний (18) достаточно выполнить условие более слабое, чем абсолютное диагональное преобладание эле-
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ментов матрицы ( ) ( ), , 2 1
1,

2 10 2 9 / 2 1 11
n

i i i j m m m
j j i

a a C A A
= ≠

≥ ⇔ > + ⇔ − ∨ − + =∑ , но более сильное, 

чем условное диагонального преобладания элементов матрицы (для коэффициентов левой части уравне-

ния (18)) ( ) ( ), , 2 1
1,

2 10 2 9 / 2 1 7
= ≠

≥ ⇔ ≥ − ⇔ − ≥ − − =∑
n

i i i j m m m
j j i

a a C A A , а именно  

2 110 2 2 9 / 2 1 10m m mC A A− = ≥ + = − + = . 

Утверждение 3. Пусть квадратная пятидиагональная матрица коэффициентов линейной системы 

уравнений  

1 1 1 1 1
1 2 2 1 1 1 2 2 , 2, 2m m m m m m m m m m mA u A u C u B u B u F m M− − + ++ − + + = = −  

является: 

1) симметрической: 1 2 2 1,m m m mA B A B= = , со знакочередующимися недиагональными коэффици-

ентами для определенности 

1 20, 0, 0m m mA A C> < < ; 

2) удовлетворяет условию (условию подчинения коэффициентов):  

2 1 2 12 2m m m m m mC A A C A A≥ + ⇔ ≤ − − , 2 12m mA A≥ . 

Тогда в краевой задаче Дирихле 1 1
0 0 10 20 1 1 11 21, 0, , 0u uν = λ = λ = ν = λ = λ = : 

1) 1 20 1, 1/ 2 0, 0, 2m m m n≤ λ ≤ − ≤ λ ≤ = − ; 

2) формулы прогонки вперед (19а) для коэффициентов 1 2, ,m m mλ λ ν  корректны. 

Доказательство утверждения 3 проведем по индукции: 

1) для базы индукции m = 2 имеем:  

22 2212 22 21 12 10 21 22 22
12

2 12 10 11 12 20 22 11 2 2 22 12 22

0, 1,
2 2

A AB A A A A

C A A A C C A A A

+ λ + λ λ
λ = = > ≤ ≤ <

− λ λ − λ − λ +
 

12 12 1222 12
22

2 12 10 11 12 20 22 11 2 2 22 12 12

1 1
0,

2 5 5 2
λ = = < ≤ < ≤ <

− λ λ − λ − λ +
A A AB A

C A A A C C A A A
 

22 12
12 22

2 2

sign( ) sign 1, sign( ) sign 1
A A

C C

   
λ = = λ = = −   

   
. 

База индукции проверена. Пусть верно  

2 1
1 2 1 2

1
1, , sign( ) sign 1, sign( ) sign 1, 2, 1

2

k k
k k k k

k k

A A
k m

C C

   
λ < λ < λ = = λ = = − ∀ = −   

   
. 

Тогда  

1 2 2 1 1 1 2 2 1 2 2 2 1 1 1 2 2 1
1

1 1 2 1 1 1 2 2 2 1 1 1 1 2 1 1 1 2 2 2 1 1

m m m m m m m m m m m m
m

m m m m m m m m m m m m m m m m

B A A A A A

C A A A C A A A

− − − − − −

− − − − − − − −

+ λ + λ λ + λ + λ λ
λ = =

− λ λ − λ − λ − λ λ − λ − λ
 

( )2 1 2 1 1 1 2 2 2 1 21/ 2 0, 1/ 2 1 1, 0 1, 1 / 2,m m m m m m mA A A− − − −− ≤ λ ≤ ≤ λ + ≤ ≤ λ < − ≤ + λ ≤ −  

1 1 1 2 2 1/ 2 0m m m mA A − −− ≤ λ λ ≤ ,  ( )2 1 2 2 1 1 1 2 2 1 2/ 2 1 / 2 0m m m m m m m mA A A A A− − −− − ≤ + λ + λ λ ≤ − < , 

1 1 1 2 1 1 0m m m mA A − −− ≤ − λ λ ≤ , 1 2 2 1 2 1 1 20 / 2, 0m m m m m mA A A A− −≤ − λ ≤ ≤ − λ ≤ , 

1 1 1 2 1 1 1 2 2 2 1 1 1 2/ 2 0m m m m m m m m m m m m mC A C A A A C A A− − − −− ≤ − λ λ − λ − λ ≤ + + < , 

( )2 2 1 2 12 2 1 1 1 2 2 1
1

1 1 1 2 1 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 1

/ 2 / 2 / 21
1

/ 2 / 2 / 2

m m m m mm m m m m
m

m m m m m m m m m m m m m m m

A A A A AA A

C A C A A A C A A A A

− − −

− − − −

+ ++λ + λ λ
≤ λ = ≤ ≤ =

+ − λ λ − λ − λ − − +
, 



2018                                      ВЕСТНИК ПОЛОЦКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА. Серия C 

 

178 

2 1 1
2

1 1 2 1 1 1 2 2 2 1 1 2 1 1

2 1

/ 2 5 / 2 5 2

m m m
m

m m m m m n m m m m m

B A A

C A A A A A A− − − −
λ = ≤ ≤ = <

− λ λ − λ − λ +
. 

Из предыдущих оценок следует, что знаменатель и числители формул заключены в пределах 

1 1 2 1 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 1/ 2 / 2 0m m m m m m m m m m m m mC A A A C A A A A− − − −− λ λ − λ − λ ≤ + + ≤ − − < , 

( )2 2 1 1 1 2 2 1 2 2 11 / 2 0, 0m m m m m m m mA A A B A− − −+ λ + λ λ ≤ − < = > . 

Тогда с учетом предыдущих неравенств получим, что  1 20 1, 1/ 2 0m m≤ λ ≤ − ≤ λ ≤ ; 

2) ввиду доказанной первой части утверждения 3 имеем 

1 20 1, 1/ 2 0, 0, 2m m m n≤ λ ≤ − ≤ λ ≤ = −  

1 1 1 2 1 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 1/ 2 / 2 / 2 0.m m m m m m m n m m m m m m mC A C A A A C A A A A− − − −− ≤ − λ λ − λ − λ ≤ + + ≤ − − <  

Поэтому знаменатель во всех трех формулах прогонки (20) 1 2, ,m m mλ λ ν  строго меньше нуля, т.е. в 

ноль не обращается, а формулы прогонки корректны. Утверждение 3 доказано. 

Замечание 3. В работе [4] показано, что достаточными условиями корректности формул прогонки 

симметричной пятидиагональной матрицы является полуторное абсолютное диагональное преобладание 

ее элементов. В данном случае утверждение 3 указывает достаточные условия корректности прогонки 

той же матрицы, но более слабые, чем даже абсолютное диагональное преобладание ее элементов.  

Рассмотрим равномерную норму погрешности процесса инициализации, т.е. разности численного 

решения 
1
mu , полученного по формулам (13), (15), (16), и точного решения первой части тестового при-

мера 1 (для однородного уравнения) ( ) ( ) ( )1 1 1sin 2 sin 2
cos sin , 0, ,

2
m m m m

hm
u hm m M u u

τ
= τ + = ∆ = −ɶ . 

Норма Чебышева определяется формулой 
1 1

1, 1,
max maxm m m

m M m M
u u

= =
∆ = ∆ = −ɶ , программа возвращает 

норму погрешности norma C = 5.174140550234796E-006 при 200M =  и norma C = 6.465012549750071E-007 

при 400M = , тогда
( )
( )

3200 5.174140550234796E-006 
8.003 2

400 6.465012549750071E-007

∆
= = ≈

∆
 алгебраический порядок погрешно-

сти алгоритма(13), (15), (16) равен 3p = , т.е. подтверждает приближение формулы (13) ( )3
O τ . 

Последовательный алгоритм инициализации сначала на первом этапе по формулам (13), (15), (16), 

а затем по формулам (14), (18), (19) с помощью программы дает значение равномерной нормы 

norma C = 8.299974534053955E-008 при 200M =  и norma C = 5.173976233563415E-009 400M = , тогда 

( )
( )

4200 8.299974534053955E-008 
16.04 2

400 5.173976233563415E-009 

∆
= = ≈

∆
. То есть алгебраический порядок погрешности алгоритма 

(13), (15), (16) и (14), (18), (19) равен четырем ( 4p = ), что подтверждает формулу (14), а именно ( )4
O τ . 

Построим явную разностную схему для решения однородного уравнения, учитывая (3) для пара-

метра 1z =  

( )1 1 1
1 1 1 12 2 , 2, , 1, 1.

n n n n n n n n n
m m m m m m m m mu u z u u u u u u u n N m M

+ − −
+ − + −= + + − − = + − = = −               (20) 

Отметим, что формула (20) имеет бесконечный порядок аппроксимации, т.е. не вносит дополни-

тельной погрешности аппроксимации дифференциального уравнения разностным уравнением. 

Программа с учетом алгоритма инициализации по формулам (13), (15), (16), а затем по формулам 

(14), (18), (19) явной формуле (20) для первой части задачи (однородного уравнения) тестового примера 1 

1 1

1 1

1 1

, (0, ), 0

( ,0) sin( ), ( ,0) sin(2 ), [0, ]

(0, ) ( , ) 0, 0

tt xx

t

u u x t

u x x u x x x

u t u t t

= ∈ π >

 = = ∈ π

 = π = ≥
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с точным решением 
( ) ( )

1

sin 2 sin 2
( ,0) cos sin , [0, ], 3 9.42477796

2

t x
u x t x x t= + ∈ π = π ≈  возвращает равно-

мерную норму относительной погрешности 7.214666558239686E-016 при 50M =  и норму 

5.275261571720079E-015 при 100M = , t = 9.42477796076938.  

Это означает что, во-первых, норма погрешности по формуле (20) не зависит от шага сетки при 

1z = , во-вторых, с увеличением вычислений при меньшем шаге накапливается только большая абсо-

лютная погрешность. В программе предусмотрен масштабный параметр 10l =  (в приведенном примере). 

Данный параметр позволяет экономить время счета в 2 100l = раз, а, главное, число арифметических 

операций в 2 100l = , т.е. уменьшить абсолютную погрешность, пропорциональную числу арифметиче-

ских операций. 

Сначала инициализация проводится с шагом τ  по времени по формулам (13), (15), (16), а затем по 

формулам (14), (18), (19), далее по явной формуле (20) с минимальными шагами сетки ( ),h τ  решается 

волновое уравнение 1 1
1 1 1 1 1 1 , 2, , 1, 1n n n n
m m m mu u u u n l m M+ −

+ −= + − = = −  во временном промежутке [ ]0, l ⋅ τ , 

0,n l∈ . Среди решения в слое 1( , ), 0,u mh l m M⋅ τ =  и среди начального слоя 1( ,0), 0,u mh m M=  выби-

раются узлы более редкой сетки 1 11, 1 0, / , 1, 1 0,1m nx h l m m M l t l n n= ⋅ ⋅ = = τ ⋅ ⋅ = , и решение на той же 

сетке 1 1( 1 ,0), ( 1 , ), 1 0, /u m h l u m h l l m M l⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ τ = . 

Далее используется формула (20) с крупным вектором шага ( ) 2 2 2, ,1 / /l h l z a h h a⋅ ⋅ τ = = τ ⇔ τ =  

1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 , 1 2, / , 1 1, / 1n n n n
m m m mu u u u n N l m M l+ −

+ −= + − = ⋅ = − .                                     (21) 

Рассмотрим вторую задачу инициализации c использованием условий на трех временных слоях 

( ) 0, [ , ], ( ,0) ( ,0) 0, ( , ) 0tx x a b u x x f x tϕ = ∈ = ψ = ≠ , 

( )
2 2

2 2 2

2 2

sin( )sin( ), (0, ), 0

sin cos sin( )
( ,0) 0, ( ,0) 0, [0, ] ( , )

2

(0, ) ( , ) 0, 0,

tt xx

t

u u x t x t

t t t x
u x u x x u x t

u t u t t

= + ∈ π >
 − = = ∈ π =

 = π = ≥

. 

Формула (13) перейдет в 2 0 1 1(2 ) 3 4 2 4u u u u u uττ ≡ = − + − τ = , с учетом (3) получим 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 0 1 1 1 2 1
1 1 , 1 1 ,12 1 , 2 1 4

n n n n n
m m m m m m n m m m m m m mu u z u z u u f u u z u z u u f u

+ −
+ − + −= − + − + + + τ = − + − + + + τ = ⇔  

( )1 1 1 2 0 2
1 1 ,1 ,12 1 .m m m m m mzu z u zu f u f− +⇔ − + + = − τ + = − τ                                          (22) 

В трехдиагональной матрице системы уравнений (22) коэффициенты  

( ) 0 2
,1, 2 1 , ,m m m m m mA z C z B z F u f= = + = = − τ  

обеспечивают условие корректной прогонки вперед ( )0 2 1 2 0m m mC A B z z≥ + > ⇔ + > >  [3, с. 45]. 

Программа с использованием метода прогонки для алгоритма инициализации (23) относи-

тельно точного решения 
( )( )

2

sin cos sin( )
( , )

2

x
u x

τ − τ ⋅ τ
τ =  дает равномерную норму погрешности  

norma C = 1.291625408111898E-006 при 200M =  и norma C = 1.614815612291833E-007 при 400M = , 

откуда 
( )
( )

3200 1.291625408111898E-006  
7.9986 2

400 1.614815612291833E-007 

∆
= = ≈

∆
 алгебраический порядок погрешности 3p = . 

Рассмотрим вторую задачу инициализации на четырех временных слоях, с учетом формул (14), (3) 

получим 

3 0 1 2 1 211 9 9
(3 ) 9 3 9

2 2 2
u u u u u u u uττ ≡ = − + + τ = − + , 

откуда 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 3 1 2 2 2 2
1 1 , 1 1 ,22 1 2 1

n n n n n
m m m m m m n m m m m m mu u z u z u u f u u z u z u u f

+ −
+ − + −= − + − + + + τ ⇔ = − + − + + + τ =  
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( )1 2 1 2 2 2 2
1 1 ,2

9 5
9 8 2

2 2
m m m m m m mu u u z u z u u f+ −

 = − + ⇔ − + + + = − τ ⇔ 
 

( ) ( )( )1 0 1 1 1 2
1 1 ,1

5
8 2 2 1

2
m m m m m mu z u z u z u u f+ −

 − + − + − + + + τ + 
 

( ) ( ) ( ) ( )( )0 1 1 1 2 0 1 1 1 2 2
1 1 2 1,1 1 1 2 1,1 ,22 1 2 1m m m m m m m m m m mz u z u z u u f u z u z u u f f+ + + + − − − −+ − + − + + + τ − + − + + + τ = − τ ⇔

( )2 1 2 1 1 2 2 1 2 1
2 1 1 2

1 1
4 3 6 4

2 2
m m m m mz u z z u u z z z z u z u− − + +

   ⇔ − + + + + − + + =   
   

 

( ) 2
,2 ,1 1,1 1,1

5
2

2
m m m mf z f z f f− +

  = − − + + + τ  
  

.                                            (23) 

Для параметра 1z =  уравнение (23) переходит в уравнение (24) 

1 1 1 1 1 2
2 1 1 2 ,2 ,1 1,1 1,1

9 9 9
10

2 2 2
m m m m m m m m mu u u u u f f f f− − + + − +

 − + − + = − − + + τ 
 

.                     (24) 

Отметим, что коэффициенты пятидиагональной матрицы системы уравнений (24) 1 2, ,m mA A  

1 2, ,m m mC B B : 

2
1 2 1 2 ,2 ,1 1,1 1,1

9 9 9
1, , 10, , 1,

2 2 2
m m m m m m m m m mA A C B B F f f f f− +

 = = − = − = − = = − − + + τ 
 

 

совпадают с коэффициентами матрицы системы (18) за исключением mF . Однако корректность формул 

прогонки для пятидиагональной матрицы (18), которая определяется только коэффициентами 

1,mA 2 ,mA 1 2, ,m m mC B B , доказана с помощью утверждения 3, следовательно, корректность формул про-

гонки для системы уравнений (24) также доказана. 

Программа с использованием формул (16), (22), а затем (19), (24) в двухэтапном алгоритме инициали-

зации относительно точного решения 
( )( )

2

sin cos sin( )
( , )

2

x
u x

τ − τ ⋅ τ
τ =  возвращает равномерную норму 

погрешности norma C = 2.028797013322345E-008 при 200M = , а norma C = 1.268260177248376E-009 при 

400M = , откуда 
( )
( )

4200 2.028797013322345E-008  
15.997 2 16

400 1.268260177248376E-009

∆
= = ≈ =

∆
, т.е. алгебраический порядок 

погрешности для указанного алгоритма инициализации методом прогонки равен четырем ( 4p = ). 

Наконец, нужно написать основную рекуррентную разностную формулу для решения неоднород-

ного уравнения с нулевыми начальными условиями. Для параметра 1z =  преобразуем формулу (3) 

( ) ( )1 1 2 1 2
1 1 , 1 1 ,2 1 ( )

n n n n n n n n n
m m m m m m n m m m m n mu u z u z u u f u u u f R u

+ − −
+ − + −= − + − + + + τ = − + + + τ + .            (25) 

В формуле (25) невязку аппроксимации неоднородного волнового уравнения (1) разностным урав-

нением (2) запишем согласно формуле (8) для 1z =  2, , 1, 1n N m M= = −  

2 2 4 4 44 6
, , , , ,1 1 2 2 4 2

1 1 , 2 2 4 2 2 4

6 6 6 68
, , , ,6 4 2

6 4 2 2 4 6

810
,8

2 2

4! 6!

2

8!

2

10!

m n m n m n m n m nn n n n
m m m m m n

m n m n m n m n

m n

f f f f f
u u u u f a a a

x t x x t t

f f f f
a a a

x x t x t t

f
a

x

+ −
+ −

   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂τ τ
   = + − + τ + + + + + +
   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

 ∂ ∂ ∂ ∂τ
 + + + + +
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

∂τ+
∂

8 8 8 8
, , , ,6 4 2

8 6 2 4 4 2 6 8

10 10 10 10 10 1012
, , , , , ,10 8 6 4 2

10 8 2 6 4 4 6 2 8 10

2
...

12!

m n m n m n m n

m n m n m n m n m n m n

f f f f
a a a

x t x t x t t

f f f f f f
a a a a a

x x t x t x t x t t

 ∂ ∂ ∂ ∂
 + + + + +
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂τ
 + + + + + + +
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

(26) 
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Для примера 1 ( , ) sin( )sin( ), 1f x t x t a= =  согласно формуле (26) получим явную разностную схему 

2 4 6 8 10 12
1 1

1 1 ,
2 3 4 5 6

2 ... .
2! 4! 6! 8! 10! 12!

n n n n
m m m m m nu u u u f

+ −
+ −

 τ τ τ τ τ τ= + − + − + − + − + 
 
 

 

Поскольку ( )
2 4 6 2 4 6 8 10 122 3 4 5 6

1 cos( ) ... 1 cos( ) ...
2! 4! 6! 2 2! 4! 6! 8! 10! 12!

d

d

τ τ τ τ τ τ τ τ τ τ− τ = − + − ⇔ − τ = − + − + − +
τ

, то 

( ) ( )1 1 1
1 1 , 1 1sin sin sin( ) sin( )n n n n n n n

m m m m m n m m mu u u u f u u u mh n+ − −
+ − + −= + − + τ τ = + − + τ τ τ ,               (27) 

1, , 1, 1= = −n N m M . 

В формуле (27) для бесконечного функционального ряда получена производящая функция 

( ) ,sin m nfτ τ . 

Аналогично алгоритму (21) можно провести укрупнение шага в неоднородном уравнении. Снача-

ла инициализация проводится с шагом τ  по времени по формулам (16), (22), а затем по формулам (19), 

(24), далее по явной формуле (26) с минимальными шагами сетки ( ),h τ  решается волновое уравнение 

( )1 1
2 2 1 2 1 2 sin sin( )sin( ), 2, , 1, 1n n n n

m m m mu u u u mh n n ll m M+ −
+ −= + − + τ τ τ = = −  во временном промежутке [ ]0, l ⋅ τ , 

0,n l∈ . Среди решения в слое 2 ( , ), 0,u mh l m M⋅ τ =  и среди начального слоя 2 ( ,0) 0, 0,u mh m M≡ =  вы-

бираются узлы более редкой сетки 1 1,mx h l m= ⋅ ⋅ 11 0, / , 1, 1 0,1nm M l t l n n= = τ ⋅ ⋅ =  и решение на ней 

2 2( 1 ,0) 0, ( 1 , ), 1 0, /u m h l u m h l l m M l⋅ ⋅ ≡ ⋅ ⋅ ⋅ τ = . 

Далее используется формула (27) с крупным шагом ( ) 2 2 2, , 1 / /l h l z a h h a⋅ ⋅ τ = = τ ⇔ τ =  

( )1 1 1 1 1 1
2 1 2 1 1 2 1 1 2 1 sin sin( 1 )sin( 1 ), 1 2, / , 1 1, / 1n n n n

m m m mu u u u l l m h l n l n N l m M l+ −
+ −= + − + τ ⋅ ⋅ τ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ τ ⋅ = = − .     (28) 

Программа с учетом алгоритма укрупнения шага для тестового примера 1  

( )
2 2

2 2 2

2 2

sin( )sin( ), (0, ), 0,

sin cos sin( )
( ,0) 0, ( ,0) 0, [0, ], ( , )

2

(0, ) ( , ) 0, 0,

tt xx

t

u u x t x t

t t t x
u x u x x u x t

u t u t t

= + ∈ π >
 − = = ∈ π =

 = π = ≥

 

с точным решением 
( )

2

sin cos sin( )
( , ) , [0, ], 3 9.42477796

2

t t t x
u x t x t

−
= ∈ π = π ≈  возвращает равномер-

ную норму относительной погрешности norma C = 3.769546289141946E-015 при 100, 10M l= = ,  

t = 9.42477796076938.  

Для суммы решений 
( ) ( ) ( )sin cos sin( ) sin 2 sin 2

( , ) cos sin
2 2

t t t x t x
u x t t x

−
= + +  программа возвраща-

ет равномерную норму относительной погрешности norma C = 7.578604648156152E-016. Следовательно, 

мы можем сказать, что приведенные нами алгоритмы численного решения волнового неоднородного 

уравнения на отрезке имеют двойную точность относительной погрешности 10-16.    
 

Таблица 1.  

x exact numerical 

0.000000000000000E+000 0.000000000000000E+000 0.000000000000000E+000 

0.314159265358979 1.14719128466915 1.14719128466915 

0.628318530717959 2.18208749344321 2.18208749344321 

0.942477796076938 3.00338577486150 3.00338577486150 

1.25663706143592 3.53069173081718 3.53069173081718 

1.57079632679490 3.71238898038469 3.71238898038469 

1.88495559215388 3.53069173081718 3.53069173081718 

2.19911485751286 3.00338577486150 3.00338577486150 

2.51327412287183 2.18208749344321 2.18208749344321 

2.82743338823081 1.14719128466915 1.14719128466915 

3.14159265358979 4.546215133239269E-016 0.000000000000000E+000 
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В таблице используются следующие обозначения: x – координата узла; exact, numerical – точное и 

численное решения для примера 1. 

 

Тестовый пример 2. 

sin( ) , (0, ), 0

( ,0) sin( ), ( ,0) sin(2 ), [0, ]

(0, ) ( , ) 0, 0.

tt xx

t

u u x t x t

u x x u x x x

u t u t t

= + ∈ π >

 = = ∈ π

 = π = ≥

 

Можно проверить, что решением последней задачи является функция 

( ) ( ) ( )sin 2 sin 2
( , ) cos sin sin sin .

2

t x
u x t t x x t t= + + −  

Применяя формулу (27) для неоднородной части ( , ) sin( ) , 1f x t x t a= = , получим 

2 4 6 8 10 12
1 1

1 1 ,2 ...
2! 4! 6! 8! 10! 12!

n n n n
m m m m m nu u u u f

+ −
+ −

 τ τ τ τ τ τ= + − + − + − + − + = 
 
 

 

( )( ) ( )( )1 1
1 1 , 1 12 1 cos 2 1 cos sin( )( ), 1, 1, 1, 1.

n n n n n n
m m m m n m m mu u u f u u u mh n m M n N

− −
+ − + −= + − + − τ = + − + − τ τ = − = −  

В данном случае мы получили другую производящую функцию ( )( ) ,2 1 cos m nf− τ . Повторяя вычис-

лительные алгоритмы для примера 1, получим, что программа при 100, 10M l= = , t = 9.42477796076938 

для примера 2 возвращает для суммы решений 
( ) ( ) ( )sin 2 sin 2

( , ) cos sin sin sin
2

t x
u x t t x x t t= + + −  равно-

мерную норму относительной погрешности norma C = 3.005569483512412E-015.  

Относительная погрешность определяется как дробь, числитель которой есть равномерная норма 

абсолютной погрешности на последнем временном слое, а знаменатель равен среднему арифметическо-

му по всем узлам от модуля точного решения. Прямое использование ряда в виде формулы 

2 4 6 8 10 12
1 1

1 1 ,2 ...
2! 4! 6! 8! 10! 12!

n n n n
m m m m m nu u u u f

+ −
+ −

 τ τ τ τ τ τ= + − + − + − + − + 
 
 

 дает значение относительной погреш-

ности norma C = 2.337665153842987E-015, т.е. не хуже, чем с помощью производящей функции. Очевид-

но, применение производящих функции экономнее для решения волнового уравнения в двухмерном 

и трехмерном случаях. 
 

Таблица 2. (для примера 2) 

x exact numerical 

0.000000000000000E+000 0.000000000000000E+000 0.000000000000000E+000 

0.314159265358979 2.60339956371325 2.60339956371325 

0.628318530717959 4.95196023917890 4.95196023917890 

0.942477796076938 6.81578854409794 6.81578854409794 

1.25663706143592 8.01243997792951 8.01243997792951 

1.57079632679490 8.42477796076938 8.42477796076938 

1.88495559215388 8.01243997792951 8.01243997792951 

2.19911485751286 6.81578854409794 6.81578854409794 

2.51327412287183 4.95196023917890 4.95196023917889 

2.82743338823081 2.60339956371325 2.60339956371325 

3.14159265358979 1.031703662030091E-015 0.000000000000000E+000 

 

Тестовый пример 3. 

( )sin( ) ch , (0, ), 0

( ,0) sin( ), ( ,0) sin(2 ), [0, ]

(0, ) ( , ) 0, 0.

tt xx

t

u u x t x t

u x x u x x x

u t u t t

= + ∈ π >

 = = ∈ π

 = π = ≥
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Точным решением последнего примера является функция  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )sin ch cossin 2 sin 2
( , ) cos sin

2 2

x t tt x
u x t t x

−
= + + , 

отметим, что неоднородная часть уравнения ( )( , ) sin( ) ch , 1f x t x t a= =  удовлетворяет однородному вол-

новому уравнению (9) комплексного аргумента 
2 2

2 2

2 2
0, 0

f f
a a

x t

∂ ∂+ = >
∂ ∂

. В этом случае согласно форму-

ле (11) запишем невязку 

( )
44 2

,1 1 2 1 2
1 1 , 1 1 ,4

1

2
4 2 !

kk
m nn n n n n n n

m m m m m n m m m m nk
k

f
u u u u f u u u f

k t

+∞
+ − −

+ − + −
=

∂τ= + − + τ + = + − + τ +
+ ∂

∑  

4 8 126 10 14 2 6 10 14
, , , 1

1 1 ,4 8 12

2 2 2
... 2 ...

6! 10! 14! 2! 6! 10! 14!

m n m n m n n n n
m m m m n

f f f
u u u f

t t t

−
+ −

 ∂ ∂ ∂τ τ τ τ τ τ τ+ + + + = + − + + + + + = 
 ∂ ∂ ∂  

( )1
1 1 , ch( ) cos( )n n n

m m m m nu u u f−
+ −= + − + τ − τ , так как ( )1

ch( ) cos( ) cos( )
2

e e
τ −ττ − τ = + − τ =  

( ) ( ) ( )
2 4 2 2 4 2

1 2
cos( ) 1 ... ... 1 ... ( 1)

2 2 2! 4! 2 ! 2! 4! 2 !

k k
k

e e
k k

τ −τ    τ τ τ τ τ τ= + − τ = + + + + + − − + + + − =   
   
   

 

( )
6 10 14 2 4

2
2 ... ... .

6! 10! 14! 2 4 !

k

k

+ τ τ τ τ= τ + + + + + + 
 + 

 

Для точного решения 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )sin ch cossin 2 sin 2

( , ) cos sin
2 2

x t tt x
u x t t x s

−
= + +  программа 

в примере 3 для 100, 10M l= = , t = 9.42477796076938 возвращает норму относительной погрешности 

norma C = 2.557857845110683E-015. Производящая функция равна ( ), ch( ) cos( )m nf τ − τ . 

 

Таблица 3. (для примера 3) 

x exact numerical 

0.000000000000000E+000 0.000000000000000E+000 0.000000000000000E+000 

0.314159265358979 957.152937976024 957.152937976022 

0.628318530717959 1820.61307750630 1820.61307750629 

0.942477796076938 2505.85892405305 2505.85892405305 

1.25663706143592 2945.81383976773 2945.81383976773 

1.57079632679490 3097.41197215405 3097.41197215405 

1.88495559215388 2945.81383976773 2945.81383976773 

2.19911485751286 2505.85892405305 2505.85892405305 

2.51327412287183 1820.61307750630 1820.61307750630 

2.82743338823081 957.152937976024 957.152937976023 

3.14159265358979 3.793110381505353E-013 0.000000000000000E+000 

 

Программа для решения волнового уравнения на отрезке написана на языке Fortran. В ней исполь-

зуются условия из первого примера. Помимо численного решения, если известно аналитическое реше-

ние, с помощью программы можно вычислить норму Чебышева для невязки как на этапе инициализации, 

так и на последнем временном слое решения. Норма относительной погрешности невязки выводится по 

отдельности для частных подзадач с неоднородными волновым уравнением и начальными условиями, а 

также относительной погрешности для общей задачи. Если аналитическое решение не известно, то в 

первом столбце таблицы выводятся координаты узлов сетки, в третьем столбце – численное решение. 

Вычисление норм в этом случае не определено. 

 

program wave 

integer(8), parameter::n=100,n1=10,ll=n/n1,m=3;integer(8)::i,j,k 

real(8):: num(0:n+1,0:m*n+1),num0(0:n+1,0:m*n+1)    
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real(8)::par(0:n+1),sum,s,tay2,f00(0:n+1)  

real(8)::res1(0:n+1),l(0:n+1),f0(0:n+1),aa33(0:n+1), res2(0:n+1) 

real(8):: aa(0:n+1),bb(0:n+1),cc(0:n+1),ff(0:n+1),ccc(0:n+1),otv(0:n+1),otv0(0:n+1) 

real(8)::eps(0:n+1),nu(0:n+1),eps0(0:n+1),f11(0:n+1),f22(0:n+1)  

real(8)::a1(0:n+1), a2(0:n+1), b1(0:n+1), b2(0:n+1),aa11(0:n+1),cc11(0:n+1),bb11(0:n+1) 

real(8)::eps00(0:n+1),otv00(0:n+1), l1(0:n+1),l2(0:n+1),res3(0:n+1) 

real(8):: aa1(0:n+1),bb1(0:n+1),aa2(0:n+1),bb2(0:n+1),aa3(0:n+1),bb3(0:n+1) 

real(8)::max1,max2,max3,max4,max44,epss(0:n+1);real(8)::max5,ch,t,yy,max55,mm,tay1,c1 

real(8)::u1,u0,f1,f2,fan,z,vel,x,y,a,b,c,d,pi,h1,tay,tt,x1,x2,x3,x4,hh,fy 

!ch(t)=(dexp(t)+dexp(-t))/2d0; 

fy(x,tay)=dsin(x)*dsin(tay);u1(x)=dsin(2d0*x);u0(x)=dsin(x) 

fan(x,t)=dsin(x)*dcos(t)+dsin(2d0*x)*dsin(2d0*t)/2d0;f1(x,tay)=-2d0*u0(x)-2d0*tay*u1(x) 

f2(x,t)=dsin(x)*(dsin(t)-t*dcos(t))/2d0;pi =2d0*dasin(1d0);a=0d0;b=pi; 

z=1d0;vel=1d0;max1=-100d0;max2=-100d0;max4=-100d0;max44=-100d0 

max5=-100d0;max55=-1000d0;mm=-100d0;h1=(b-a)/dfloat(n);tay=dsqrt(z)*h1/vel 

do k=0,n;x=a+h1*dfloat(k);x2=x+h1;x1=x-h1;x4=x+2d0*h1;x3=x-2d0*h1 

aa(k)=1d0;bb(k)=1d0;cc(k)=4d0;f0(k)=f1(x,tay);ff(k)= 3d0*u1(x)*tay+u0(x1)+u0(x2)+u0(x) 

a1(k)=1d0;a2(k)=-4.5d0;b2(k)=1d0;b1(k)=-4.5d0;ccc(k)=-10d0;aa1(k)=1d0 

bb3(k)=1d0;f11(k)=-fy(x,tay)*tay*tay;aa11(k)=z;bb11(k)=z;cc11(k)=2d0+2d0*z 

f22(k)=-((fy(x1,tay)+fy(x2,tay))+fy(x,2d0*tay)-4.5d0*fy(x,tay))*tay*tay 

enddo;nu(0)=0d0;nu(n)=0d0;l(0)=0d0;l(n)=0d0;res1(0)=nu(0);res1(n)=nu(n) 

do k=1,n-1;x=a+h1*dfloat(k);f0(k)=f1(x,tay);nu(k)=(aa(k)*nu(k-1)-f0(k))/(cc(k)-aa(k)*l(k-1)) 

l(k)= bb(k)/(cc(k)-aa(k)*l(k-1));enddo;do k=n-1,1,-1;res1(k)= l(k)*res1(k+1)+nu(k);enddo 

do j=0,n;x=a+h1*dfloat(j);par(j)=fan(x,tay);eps(j)= par(j)-res1(j) 

if( eps(j)<=0d0 )then;eps(j)=-eps(j);else;endif;enddo;do j=0,n 

if( eps(j)>=max1 )then;max1= eps(j);endif;enddo;print*,"norma C1=",max1 

do k=0,n;res2(k)= res1(k);enddo 

l1(0)=0d0;l1(1)=0d0;l2(0)=0d0;l2(1)=0d0;l1(n)=0d0;l2(n)=0d0;l1(n-1)=0d0  

l2(n-1)=0d0;nu(n-1)=res2(n-1);nu(n)=res2(n);nu(1)=res2(1);nu(0)=res2(0);do  j=2,n-2,1  

l1(j)=(a1(j)*l1(j-2)*l2(j-1)+a2(j)*l2(j-1)+b1(j))/(ccc(j)-a1(j)*l1(j-2)*l1(j-1)-a2(j)*l1(j-1)-a1(j)*l2(j-2)) 

l2(j)=b2(j)/(ccc(j)-a1(j)*l1(j-2)*l1(j-1)-a1(j)*l2(j-2)-a2(j)*l1(j-1)) 

nu(j)=(a1(j)*l1(j-2)*nu(j-1)+a2(j)*nu(j-1)+a1(j)*nu(j-2)-ff(j))/(ccc(j)-a1(j)*l1(j-2)*l1(j-1)-a1(j)*l2(j-2)-

a2(j)*l1(j-1));  enddo  

do  j=n-2,0,-1;res2(j)=l1(j)*res2(j+1)+l2(j)*res2(j+2)+nu(j);enddo;do j=0,n 

x=a+h1*dfloat(j);par(j)=fan(x,tay);eps(j)= par(j)-res2(j);if( eps(j)<=0d0 )then 

eps(j)=-eps(j);else;endif;enddo;do j=0,n;if( eps(j)>=max1 )then;max1= eps(j);endif;enddo 

do j=2,n-2;if(eps(j)>=max2)then;max2=eps(j);endif;if(mod(j,n1)==0)then;endif;enddo 

print*,"norma C2=",max2;do i=0,n;if(mod(i,n1)==0)then;endif;enddo 

do j=0,n1;x=a+h1*dfloat(j);num0(0,j)=0d0;num0(n,j)=0d0;num0(j,0)=u0(x);num0(j,1)=res2(j) 

enddo;do j=1,n1-1;do i=1,n-1 

num0(i,j+1)=num0(i+1,j)+num0(i-1,j)-num0(i,j-1);enddo;enddo;tay1=tay*dfloat(n1) 

hh=h1*dfloat(n1);t=dfloat(n*m)*tay;num0(0,1)=0d0;num0(ll,1)=0d0;num0(0,0)=0d0;num0(ll,0)=0d0 

do i=0,ll;x=a+hh*dfloat(i);num0(i,1)=num0(i,n1);num0(i,0)=u0(x) 

num0(0,i)=0d0;num0(ll,i)=0d0;otv(i)=fan(x,t);enddo 

do j=0,ll*m;num0(0,j)=0d0;num0(ll,j)=0d0;enddo 

do j=1,ll*m-1;do i=1,ll-1;num0(i,j+1)=num0(i+1,j)+num0(i-1,j)-num0(i,j-1);enddo;enddo 

do i=0,ll;eps0(i)=num0(i,ll*m)-otv(i);if(eps0(i)<0d0)then;eps0(i)=-eps0(i);endif 

if(eps0(i)>max44)then;max44=eps0(i);endif 

s=s+abs(otv(i));enddo;print*,"norma C404=",max44,max44*dfloat(ll)/s 

nu(0)=0d0;nu(n)=0d0;l(0)=0d0;l(n)=0d0;res1(0)= nu(0);res1(n)= nu(n) 

do k=1,n-1;x=a+h1*dfloat(k);nu(k)=(aa11(k)*nu(k-1)-f11(k))/(cc11(k)-aa11(k)*l(k-1)) 

l(k)= bb11(k)/(cc11(k)-aa11(k)*l(k-1));enddo;do k=n-1,1,-1;res1(k)= l(k)*res1(k+1)+nu(k);enddo 

do j=0,n;x=a+h1*dfloat(j);par(j)=f2(x,tay);eps(j)= par(j)-res1(j) 

if( eps(j)<=0d0 )then;eps(j)=-eps(j);else;endif;enddo;do j=0,n 

if( eps(j)>=max4 )then;max4= eps(j);endif;enddo;print*,"norma C101=",max4;do k=0,n 

res2(k)= res1(k);enddo;l1(0)=0d0;l1(1)=0d0;l2(0)=0d0;l2(1)=0d0 

l1(n)=0d0;l2(n)=0d0;l1(n-1)=0d0;l2(n-1)=0d0;nu(n-1)=res2(n-1) 

nu(n)=res2(n);nu(1)=res2(1);nu(0)=res2(0);do  j=2,n-2,1  

l1(j)=(a1(j)*l1(j-2)*l2(j-1)+a2(j)*l2(j-1)+b1(j))/(ccc(j)-a1(j)*l1(j-2)*l1(j-1)-a2(j)*l1(j-1)-a1(j)*l2(j-2)) 

l2(j)=b2(j)/(ccc(j)-a1(j)*l1(j-2)*l1(j-1)-a1(j)*l2(j-2)-a2(j)*l1(j-1)) 
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nu(j)=(a1(j)*l1(j-2)*nu(j-1)+a2(j)*nu(j-1)+a1(j)*nu(j-2)-f22(j))/(ccc(j)-a1(j)*l1(j-2)*l1(j-1)-a1(j)*l2(j-2)-
a2(j)*l1(j-1)) 

 enddo ;do  j=n-2,0,-1;res2(j)=l1(j)*res2(j+1)+l2(j)*res2(j+2)+nu(j);enddo 
do j=0,n;x=a+h1*dfloat(j);par(j)=f2(x,tay);eps(j)= par(j)-res2(j);if(mod(j,n1)==0)then;endif 

if( eps(j)<=0d0 )then;eps(j)=-eps(j);else;endif;enddo;do j=0,n 
if( eps(j)>=max5 )then;max5= eps(j);endif;enddo;do j=0,n;if(eps(j)>=max5)then;max5=eps(j);endif;enddo 

print*,"norma C202=",max5;do j=0,n;x=a+h1*dfloat(j);num(j,0)=0d0;num(j,1)=res2(j);enddo 
do j=1,n1-1;do i=1,n-1;x=a+h1*dfloat(i);y=tay*dfloat(j) 

num(i,j+1)=num(i+1,j)+num(i-1,j)-num(i,j-1)+fy(x,t)*tay*dsin(tay);enddo;enddo 
do i=0,n;res3(i)=num(i,n1);enddo;t=tay*dfloat(n*m);print*,"t=",t 

do i=0,ll;x=a+hh*dfloat(i);num(i,1)=res3(i*n1);num(i,0)=0d0;otv(i)=f2(x,t);enddo 

do j=0,ll*m;num(0,j)=0d0;num(ll,j)=0d0;enddo;do j=1,ll*m-1;do i=1,ll-1 
x=a+hh*dfloat(i);t=tay1*dfloat(j) 

num(i,j+1)=num(i+1,j)+num(i-1,j)-num(i,j-1)+fy(x,t)*tay1*dsin(tay1);enddo;enddo;s=0d0 
do i=0,ll;eps(i)=num(i,ll*m)-otv(i);if(eps(i)<=0d0)then;eps(i)=-eps(i);endif 

if(eps(i)>=max55)then; max55=eps(i);endif;if(otv(i)>=maax)then;maax=otv(i);endif;enddo 
print*,"norma C505=",max55,max55*dfloat(ll)/maax;t=tay1*dfloat(m*ll);s=0d0 

do i=0,ll;otv00(i)=num(i,ll*m)+num0(i,ll*m);x=a+hh*dfloat(i);res3(i)=f2(x,t)+fan(x,t) 
epss(i)=otv00(i)-res3(i);if(epss(i)<0d0)then;epss(i)=-epss(i);endif 

s=s+res3(i);if(epss(i)>mm)then;mm=epss(i);endif;print*,x,res3(i),otv00(i) 
enddo;print*,"eps=(norma C)/abs(m)_=",mm*dfloat(ll)/s,"abs(m)_=",s/dfloat(ll);end program wave 

 
В работе получены результаты: 

1. Показано, что явная разностная схема задачи (2) аппроксимирует одномерное однородное вол-

новое уравнение на отрезке задачи (1) с оптимальным параметром сетки 1z =  с бесконечным алгебраи-

ческим порядком аппроксимации, при этом явная разностная схема спектрально устойчива. 

2. Для неоднородного волнового уравнения с параметром 1z =  невязка разностной схемы может 

быть учтена и явно выражена только через двойную сумму от частных производных правой части неод-

нородного уравнения (7). 

3. Введено понятие волнового уравнения комплексного аргумента и рассмотрены свойства его 

решения. Если правая часть неоднородного волнового уравнения является решением однородного вол-

нового уравнения комплексного аргумента, то невязка упрощается от суммы по двум индексам до суммы 

по одному индексу (11), что качественно уменьшает число вычислений. 

4. Построен алгоритм инициализации задачи, то есть аппроксимация второго временного слоя 

решения по известным начальным данным (начальным смещению и скорости точек отрезка). 

5. Инициализация сводится к решению СЛАУ с симметричной трехдиагональной матрицей 

с погрешностью аппроксимации ( )3
O τ , затем к симметричной пятидиагональной матрице с погрешно-

стью аппроксимации ( )4
O τ . Найдены ослабленные достаточные условия корректности формул прогон-

ки для пятидиагональной матрицы (условия более слабые, чем диагональное преобладание элементов 

матрицы). 

6. Предложен алгоритм масштабирования узловой решетки по числу узлов в 2l  раз, что сокраща-

ет число вычислений в сотни раз при сохранении вычислений с двойной точностью (15-16 первых деся-

тичных знаков результата).  

7. Программа тестировалась тремя построенными аналитическими примерами. Показано, что 

в примерах бесконечный функциональный ряд в разностной схеме относительно временного шага τ  

можно заменить производящей функцией от τ , что качественно снижает время вычислений и увеличи-

вает их точность. С помощью программы показано, что построенный алгоритм дает решение 3 примеров 

с двойной точностью. В самом общем случае с помощью формулы (26) в виде двойного ряда можно до-

стичь 14-го порядка погрешности (приближение ( )14
O τ ), причем формула (26) имеет ту же относитель-

ную погрешность решения, как и с применением производящей функции, т.е. с двойной точностью. 

8. Полученные результаты можно применить, например, при анализе физических систем, рас-

смотренных в работе [9].  
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OPTIMUM PARAMETER TO APROXIMATIONS RAZNOSTNOY SCHEMES  

OF THE WAVE EQUATION ON LENGTH 

 

D. PASTUKHOV, Y. PASTUKHOV, N. VOLOSOVA 

 

The Offered algorithm of the decision initial- marginal problem for lumpy wave equation on length with 

double accuracy. The Algorithm is founded on choice of the optimum parameter, providing endless algebraic 

order to approximations to uniform equation. For decision of the system of the linear equations with five diago-

nal matrixes with marginal condition Dirihle is proved sufficient conditions to correctness molded racing on-

ward more weak, than condition of the diagonal prevalence her(its) element. Using the algorithm of the integra-

tion cell nets and use the method producing function gives double accuracy to relative inaccuracy of the decision 

even rough net with number of the nodes equal 300. 

Keywords: method producing function, initializing the problem, weak sufficient conditions to correctness 

molded racing symmetrical five diagonal matrixes. 
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УДК 517.983 
 

ДВУМЕРНОЕ ИНТЕГРАЛЬНОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ С МОДИФИЦИРОВАННОЙ  

H-ФУНКЦИЕЙ В ПРОСТРАНСТВЕ СУММИРУЕМЫХ ФУНКЦИЙ 
 

канд. физ.-мат. наук, доц. О.В. СКОРОМНИК 

(Полоцкий государственный университет) 
 

Рассмотрен двумерный аналог модифицированного H-преобразования с H-функцией в ядре в про-

странстве интегрируемых функций в области 2 1 1R R R++ + += × . Даны условия ограниченности, описание 

образа изучаемого оператора преобразования, а также устанавливается формула его обращения. По-

лученные результаты обобщают полученные ранее для соответствующего одномерного модифициро-

ванного H-преобразования. 

Ключевые слова: одномерное и двумерное интегральные модифицированные H-преобразования, 

преобразование Меллина, H-функция, пространство интегрируемых функций. 
 

1. Введение. Рассматривается интегральное преобразование  

  ( ) ( )1,p1 m,n
, p,q ( )1,q

0

x t
H (x) x H t (t) (x 0)

t t
i i

j j

d
f f

 = >  
∫

a ,ασ к
σ к b ,β

x

,  (1.1) 

где 2
1 2x ( , )x x R= ∈ ; 2

1 2t (t , )t R= ∈  – векторы;  

2

1

x t k k
k

x t
=

⋅ = ∑  – их скалярное произведение, в частности 
2

1

x 1 k
k

x
=

⋅ = ∑  для ( )1 1,1= ; x t>  означает 
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0 0 0

:

x x

=∫ ∫ ∫ ;  

2
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a α
b β  – функция следующего вида: 
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, (1.2) 

представляющая собой произведение H-функций [ ],
,

m n
p qH z . 

Настоящая работа посвящена изучению преобразования (1.1) в весовых пространствах 
,2νL , 

2
1 2( , ) Rν = ν ν ∈  1 2( )ν = ν , 2 (2, 2)= , интегрируемых функций 1 2( ) ( , )f f x x=x  на 

2R+ , для которых 

,2
f ν < ∞ , где  

1/2

22 1 2 12 1
1 2 1 22 1,2

1 1
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R R

f x x f x x dx dx
ν ⋅ − ν ⋅ −
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+ +

    = < ∞ 
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∫ ∫ . 
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Даются условия ограниченности оператора преобразования (1.1), описание образа этого операто-

ра, а также устанавливается формула его обращения.  

Полученные результаты обобщают установленные ранее для соответствующего одномерного мо-

дифицированного H-преобразования [1, гл. 5]. 

2. Предварительные сведения. Для целых неотрицательных , , ,m n p q  (0 , 0 )m q n p≤ ≤ ≤ ≤ , 

комплексных ,i ja b C∈  и положительных ,i jα β (1 , 1 )i p n q≤ ≤ ≤ ≤  значений H-функция [ ],
,

m n
p qH z  

определяется интегралом Меллина – Барнса: 

 [ ],
,

m n
p qH z ≡

1,,
,

1,

( , ) 1

( , ) 2

i i pm n
p q

j j q L

a
H z

b i

 α 
= 

β π  
∫

,
, ( ) , 0

m n
p q s z ds z ≠-s

H ,  (2.1) 

где  

 
,
, ( )

m n
p q s ≡H

1,,
,

1,

( , )

( , )

i i pm n
p q

j j q

a
s

b

 α 
= 

β  
H

1 1

1 1

( ) (1 )

( ) (1 )

m n

j j i i
j i

p q

i i j j
i n j m

b s a s

a s b s

= =

= + = +

Γ + β Γ − − α

Γ + α Γ − −β

∏ ∏

∏ ∏
.  (2.2) 

 

Здесь L – специально выбранный бесконечный контур, а пустые произведения, если таковые имеются, 

считаются равными единице. Более подробно с теорией H-функции (2.1) можно ознакомиться в [1, гл. 1–2]. 

H-преобразованием называют интегральное преобразование [1] 

 

( ) 1,,
,

1,0

( , )
H ( ) ( )

( , )

i i pm n
p q

j j q

a
f x H xt f t dt

b

∞  α 
=  

β  
∫ ,       (2.3) 

 

содержащее H-функцию (2.1) в ядре. 

Нам потребуется модифицированное H-преобразование вида  

 

 ( ) 1,1 ,
, ,

1,0

( , )
H ( ) ( ) ( 0)

( , )

i i pm n к
к p q

j j q

ax dt
f x x H t f t x

bt t

∞
σ

σ
 α 

= > 
β  

∫  (2.4) 

 

с H-функцией (2.1) [ ],
,

m n
p qH z  в ядре.  

Преобразование (2.4) является модификацией H-преобразования, обобщающего многие инте-

гральные преобразования: преобразования с G-функцией Мейера, преобразования Лапласа и Ханкеля, 

преобразования с гипергеометрической функцией Гаусса, преобразования с другими функциями гипер-

геометрического и бесселева типа. Обзор результатов и библиография работ по этой тематике даны в [1, 

гл. 6–8]. 

Введем пространство ,rνL  измеримых по Лебегу, вообще говоря, комплекснозначных функций f  

на (0, )R+ = ∞ , для которых 
,r

f ν < ∞ , где  

 

1

,
0

( ) (1 , )
r r

r

dt
f t f t r R

t

∞
ν

ν
 

= ≤ < ∞ ν ∈  
 
∫ , (2.5) 

заметим, что 

 1 1
, ( , )

, (1 , )r
r rL R t

f f r Rν −
ν +

= ≤ < ∞ ν ∈
L

.  

 

Для функции , (1 2)rf rν∈ ≤ ≤L  преобразование Меллина fM  определяется равенством [2, 3] 

 

 ( )( ) ( ) ( ; , )
s

f s f e e d s it t R

+∞
τ τ

−∞
= τ = ν + ν ∈∫M .  (2.6) 
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Если , ,1, Re( )rf sν ν∈ = ν∩L L , то (2.6) совпадает с обычным преобразованием Меллина: 

* 1

0

)( ) ( ) ( ) sf s f s f t t dt
+∞

−= = ∫(M .               (2.7) 

Двумерное преобразование Меллина функции 1 2(x) ( , )f f x x= , 1 20, 0x x> > , определяется фор-

мулой [3, формула 1.4.42] 

 
2

* 1)( ) ( ) ( t) t t

R

f f f d

++

−= = ∫
s

s s(M ,  (2.8) 

где { }2 2
1 2( , ) : 0 ( 1, 2)jR t t R t j++ = = ∈ > =t , 1 2( , ), ( 1,2)js s s C j= ∈ =s . 

Формула преобразования Меллина от 1
,Н кσ -преобразования (2.4) для «достаточно хороших» 

функций f имеет вид [1, (5.1.14)] 

  (M
1,1 ,

, ,
1,

( , )
H )( ) ( )( )

( , )

i i pm n
к p q

j j q

a
f s s f s к

b
σ

 α 
= + σ + σ + 

β  
H M , (2.9) 

где 
,
, ( )

m n
p q sH  дается выражением (2.2). 

Для формулировки утверждений, представляющих ,2νL -теорию и формулы обращения модифи-

цированного H-преобразования (2.4), нам понадобятся перенос следующие постоянные, определяемые 

через параметры H-функции (2.1) [1, (3.4.1), (3.4.2), (1.1.7), (1.1.8), (1.1.10)]: 
 

 1

Re( )
min , 0;

, 0;

j

j m j

b
m

m

≤ ≤

  
− > 

α = β   


−∞ =

 1

1 Re( )
min , 0;

, 0,

i

i n i

a
n

n

≤ ≤

  −
>  β = α  

∞ =

 (2.10) 

 
1 1 1 1

,
p qn m

i i j j
i i n j j m

a∗

= = + = = +
= α − α + β − β∑ ∑ ∑ ∑   

1 1

,
q p

j i
j i= =

∆ = β − α∑ ∑  (2.11) 

 
1 1 2

q p

j i
j i

p q
b a

= =

−µ = − +∑ ∑ , (2.12) 

 10

Re( ) 1
1 max , ;

, ;

j

m j q j

b
q m

q m

+ ≤ ≤

  −
 + > 

α = β   


−∞ =

10

Re( )
1 min , ;

, .

i

n i p i

a
p n

p n

+ ≤ ≤

  
+ >  β = α  

∞ =

 (2.13) 

 

Исключительным множеством HE  функции 
,
, ( )

m n
p q sH , определенной в (2.2), называется множе-

ство вещественных чисел ν , таких, что 1α < − ν < β  и 
,
, ( )

m n
p q sH  имеет нули на прямой Re( ) 1s = − ν . 

Обозначим через [ ],X Y  множество ограниченных линейных операторов, действующих из бана-

хова пространства X  в банахово пространство Y . 

Следующее утверждение представляет ,2νL -теорию модифицированного H-преобразования (2.4). 

Утверждение 2.1 [1, теорема 5.37] Допустим, что 

 Re( )кα < ν − < β ,  [ ]* 0, Re( ) Re( ) 0a к= ∆ ν − + µ ≤ . (2.14) 

Верны следующие утверждения 

a) Существует инъективное преобразование 1
,Н кσ ∈ ,2 Re( ),2[ , ]кν ν− +σL L , такое, что равенство 

(2.9) выполняется для ,2f ν∈L  и Re( ) Re( )s k= ν − + σ . 
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Если [ ]* 0, Re( ) Re( ) 0a к= ∆ ν − + µ =  и 1 Re( )к− ν + ∉ HE , то 1
,Н кσ  биективно отображает ,2νL  на 

Re( ),2кν− +σL . 

b) Преобразование 1
,Н к fσ  не зависит от ν  в том смысле что, если ν  и νɶ  удовлетворяют усло-

вию (2.14) и если преобразования 1
,Н к fσ  и 1

,H к fσ
ɶ  определены в пространствах ,2νL  и ɶ ,2νL  равен-

ством (2.9), то 1
,Н к fσ = 1

,H к fσ
ɶ  для f ∈ ɶ ,2ν ∩L ,2νL . 

c) Если [ ]* 0, Re( ) Re( ) 0a к= ∆ ν − + µ < , то для f ∈ ,2νL  1
,Н к fσ  дается формулой (2.4). 

d) Пусть , 0C hλ ∈ >  и ,2f ν∈L . Если Re( ) ( Re( )) 1к hλ > ν − − , то 1
,Н к fσ  представимо в виде 

 

 
1,, 11 1 ( 1)/ ( 1)/ 1

, 1, 1
1,0

( , ), ( , )
(H )( ) ( )

( , ) , ( 1, )

i i pm nh h к
к p q

j j q

h ad x
f x hx x H t f t dt

b hdx t

∞
+σ+ − λ+ λ+ −

σ + +
 −λ α 

=  
β −λ −  

∫ , (2.15) 

 

а при Re( ) ( Re( )) 1к hλ < ν − −  дается формулой  

 

 
1,1,1 1 ( 1)/ ( 1)/ 1

, 1, 1
1,0

( , ) , ( , )
(H )( ) ( )

( 1, ), ( , )

i i pm nh h к
к p q

j j q

a hd x
f x hx x H t f t dt

h bdx t

∞
+σ+ − λ+ λ+ −

σ + +
 α −λ 

= −  
−λ − β  

∫ . (2.16) 

 

e) Если ,2f ν∈L  и 1 Re( ),2кg −ν+ +σ∈L , то имеет место формула:  

 

 ( ) ( )1 2
, ,

0 0

( ) H ( ) H ( ) ( )к кf x g x dx f x g x dx
∞ ∞

σ σ=∫ ∫ , (2.17) 

где 

 ( ) 1,2 ,
, ,

1,0

( , )
H ( ) ( )

( , )

i i pm n к
к p q

j q

at dt
f x x H t f t

b jx x

∞
σ

σ
 α 

=  
β  

∫ .  (2.18) 

 

Формулы обращения 1
,Н кσ -преобразования даются равенствами [1, формулы (5.5.23) и (5.5.24)]: 

 

( 1)/ ( 1)/( ) h к hd
f x hx x

dx

λ+ − − λ+= − ×  

1, 1,, 1 1
,1, 1

1, 1,0

( , ), (1 , ) , (1 , )
(H )( )

(1 , ) , (1 , ) , ( 1, )

i i i n p i i i nq m p n
кp q

j j j m q j j j m

h a at
H t f t dt

b b hx

∞ +− − + −σ
σ+ +

+

 −λ − − α α − − α α 
×  

− − β β − − β β −λ −  
∫     (2.19) 

или 

( 1)/ 1 ( 1)/( ) h hd
f x hx x

dx

λ+ − − λ+= ×  

1,
1, 1

0

q m p n
p qH

∞
− + −
+ +× ∫

1, 1,

1, 1,

(1 , ) , (1 , ) , ( , )

( 1, ), (1 , ) , (1 , )

i i i n p i i i n

j j j m q j j j m

a a ht

h b bx

+

+

 − − α α − − α α −λ 
 

−λ − − − β β − −β β  

1
,(H )( )кt f t dt−σ

σ .   (2.20) 

 

Условия справедливости этих формул дает следующее утверждение. 

 

Утверждение 2.2 [1, теорема 5.47] Пусть  

0,a∗ = Re( )кα < ν − < β , 0 01 Re( )кα < − ν + < β , и пусть Cλ ∈ , 0h > . 

Если [ ]Re( ) Re( ) 0к∆ ν − + µ =  и ,2f ν∈L , то формулы обращения (2.19) и (2.20) справедливы со-

ответственно при Re( ) (1 Re( )) 1к hλ > − ν + −  и Re( ) (1 Re( )) 1к hλ < − ν + − . 
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3. ,2νL -теория модифицированного 
1

,Нσ к -преобразования. Введем двумерный аналог функции (2.2): 

 
m,n
p,q ( ) ≡sH

2 1,1, p ,m,n
p,q ,

1,q 1,1

( , )( )

( ) ( , )

k k kk k

k k
k k k

i i pi i m n
kp q

j j j j qk

a
s

b=

 α  
   =

β     
∏

a ,α
s

b ,β
H H .  (3.1) 

Исключительным множеством HE  функции 
m,n
p,q ( )sH  назовем множество векторов 

2
1 2( , ) Rν = ν ν ∈  1 2( )ν = ν , таких, что 1 1 11α < − ν < β , 2 2 21α < − ν < β , и функции 1 1

1 1

,
1,

( )
m n

p q
sH , 

2 2

2 2

,
2,

( )
m n

p q
sH  имеют нули на прямых 1 1Re( ) 1s = − ν , 2 2Re( ) 1s = − ν  соответственно. 

Применяем двумерное преобразование Меллина (2.8) к 1
,Нσ к -преобразованию (1.1) и учитывая 

(2.9), получаем следующую формулу для «достаточно хороших» функций f: 

( )
2

t 1, p1 1 m,n
, p,q

1,q0

( )t
H ( ) t t H ( )

( )

i i

j jR

d
f d f

++

+ −  
=   =

  
∫ ∫

σ s к
σ к

a ,α τ
s τ τ

b ,βτ τ
M   

m,n
p,q

( , )1,p
( )( )

( , )1,q

i i

j j

f
 

+ + + 
  

a α
s σ s σ к

b β
M= H ,                                               (3.2) 

где 
m,n
p,q ( )sH  определяется формулой (3.1). 

Для формулировки утверждений, представляющих ,2νL -теорию и формулы обращения модифи-

цированного 1
,Нσ к -преобразования (1.1), нам понадобятся следующие двумерные аналоги постоянных 

(2.10) – (2.12): 

 

1

1 1 1

1
11

1

Re( )
min , 0,

, 0;

j

j m j

b
m

m

≤ ≤

  
− > α = β   


−∞ =

     

1

1 1 1

1
11

1

1 Re( )
min , 0,

, 0,

i

i n i

a
n

n

≤ ≤

  −
 > β = α   


∞ =

 

2

2 2 2

2
12

2

Re( )
min , 0,

, 0;

j

j m j

b
m

m

≤ ≤

  
− > α = β   


−∞ =

        

2

2 2 2

2
12

2

1 Re( )
min , 0,

, 0,

i

i n i

a
n

n

≤ ≤

  −
 > β = α   


∞ =

 

1 1 1 1

1 1

1 1 1 1
1

1 1 1 1

,
n p m q

i i j j
i i n j j m

a ∗

= = + = = +
= α − α + β − β∑ ∑ ∑ ∑   

2 2 2 2

2 2

2 2 2 2
2

1 1 1 1

,
n p m q

i i j j
i i n j j m

a ∗

= = + = = +
= α − α + β − β∑ ∑ ∑ ∑  

1 1 2 2

1 1 2 21 2
1 1 1 1

, ,
q p q p

j i j i
j i j i= = = =

∆ = β − α ∆ = β − α∑ ∑ ∑ ∑  

1 1 2 2

1 1 2 2

1 1 2 2
1 2

1 1 1 1

, ,
2 2

q p q p

j i j i
j i j i

p q p q
b a b a

= = = =

− −
µ = − + µ = − +∑ ∑ ∑ ∑  

1

1 1 1 1

1 11
10

1 1

Re( ) 1
1 max , ;

, ;

j

m j q j

b
q m

q m

+ ≤ ≤

  −
 + > α = β   


−∞ =

  

2

2 2 2 2

2 22
10

2 2

Re( ) 1
1 max , ;

, ;

j

m j q j

b
q m

q m

+ ≤ ≤

  −
 + > α = β   

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1

1 1 1 1

1 11
10

1 1

Re( )
1 min , ;

, ;

i

n i p i

a
p n

p n

+ ≤ ≤

  
 + > β = α   


∞ =

           

2

2 2 2 2

2 22
10

2 2

Re( )
1 min , ;

, ;

i

n i p i

a
p n

p n

+ ≤ ≤

  
 + > β = α   
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. 
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Теорема 3.1. Допустим, что 

 1 1 1 1Re( )кα < ν − < β , 2 2 2 2Re( )кα < ν − < β , (3.3) 

 

[ ] [ ]* *
1 2 1 1 1 1 2 2 2 20, 0, Re( ) Re( ) 0, Re( ) Re( ) 0a a к к= = ∆ ν − + µ ≤ ∆ ν − + µ ≤ . 

Верны следующие утверждения 

a) Существует инъективное преобразование 1
,Н ∈σ к ,2 Re( ),2[ , ]ν ν− +к σL L , такое, что равенство 

(3.2) выполняется для ,2f ν∈L  и Re( ) Re( )= ν − +s k σ . 

Если [ ] [ ]* *
1 2 1 1 1 1 2 2 2 20, 0, Re( ) Re( ) 0, Re( ) Re( ) 0a a к к= = ∆ ν − + µ = ∆ ν − + µ =  и 

1 Re( )− ν + ∉к E
H

, то 1
,Нσ к  биективно отображает ,2νL  на Re( ),2ν− +к σL . 

b) Преобразование 1
,Н fσ к  не зависит от ν  в том смысле, что если ν  и νɶ  удовлетворяют (3.3) 

и если преобразования 1
,Н fσ к  и 1

,H fσ к
ɶ  определены в пространствах ,2νL  и ,2νɶL  равенством (3.2), то 

1
,Н f =σ к

1
,H fσ к

ɶ  для f ∈ ,2ν ∩ɶL ,2νL . 

c) Если [ ] [ ]* *
1 2 1 1 1 1 2 2 2 20, 0, Re( ) Re( ) 0, Re( ) Re( ) 0a a к к= = ∆ ν − + µ < ∆ ν − + µ < , то для ,2f ν∈L  

1
,Н fσ к  дается формулой (1.1). 

d) Пусть 2
1 1 1 2( , ) , ( , ) 0C h h hλ = λ λ ∈ = >  и ,2f ν∈L . Если Re( ) ( Re( )) 1hλ > ν − −к , то 1

,Н fσ к  

представимо в виде 

 

x
1,m,n 11 1 ( 1)/ ( 1)/ 1

, p 1,q 1
1,0

( , ), ( , )x
(Н )(x) x x t (t) t

x t ( , ) , ( 1, )

i i ph h

j j q

hd
f h f d

d h
H

++ − λ+ λ+ −
+ +

 −λ
 =

−λ −  
∫

σ к
σ к

a α

b β
,      (3.4) 

 

а при Re( ) ( Re( )) 1hλ < ν − −к  дается формулой  

 

x
1,pm 1,n1 1 ( 1)/ ( 1)/ 1

, p 1,q 1
1,q0

( , ) , ( , )x
(H )(x) x x t (t) t

x t ( 1, ), ( , )

i ih h

j j

hd
f Hh f d

d h

++ − λ+ λ+ −
+ +

 −λ
 = −

−λ −  
∫

σ к
σ к

a α

b β
.     (3.5) 

 

e) Если ,2f ν∈L  и 1 Re( ),2g −ν+ +∈ к σL , то имеет место формула 

 ( ) ( )x x
1 2

, ,
0 0

(x) H (x) x H (x) (x) xf g d f g d=∫ ∫σ к σ к , (3.6) 

где 

 ( ) x
1,p2 m,n

, p,q
1,q0

( , )t t
H (x) x t (t)

( , )x x

i i

j j

H
d

f f
 

=  
  

∫
σ к

σ к

a α

b β
. (3.7) 

Доказательство проводится аналогично доказательству утверждения 2.1 с учетом (1.2), представ-

ления (3.2), из существования всех приведенных операторов в указанных классах функций. 

Получены формулы обращения 1
,Нσ к -преобразования: 

( 1)/ ( 1)/(x) x x
x

h к hd
f h

d

λ+ − − λ+= − ×  

x
n 1,p 1,nq m,p n 1 1

,p 1,q 1
m 1,q 1,m0

( , ), (1 , ) , (1 , )t
t (H )(t) t

x (1 , ) , (1 , ) , ( 1, )

i i i i i i

j j j j j j

h
f d

h
H

+− − + −
+ +

+

 −λ − − − −
 ×

− − − − −λ −  
∫

σ
σ к

a α α a α α

b β β b β β
   (3.8) 



ФУНДАМЕНТАЛЬНЫЕ НАУКИ. Математика                                                                                             № 4 

 

193 

или 

( 1)/ 1 ( 1)/(x) x x
x

h hd
f h

d

λ+ − − λ+= ×  

x
q m 1,p n
p 1,q 1

0

H
− + −
+ +×∫

n 1,p 1,n

m 1,q 1,m

(1 , ) , (1 , ) , ( , )t

x ( 1, ), (1 , ) , (1 , )

i i i i i i

j j j j j j

h

h

+

+

 − − − − −λ
 

−λ − − − − −  

a α α a α α

b β β b β β
1

,t (H )(t) tf d−σ
σ к .   (3.9) 

 

Условия справедливости этих формул дает следующее утверждение. 

 

Теорема 3.2. Пусть  

* *
1 20, 0,a a= =  0,a

∗ = 1 1 1 1Re( )кα < ν − < β , 2 2 2 2Re( )кα < ν − < β , 

1 1
0 1 1 01 Re( )кα < − ν + < β , 2 2

0 2 2 01 Re( )кα < − ν + < β , и пусть 2Cλ ∈ , 0h > . 

Если [ ] [ ]1 1 1 1 2 2 2 2Re( ) Re( ) 0, Re( ) Re( ) 0к к∆ ν − + µ = ∆ ν − + µ =  и ,2f ν∈L , то формулы обращения 

(3.8) и (3.9) справедливы соответственно при Re( ) (1 Re( )) 1hλ > − ν + −к  и Re( ) (1 Re( )) 1hλ < − ν + −к . 
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TWO-DIMENTIONAL INTEGRAL TRANSFORM WITH THE H-FUNCTION  

IN THE KERNEL IN THE SPACE OF SUMMABLE FUNCTIONS 

 

O. SKOROMNIK 

 

Two-dimentional analog of modified H- transform involving H- function in the kernel is studied on the 

space of summable functions on a domain 2 1 1R R R++ + += × . Mapping properties such as the boundedness, the 

range of the considered transform are given, and the inversion formula is established. The results generalize the 

well know findings for corresponding one-dimentional integral transform. 

Keywords: one-dimensional and two-dimensional integral modified H-transforms, Mellin transform,  

H-function, space of integrable functions.              
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УДК 514 

 

ГРУППЫ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ, СОХРАНЯЮЩИЕ 

ВАРИАЦИОННУЮ ЗАДАЧУ СО СТАРШИМИ ПРОИЗВОДНЫМИ 

 

канд. физ.-мат. наук, доц. Ю.Ф. ПАСТУХОВ, канд. физ.-мат. наук, доц. Д.Ф. ПАСТУХОВ 

(Полоцкий государственный университет) 

 

Введенное в работе определение компоненты импульса вдоль струи и сохранение компоненты 

импульса ранга n вдоль струи порядка n – 1 на экстремалях уравнения Эйлера – Лагранжа для групп 

преобразований, сохраняющих вариационную задачу, является прямым и естественным обобщением 

определения компоненты импульса первого ранга вдоль векторного поля (струи нулевого порядка), свя-

занного с однопараметрической группой преобразований, сохраняющих функцию Лагранжа, зависящую 

от производных нулевого и первого порядков Для экстремалей уравнения Эйлера – Лагранжа доказано 

свойство сохранения компоненты импульса ранга n вдоль струи порядка n – 1, связанной с группой пре-

образований, сохраняющей вариационную задачу со старшими производными: 

1
,

1 1

( ( ( )) ) 0
m n

k i i
t t k n

i k

D D X x p−

= =
=∑ ∑ , 

где : m mS X Xℜ× →  : ,m mS X Xτ → ∀τ ∈ℜ  – однопараметрическая группа преобразований, сохра-

няющая функцию :
n

mL T X → ℜ  

( )2
0( ( ), ( ), ( ),..., ( )) | 0

n
t t t

d
L S x D S x D S x D S x

d
τ τ τ τ τ= =

τ
, ,mx X∀ ∈  

1 1 2 1
( ) ( ( ), ( ), ( ),..., ( ))

n i i i i n i
x t t tj X x X x D X x D X x D X x− −=  – струя порядка n – 1, связанная с группой 

преобразований  : ,m mS X Xτ →  0

( )
( ) |

i
i dS x

X x
d

τ
τ==

τ
, 1,i m= . 

 

Ключевые слова: уравнение Эйлера – Лагранжа, уравнение Эйлера – Пуассона, гладкие многооб-

разия, расслоенное пространство скоростей, импульс системы, тензор энергии, тензор обобщенного 

импульса, невырожденная функция, струя векторного поля. 

 

Введение. Классифицировать алгебраические уравнения по их группам симметрии предложил 

Э. Галуа; Ф. Клейн – взять идею симметрии в качестве единого принципа при построении различных 

геометрий. Выйдя за пределы геометрии и развиваясь, эта идея показала, что принцип симметрии служит 

той единственной основой, которая может объединить все разрозненные части огромного здания совре-

менной математики. Феликс Клейн развил свою концепцию в физике и механике. Его программа как за-

дача поиска различных форм симметрии выходит за рамки не только геометрии, но и всей математики в 

целом, превращается в проблему поиска единого принципа для всего естествознания. В 1872 г. Ф. Клейн 

представил сенату и философскому факультету Эрлангенского университета и свое «Сравнительное обо-

зрение новейших геометрических исследований», получившее название «Эрлангенской программы». 

Феликс Клейн рассматривает иерархию многообразий – пространств любого числа измерений и соответ-

ственных геометрий, положив в основу их определения понятия инварианта, введенное в математику за 

двадцать лет до этого. В элементарной геометрии преобразованиями, то есть переходами от одних пере-

менных к другим, служат прежде всего движения, переносы и вращения геометрических фигур, когда 

сами фигуры (расстояния между образующими их точками) не меняются. Пространство, в котором про-

исходят подобные переносы, называется метрическим. Инвариант пространства – расстояние, опреде-

ленное, например, теоремой Пифагора в прямоугольной системе координат. Есть более сложные геомет-

рии, где инвариантами служат иные выражения: в проективной геометрии инварианты – уже не расстоя-

ния между точками, не величина и форма геометрической фигуры, а только форма, то есть соотношения 

между расстояниями, например, треугольник, при проективном преобразовании может стать меньше, но 

остается подобным себе. Содержание истории натурфилософии – преобразование самых общих понятий, 

самые радикальные изменения, охватывающие основные представления о мире и методы его познания. 

Фундаментальность законов сохранения заключается в их универсальности. Они справедливы при 

изучении любых физических процессов (механических, тепловых, электромагнитных), а также одинако-

во применимы в релятивистском и нерелятивистском движении, в микромире, где справедливы кванто-

вые представления, и в макромире, с его классическими представлениями. 
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Законы сохранения имеют важное значение не только в механике, но и в физике вообще. Научное 

и методологическое значение законов сохранения определяет их исключительная общность и универ-

сальность. Благодаря той особой роли, которую играют законы сохранения в физике, они являются важ-

нейшим элементом современной научной картины мира. 

Дифференциально-геометрическое рассмотрение импульса и энергии в физической и математиче-

ской постановке изложено в литературе [1–10, 12–16]. Свойства тензора энергии-импульса при простей-

ших линейных преобразованиях координат и времени объясняет законы сохранения импульса в макро-

скопической системе. Но тензор энергии-импульса в дифференциальной форме является инвариантным 

относительно произвольного невырожденного преобразования координат, что приводит к локальным 

законам сохранения энергии-импульса, например, в физике элементарных частиц. Функция Лагранжа 

определяет некоторую вариационную задачу, например, минимизацию интеграла действия в механиче-

ской системе и динамику этой системы (уравнения Эйлера – Лагранжа) [6]. Если интегрант (подынте-

гральная функция в простейшей вариационной задаче) вырожден относительно переменных времени 

либо координат, то это вырождение приводит соответственно к закону сохранения энергии, либо им-

пульса относительно данной координаты [7]. Представленная работа является продолжением работ [9, 

10, 13, 16]. 

Основные определения и математические объекты. 

Пусть mX  – гладкое многообразие размерности m, 
n

mT X  – гладкое расслоенное пространство 

скоростей порядка n с базой расслоения mX . 

:
n

mL T X → ℜ  – невырожденная функция в точке n n
x mv T X∈  [9]. 

Теорема 1 [11]. Пусть 1 2( , ,..., )
i i

mx S x x x=  : ( ) ( )S x x→  – невырожденное преобразование коор-

динат в базе гладкого многообразия mX  расслоения скоростей порядка ,  max( , )
p

mT X p s l≥     1,i m= , 

тогда 

( ).
( )

1( )

( ) !
,  ,  ! ,  ,( , ,..., )

! ( )!

0,  .

p i l
s l s sl i
l t lj

ks j

x x l
C D C l k l sx x x x

s l sx

x l s

−

=

  ∂⋅ = = ≥  ∂  = ⋅ − ∂ 
∂ <

∏
                         (1) 

Определение 1. Система функций { } { },( )
i i

n k k nP p n p= = ,  

( )
(2 min( , ) ).

, ( )
0

( ,..., )
( ) ( , ,..., ) ( 1) ( ),

p
n kn p k

i i l l
k k n t l k i

l

L x x
p n p x x x D

x

−−

+
=

∂= = −
∂

∑  0, ,  1,k n i m= =  называется обобщен-

ным импульсом ранга n для функции :
p

mL T X → ℜ  в локальных координатах (x) базы mX  расслоения 

p
mT X , где 

( ).

( , ,..., )
p

L x x x  – локальная запись функции L  при выборе локальных координат (x)  в базе 

mX  расслоения p
mT X . 

Функция ,
i
k np  называется k-й компонентой обобщенного импульса nP  ранга n  по i-й координате 

или импульсами порядка k  (k-импульсами) по i-й координате обобщенного импульса nP  ранга n . 

Функция 
(2 min( , ) ).

, ( , ,..., )
n p k

i
k np x x x

−
 называется k-й компонентой обобщенного импульса nP  ранга 

n  по i-й координате или импульсами порядка k  (k-импульсами) по i-й координате обобщенного им-

пульса nP  ранга n . 

Замечание 1. Обобщенный импульс ранг n определен для функций :
p

mL T X → ℜ . 

Из определения обобщенного импульса ранга 

( )

( )
0

( ,..., )
( ) ( 1) ( )

p
n k

i l l
k t l k i

l

L x x
p n D

x

−

+
=

∂= −
∂

∑  следует, что при 

( )

( )

( ,..., )
,  0 0

p

l k i

L x x
k p l l k p

x
+

∂> ≥ ⇒ + > ⇒ ≡
∂

 и все ( ) 0
i
kp n ≡  (тривиальные импульсы), то есть для нетриви-
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альных импульсов k p≤ . Поскольку при ,  min( , )k n k p k n p≤ ≤ ⇒ ≤ , то в определении 2 можно счи-

тать, что 0, min( , ),  1, .k n p i m= =  

Максимальный порядок производной по t в ( )
i
kp n  равен 2l k l l k+ + = ⋅ + .  

При 

( )

( )

( ,..., )
0

p

l k i

L x x
l k p

x
+

∂+ > ⇒ ≡
∂

 и коэффициент при производной 
( )l k i

x
+

 равен 0, значит, при опре-

делении максимального порядка производной по t можно считать l k p+ ≤ , кроме того, справедливы 

оценки между индексами обобщенного импульса   

min( , ) min( , ) 2 2 (min( , ) )l n k l k n l k n p l n p k l k n p k k≤ − ⇔ + ≤ ⇒ + ≤ ⇒ ≤ − ⇒ ⋅ + ≤ ⋅ − + =  

2 min( , ) 2 2 min( , )n p k k n p k= ⋅ − ⋅ + = ⋅ − . 

Хотя более грубая оценка порядка старшей производной по t в ( )
i
kp n  дает  

2 2 ( ) 2 2 2l n k l k n l k n k k n k k n k≤ − ⇔ + ≤ ⇒ ⋅ + ≤ ⋅ − + = ⋅ − ⋅ + = ⋅ − . 

При ,  p n l k n k k n> + ≤ − + =  максимальный порядок производной по t в 
( )

( ,..., )
p

L x x  больше мак-

симального порядка производной по t переменной, по которой производится частное дифференцирова-

ние в 

( )

( )
0

( ,..., )
( ) ( 1) ( )

p
n k

i l l
k t l k i

l

L x x
p n D

x

−

+
=

∂= −
∂

∑ , в общем случае отлично от нуля.  

При p n< , поскольку l k n k k n+ ≤ − + = , следует, что l k p+ > , 

( )

( )

( ,..., )
0

p

l k i

L x x

x
+

∂ ≡
∂

 и часть членов 

в сумме 

( )

( )
0

( ,..., )
( 1) ( )

p
n k

l l
t l k i

l

L x x
D

x

−

+
=

∂−
∂

∑  будет тождественно равна 0.  

Пограничным является случай p n= , именно этот случай будет рассмотрен в дальнейшем без 

ограничения общности рассмотрения. 

При p n=  в локальных координатах (x) в базе mX  расслоения n
mT X  получаем импульсы в пре-

образовании Остроградского: 

( ) ( ) ( ) ( )
0

0, ( ) . ( )
0

( ,..., ) ( ,..., ) ( ,..., ) ( ,..., )
( 1) ( ) ( ) ... ( 1) ( )

p p p p
n

i l l n n
n t t tl k i i n i

l i

L x x L x x L x x L x x
p D D D

x
x xx

−

+
=

∂ ∂ ∂ ∂= − = − + + −
∂∂ ∂∂

∑  – 

это нуль-импульс (функционал в уравнении Эйлера – Пуассона), импульс 0-го порядка.  
 

Теорема 2 [9] (дифференциальная связь импульсов k-го и (k – 1)-го порядков). 

Пусть :
n

mL T X → ℜ  – невырожденная функция Лагранжа, 
( )

( ,..., )
n

L x x , 
(2 ).

, ( , ,..., )
n k

i
k np x x x

−
, 

(2 1).

1, ( , ,...,
n k

i
k np x x x

− +
− – локальная запись функции L  и импульсов k-го и (k – 1)-го порядков при выборе 

локальных координат (x) в базе mX  расслоения n
mT X . Тогда  

( ).
(2 ) (2 1). .

, 1,( 1)

( , ,..., )
( , ,..., ) ( , ,..., )

n
n k n k

i i
t k n k nk i

L x x x
D p x x x p x x x

x

− − +
−−

∂= −
∂

,                                (2) 

где 

( ).
(2 ).

, ( )
0

( , ,..., )
( , ,..., ) ( 1) ( )

n
n kn k

i l l
k n t l k i

l

L x x x
p x x x D

x

−−

+
=

∂= −
∂

∑  – импульс k-го порядка; 

( ).
( 1)(2 1).

1, ( 1)
0

( , ,..., )
( , ,..., ) ( 1) ( )

n
n kn k

i l l
k n t l k i

l

L x x x
p x x x D

x

− −− +
− + −

=

∂= −
∂

∑  – импульс (k – 1)-го порядка.  
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Имеет место следующая теорема. 

Теорема 3 (о связи импульсов k-го порядка рангов n  и 1n + ). Пусть :
p

mL T X → ℜ , 
( ).

( , ,..., )
p

L x x x  – 

локальная запись функции :
p

mL T X → ℜ  при выборе локальных координат в базе расслоения mX , учи-

тывая определение обобщенного импульса: 

( )

, ( )
0

( ,..., )
( 1) ( )

p
n k

i l l
k n t l k i

l

L x x
p D

x

−

+
=

∂= −
∂

∑ , 0, ,  1,k n i m= =  – импульс k-го порядка ранга n, 

( )
1

, 1 ( )
0

( ,..., )
( 1) ( )

p
n k

i l l
k n t l k i

l

L x x
p D

x

+ −
+ +

=

∂= −
∂

∑  – импульс k-го порядка ранга n + 1. 

Тогда справедливо следующее соотношение: 

( )

1 1
, 1 , ( 1)

( ,..., )
( 1) ( ).

p

i i n k n k
k n k n t n i

L x x
p p D

x

+ − + −
+ +

∂= + −
∂

                                               (3) 

Доказательство: 

( ) ( ) ( )
1

1 1
, 1 ( ) ( ) ( 1 )

0 0

( ,..., ) ( ,..., ) ( ,..., )
( 1) ( ) ( 1) ( ) ( 1) ( )

p p p
n k n k

i l l l l n k n k
k n t t tl k i l k i n k k i

l l

L x x L x x L x x
p D D D

x x x

+ − −
+ − + −

+ + + + − +
= =

∂ ∂ ∂= − = − + − =
∂ ∂ ∂

∑ ∑  

( )

1 1
, ( 1)

( ,..., )
( 1) ( )

p

i n k n k
k n t n i

L x x
p D

x

+ − + −
+

∂= + −
∂

. 

Теорема доказана. 

Теорема 4. Рассмотрим преобразование из новой координатной системы в старую 

1 21 2
( , ,..., ),  ( , ,..., )

mmx x x x x x x x
−

= = . Пусть 
_ _ _

1 2( , ,..., )
i i

mx S x x x=  
_

: ( ) ( )S x x→  – невырожденное преобра-

зование координат в базе гладкого многообразия mX  расслоения скоростей порядка p
mT X , ,  1,i k m= , 

_
1

: ( ) ( )S x x− →  – обратное отображение, тогда  

_ _

1 1

1,  ( ) ( ) ( ) ( )
, , символ Кронекера.

0,  

j ii jm m
i i k
k k ij k j k

j j

i kx x x x x x x x

i kx xx x= =

=∂ ∂ ∂ ∂= δ = δ δ = − ≠∂ ∂ ∂ ∂
∑ ∑         (4) 

Доказательство. 
1 2

( ( ),  ( ),  ...,  ( ))
mi ix x x x x x x x= ∂ . По теореме о сложной функции  

_

1

( ) ( )
.

ji im
i
kk j k

j

x x x x x

x xx=

∂ ∂ ∂= δ =
∂ ∂∂

∑  

Аналогично доказывается равенство 

_

1

( ) ( )
i i jm

i
kk j k

j

x x x x x

xx x=

∂ ∂ ∂= δ =
∂∂ ∂

∑   

Теорема доказана.  
 

Определение 2. Однопараметрическая группа преобразований : m mS X Xℜ× → , 

: ,  m mS X Xτ → ∀τ∈ ℜ  сохраняет лагранжиан :
n

mL T X → ℜ , если выполняется равенство  

( )2
0( ( ), ( ), ( ),..., ( )) | 0

n
t t t

d
L S x D S x D S x D S x

d
τ τ τ τ τ= =

τ
, mx X∀ ∈ . 
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0( ) | :
k k
t m mD S x X T Xτ τ= →  – оператор k-кратного полного дифференцирования по переменной t . 

С каждой однопараметрической группой преобразований можно связать однопараметрическое семейство 

векторных полей 
( )

( , )) ,

i
i dS x

X x
d

ττ = ∀τ∈ℜ
τ

, 0

( )
( ) |

i
i dS x

X x
d

τ
τ==

τ
, 1,i m=  (струй 0-го порядка) и одно-

параметрическое семейство  струй порядка 1n −  

1 1 2 1
( , ) ( ( , ), ( , ), ( , ),..., ( , ))

n i i i i n i
x t t tj X x X x D X x D X x D X x− −τ = τ τ τ τ , 

которые будем называть связанными (индуцированными) с группой преобразований : m mS X Xτ → .  

Векторное поле 0

( )
( ) |

i
i dS x

X x
d

τ
τ==

τ
 и струю порядка 1n −  

1 1 2 1
( , ) ( ( , ), ( , ), ( , ),..., ( , ))

n i i i i n i
x t t tj X x X x D X x D X x D X x− −τ = τ τ τ τ  

также будем называть связанными (индуцированными) с группой преобразований : m mS X Xτ → . 

 

Математическая постановка задачи. 

Пусть :
n

mL T X → ℜ  – гладкая функция, заданная в расслоенном пространстве скоростей 
n

mT X  

многообразия mX  
( )

( ,..., )
n

L x x , 
(2 ).

( , ,..., )
n k

k
ip x x x

−
 – локальная запись функции L  и импульсов k-го поряд-

ка при выборе локальных координат (x) в базе mX  расслоения n
mT X .

( )

, ( )
0

( ,..., )
( 1) ( )

p
n k

i l l
k n t l k i

l

L x x
p D

x

−

+
=

∂= −
∂

∑ , 

1, ,  1,k n i m= = .  

И пусть : m mS X Xℜ× → , : ,  m mS X Xτ → ∀τ∈ ℜ  – однопараметрическая группа преобразований, 

сохраняющая функцию :
n

mL T X → ℜ    

( )2
0( ( ), ( ), ( ),..., ( )) | 0,

n
t t t

d
L S x D S x D S x D S x

d
τ τ τ τ τ= =

τ mx X∀ ∈ . 

Задача данной работы – установить закон сохранения компоненты импульса 

( )

, ( )
0

( ,..., )
( 1) ( )

p
n k

i l l
k n t l k i

l

L x x
p D

x

−

+
=

∂= −
∂

∑ , 1, , 1,k n i m= =  (импульсы k-го порядка ранга n) вдоль струи 

1 1 2 1
( ) ( ( ), ( ), ( ),..., ( ))

n i i i i n i
x t t tj X x X x D X x D X x D X x− −= , связанной с группой преобразований 

: ,m mS X Xτ →  0

( )
( ) |

i
i dS x

X x
d

τ
τ==

τ
, 1,i m= , на экстремалях уравнения Эйлера – Пуассона 

( ).
0

0, (0 )
0

( , ,..., )
( 1) ( ) 0

n
n

i l l
n t l i

l

L x x x
p D

x

−

+
=

∂= − =
∂

∑ , то есть показать, что  

1
,

1 1

( ( ( , )) ) 0
m n

k i i
t t k n

i k

D D X x p−

= =
τ =∑ ∑  

при следующих условиях: 

( ).
0

0, (0 )
0

( , ,..., )
( 1) ( ) 0

n
n

i l l
n t l i

l

L x x x
p D

x

−

+
=

∂= − =
∂

∑ ,  

( )2
0( ( ), ( ), ( ),..., ( )) | 0

n
t t t

d
L S x D S x D S x D S x

d
τ τ τ τ τ= =

τ
, mx X∀ ∈ . 
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Имеет место следующая теорема. 

 

Теорема 5. Пусть : m mS X Xℜ× → , : ,m mS X Xτ → ∀τ ∈ℜ  однопараметрическая группа преоб-

разований :
n

mL T X → ℜ  – гладкая функция в расслоенном пространстве скоростей 
n

mT X  на гладком 

многообразии mX   

( ).
0

0, (0 )
0

( , ,..., )
( 1) ( )

n
n

i l l
n t l i

l

L x x x
p D

x

−

+
=

∂= −
∂

∑ – импульс 0-го порядка (функционал в уравнении 

Эйлера – Пуассона) 
( )

( , )

i
i dS x

X x
d

ττ =
τ

, тогда  

( )
( )2

( )
1 0

( ( ), ( ), ( ),..., ( )) ( ,..., )
( ( , )).

n
n m n

k it t t
tk i

i k

dL S x D S x D S x D S x L x x
D X x

d
x

τ τ τ τ

= =

∂= τ
τ

∂
∑ ∑                      (5) 

Доказательство.  

( ) ( )
( )2 1

.1 1

( ( ), ( ), ( ),..., ( )) ( ) ( ( ))( ,..., ) ( ,..., )
n n

n i im m
t t t t

i i
i i

dL S x D S x D S x D S x dS x d D S xL x x L x x

d d dx
x

τ τ τ τ τ τ

= =

∂ ∂= + +
τ τ τ∂

∂
∑ ∑  

( ) ( ) ( )
2

( ) ( )..1 1 1 0

( ( )) ( ( )) ( ( ))( ,..., ) ( ,..., ) ( ,..., )
...

n n n
i n i k im m m n

t t t

i n i k i
i i i k

d D S x d D S x d D S xL x x L x x L x x

d d d
x xx

τ τ τ

= = = =

∂ ∂ ∂+ + + = =
τ τ τ

∂ ∂∂

∑ ∑ ∑∑  

( ) ( )

( ) ( )
1 0 1 0

( )( ,..., ) ( ,..., )
( ) ( ( , )).

n n
im n m n

k k i
t tk i k i

i k i k

dS xL x x L x x
D D X x

d
x x

τ

= = = =

∂ ∂= = τ
τ

∂ ∂
∑∑ ∑ ∑  

В частности, при n = 1 

(1) (1)

.1

( ( ), ( )) ( , ) ( , )
( ( , ) ( ( , )))

m
i it

ti i
i

dL S x D S x L x x L x x
X x D X x

d x
x

τ τ

=

∂ ∂= τ + τ =
τ ∂

∂

∑  

(1) (1)

.1 1

( , ) ( , )
( ( , ) ( ( , ))

m m
i i

ti i
i i

L x x L x x
X x D X x

x
x

= =

∂ ∂τ + τ =
∂

∂

∑ ∑  

. .
.

.1 1 1

( , ) ( , ) ( , )
( ( , ) .

kim m m
i

i i k
i i k

L x x L x x X x
X x x

x x
x

= = =

∂ ∂ ∂ τ= τ +
∂ ∂

∂

∑ ∑∑  

Теорема доказана.  

 

Справедлива следующая теорема. 

 

Теорема 6. Пусть : m mS X Xℜ× → , : ,  m mS X Xτ → ∀τ ∈ ℜ  – группа преобразований в mX , 

:
n

mL T X → ℜ  – гладкая вещественнозначная функция в расслоении скоростей 
n

mT X . 

( )
(2 ).

, ( )
0

( ,..., )
( , ,..., ) ( 1) ( )

n
n kn k

i l l
k n t l k i

l

L x x
p x x x D

x

−−

+
=

∂= −
∂

∑ , 1,i m=  – импульсы k-го порядка ранга n 
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( )
( , ))

i
i dS x

X x
d

ττ =
τ

 – однопараметрическое семейство векторных полей, индуцированное группой 

: m mS X Xτ → . Тогда имеет место следующее равенство: 

( )

1
, 0,( )

1 1 1 0 1

( ,..., )
( ( ( , )) ) ( ( , )) ( , )

n
m n m n m

k i i k i i i
t t k n t nk i

i k i k i

L x x
D D X x p D X x X x p

x

−

= = = = =

∂τ = τ − τ
∂

∑ ∑ ∑∑ ∑ .                  (6) 

Доказательство. По теореме 2 имеем 

( ).
(2 ) (2 1). .

, 1,( 1)

( , ,..., )
( , ,..., ) ( , ,..., ).

n
n k n k

i i
t k n k nk i

L x x x
D p x x x p x x x

x

− − +
−−

∂= −
∂

 

1 1 1
, , ,

1 1 1 1 1 1

( ( ( , )) ) ( ( ( , ))) ( ( , ))
m n m n m n

k i i k i i k i i
t t k n t t k n t t k n

i k i k i k

D D X x p D D X x p D X x D p− − −

= = = = = =
τ = τ + τ =∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑  

( ).
(2 1).

1
, 1,( 1)

1 1 1 1

( , ,..., )
( ( , )) ( ( , ))( ( , ,..., ))

n
m n m n n k

k i i k i i
t k n t k nk i

i k i k

L x x x
D X x p D X x p x x x

x

− +
−

−−
= = = =

∂= τ + τ − =
∂

∑ ∑ ∑ ∑  

( ).
(2 1).

1 1
, 1,( 1)

1 1 1 1 1 1

( , ,..., )
( ( , )) ( ( , ))( ) ( ( , )) ( , ,..., ).

n
m n m n m n n k

k i i k i k i i
t k n t t k nk i

i k i k i k

L x x x
D X x p D X x D X x p x x x

x

− +
− −

−−
= = = = = =

∂= τ + τ − τ
∂

∑ ∑ ∑ ∑ ∑∑  (7) 

Введем новую переменную 1k  и свяжем со старой переменной k : 

1 1 1 1, 1 0 1 1,k k k k k n k n= − ⇒ = + ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤ −  затем подставим 1k  в формулу (7): 

( ).
(2 1).

1 1
, 1,( 1)

1 1 1 1 1 1

( , ,..., )
( ( , )) ( ( , ))( ) ( ( , )) ( , ,..., )

n
m n m n m n n k

k i i k i k i i
t k n t t k nk i

i k i k i k

L x x x
D X x p D X x D X x p x x x

x

− +
− −

−−
= = = = = =

∂τ + τ − τ =
∂

∑ ∑ ∑ ∑ ∑∑  

( ).
1 1 (2 1).

1 1
, 1,( 1)

1 1 1 1 0 1 1 0

( , ,..., )
( ( , )) ( ( , ))( ) ( ( , )) ( , ,..., )

n
m n m n m n n k

k i i k i k i i
t k n t t k nk i

i k i k i k

L x x x
D X x p D X x D X x p x x x

x

− − −

= = = = = =

∂= τ + τ − τ =
∂

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑  

( ).
1 1

0
, , 0, , ( )

1 1 1 1 1 0

( , ,..., )
( ( , ))( ) ( , ) ( , ) ( ( , ))( )

n
m n m m m n

k i i i i i n i i k i
t k n k n t n t n n t k i

i k i i i k

L x x x
D X x p p D X x p D X x p D X x

x

− −

= = = = = =

∂= τ − − τ + τ + τ =
∂

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑  

( ) ( ). .
1

0
0, ( ) ( )

1 1 1 0

( , ,..., ) ( , ,..., )
( , ) ( , ) ( ( , ))( )

n n
m m m n

i i n i k i
t n t tn i k i

i i i k

L x x x L x x x
D X x p D X x D X x

x x

−

= = = =

∂ ∂= − τ + τ + τ =
∂ ∂

∑ ∑ ∑ ∑  

( ).

0, ( )
1 1 0

( , ,..., )
( , ) ( ( , ))( ).

n
m m n

i i k i
n t k i

i i k

L x x x
X x p D X x

x= = =

∂= − τ + τ
∂

∑ ∑ ∑  

Этот результат может быть получен и по-другому. Проведем доказательство индукцией по n. При 

1n =  в формуле (6) получим импульс k-го порядка ранга n: 

(1)
1 1

1
, 0, 1( )

1 1 1 0 1

( ,..., )
( ( ( , )) ) ( ( , )) ( , ) .

m n m n m
k i i k i i i

t t k n t nk i
i k i k i

L x x
D D X x p D X x X x p

x

= =
−

=
= = = = =

∂τ = τ − τ
∂

∑ ∑ ∑ ∑ ∑                  (8) 
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Преобразуем левую часть формулы (8): 

1 1 0
1,1 1,1 1,1

1 1 1

( ( ( , )) ) ( ( ( , )) ) ( ( , ) )
m m m

i i i i i i
t t t t t

i i i

D D X x p D D X x p D X x p−

= = =
τ = τ = τ =∑ ∑ ∑  

1,1 1,1
1 1

( ( , )) ( , ) ( )
m m

i i i i
t t

i i

D X x p X x D p
= =

= τ + τ =∑ ∑  

. . .

. . .
1 1 1

( , ) ( , ) ( , )
( ( , )) ( , ) ( ) ( ( , )).

m m m
i i i

t t ti i i
i i i

L x x L x x L x x
D X x X x D D X x

x x x= = =

∂ ∂ ∂= τ + τ = τ
∂ ∂ ∂

∑ ∑ ∑                       (9) 

Преобразуем правую часть (8): 

( )
1

0, 1( )
1 0 1

( ,..., )
( ( , )) ( , )

n
m n m

k i i i
t nk i

i k i

L x x
D X x X x p

x

=
=

= = =

∂ τ − τ =
∂

∑∑ ∑  

. .

0 1
0, 1.

1 1

( , ) ( , )
( ( , )) ( ( , )) ( , )

m m
i i i i

t t ni i
i i

L x x L x x
D X x D X x X x p

x x

=
= =

∂ ∂= τ + τ − τ =
∂ ∂

∑ ∑  

. . . .

1

. .
1 1

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
( ( , )) ( ( , )) ( , )( ( ))

m m
i i i

t ti i i i
i i

L x x L x x L x x L x x
X x D X x X x D

x
x x x= =

∂ ∂ ∂ ∂= τ + τ − τ − =
∂∂ ∂ ∂

∑ ∑  

. . . .

1

. .
1 1 1 1

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
( , ) ( ( , )) ( , ) ( , ) ( )

m m m m
i i i i

t ti i i i
i i i i

L x x L x x L x x L x x
X x D X x X x X x D

x
x x x= = = =

∂ ∂ ∂ ∂= τ + τ − τ + τ =
∂∂ ∂ ∂

∑ ∑ ∑ ∑  

. . .

1

. . .
1 1 1

( , ) ( , ) ( , )
( ( , )) ( , ) ( ) ( ( , )).

m m m
i i i

t t ti i i
i i i

L x x L x x L x x
D X x X x D D X x

x x x= = =

∂ ∂ ∂= τ + τ = τ
∂ ∂ ∂

∑ ∑ ∑              (10) 

Формулы (9), (10) совпадают, база индукции при n = 1 проверена.  

При 2n =  в формуле (6) получим 

(2)

, ( )
0

( ,..., )
( 1) ( ),

n k
i l l
k n t l k i

l

L x x
p D

x

−

+
=

∂= −
∂

∑  0, ,  1,k n i m= = – импульс k-го порядка ранга n; 

.. ..(2) . .
2 1

0 0 1 1
1,2 ( 1) (0 1) (1 1)

0

( ,..., ) ( , , ) ( , , )
( 1) ( ) ( 1) ( ) ( 1) ( )

i l l
t t tl i i i

l

L x x L x x x L x x x
p D D D

x x x

−

+ + +
=

∂ ∂ ∂= − = − + − =
∂ ∂ ∂

∑  

.. .. ... . .

1

(1) . ..

( , , ) ( , , ) ( , , )
( );ti i i

L x x x L x x x L x x x
D

x x x

∂ ∂ ∂= = −
∂ ∂ ∂

 

.. ..(2) . .
2 2

0 0
2,2 (0 2) (0 2) ..

0

( ,..., ) ( , , ) ( , , )
( 1) ( ) ( 1) ( )

i l l
t ti i i

l

L x x L x x x L x x x
p D D

x x x

−

+ +
=

∂ ∂ ∂= − = − =
∂ ∂ ∂

∑ ; 

.. .. ..(2) . . .
2 0

0 0 1 1 2 2
0,2 ( 0) (0 0) (0 1) (0 2)

0

( ,..., ) ( , , ) ( , , ) ( , , )
( 1) ( ) ( 1) ( ) ( 1) ( ) ( 1) ( )

i l l
t t t tl i i i i

l

L x x L x x x L x x x L x x x
p D D D D

x x x x

−

+ + + +
=

∂ ∂ ∂ ∂= − = − + − + − =
∂ ∂ ∂ ∂

∑

.. .. ... . .

2

. ..

( , , ) ( , , ) ( , , )
( ( ).t ti i i

L x x x L x x x L x x x
D D

x
x x

∂ ∂ ∂= − +
∂ ∂ ∂
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По формуле (6) проверим выполнение равенства  

( )

1
, 0,( )

1 1 1 0 1

( ,..., )
( ( ( , )) ) ( ( , )) ( , )

n
m n m n m

k i i k i i i
t t k n t nk i

i k i k i

L x x
D D X x p D X x X x p

x

−

= = = = =

∂τ = τ − τ
∂

∑ ∑ ∑∑ ∑  

При n = 2 уравнение (6) примет следующий вид: 

( )
2 2

1
, 0, 2.( )

1 1 1 0 1

( ,..., )
( ( ( , )) ) ( ( , )) ( , )

n
m n m n m

k i i k i i i
t t k n t nk i

i k i k i

L x x
D D X x p D X x X x p

x

= =
−

=
= = = = =

∂τ = τ − τ
∂

∑ ∑ ∑ ∑ ∑   

Преобразуем левую часть последнего выражения: 

1 1 2 1 0
1,2 2,2 1,2 2,2

1 1

( ( ( , )) ( ( , )) ) ( ( ( , )) ( ( , )) )
m m

i i i i i i i i
t t t t t t

i i

D D X x p D X x p D D X x p D X x p− −

= =
τ + τ = τ + τ =∑ ∑  

1,2 2,2
1

( ( , )) ( ( , )) )
m

i i i i
t t

i

D X x p D X x p
=

= τ + τ =∑  

2
1,2 1,2 2,2 2,2

1

( ( , )) ( , ) ( ) ( ( , )) ( ( , )) ( )
m

i i i i i i i i
t t t t t

i

D X x p X x D p D X x p D X x D p
=

= τ + τ + τ + τ =∑  

2
1,2 1,2 2,2 2,2

1 1 1 1

( ( , )) ( , ) ( ) ( ( , )) ( ( , )) ( ).
m m m m

i i i i i i i i
t t t t t

i i i i

D X x p X x D p D X x p D X x D p
= = = =

= τ + τ + τ + τ∑ ∑ ∑ ∑  

По теореме 2 имеем 

( ).
(2 ) (2 1). .

, 1,( 1)

( , ,..., )
( , ,..., ) ( , ,..., ).

n
n k n k

i i
t k n k nk i

L x x x
D p x x x p x x x

x

− − +
−−

∂= −
∂

 

.. .. ... . .
.. .. .. (3). (4) (4). . .

1,2 1 1,2 1 1,2 0,2(1 1)

( , , ) ( , , ) ( , , )
( , , ) ( , , ) ( , , , , ) ( ,..., ),

i i i i
t i i i

L x x x L x x x L x x x
D p x x x p x x x p x x x x x p x x

x xx

− −−
∂ ∂ ∂= − = − = −

∂ ∂∂
  

.. .. ... . .
.. .. .. (3). (4) (3). . .

2,2 2 1,2 2 1,2 1,2(2 1) . .

( , , ) ( , , ) ( , , )
( , , ) ( , , ) ( , , , , ) ( ,..., ).

i i i i
t i i i

L x x x L x x x L x x x
D p x x x p x x x p x x x x x p x x

x x x

− −−
∂ ∂ ∂= − = − = −

∂ ∂ ∂
 

На основании чего последний результат можно переписать так: 

2
1,2 1,2 2,2 2,2

1 1 1 1

( ( , )) ( , ) ( ) ( ( , )) ( ( , )) ( )
m m m m

i i i i i i i i
t t t t t

i i i i

D X x p X x D p D X x p D X x D p
= = = =

τ + τ + τ + τ =∑ ∑ ∑ ∑  

.. ... .
(4)

2
1,2 0,2 2,2 1,2.

1

( , , ) ( , , )
( ( , )) ( , )( ( ,..., )) ( ( , )) ( ( , ))( )

m
i i i i i i i i

t t ti i
i

L x x x L x x x
D X x p X x p x x D X x p D X x p

x x=

∂ ∂= τ + τ − + τ + τ − =
∂ ∂

∑  

.. ... .
(4)

2
1,2 0,2 2,2 1,2.

1

( , , ) ( , , )
( ( , )) ( , )( ( ,..., )) ( ( , )) ( ( , ))( )

m
i i i i i i i i

t t ti i
i

L x x x L x x x
D X x p X x p x x D X x p D X x p

x x=

∂ ∂= τ + τ − + τ + τ − =
∂ ∂

∑  

.. ... .
(4)

2
0,2 2,2 .

1

( , , ) ( , , )
( , )( ( ,..., )) ( ( , )) ( ( , ))( )

m
i i i i i

t ti i
i

L x x x L x x x
X x p x x D X x p D X x

x x=

∂ ∂= τ − + τ + τ =
∂ ∂

∑  
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.. .. ... . .
(4)

2
0,2 .. .

1

( , , ) ( , , ) ( , , )
( , )( ( ,..., )) ( ( , )) ( ( , ))( )

m
i i i i

t ti i i
i

L x x x L x x x L x x x
X x p x x D X x D X x

x x x=

∂ ∂ ∂= τ − + τ + τ =
∂ ∂ ∂

∑  

.. .. ... . .
(4)

2
0,2. ..

1

( , , ) ( , , ) ( , , )
( , )( ( ( , ))( ( ( , )) ( , ) ( ,..., )

m
i i i i i

t ti i i
i

L x x x L x x x L x x x
X x D X x D X x X x p x x

x x x=

∂ ∂ ∂= τ + τ + τ − τ =
∂ ∂ ∂

∑  

.. .. ... . .
(4)

2
0,2. ..

1 1

( , , ) ( , , ) ( , , )
( , )( ( ( , ))( ( ( , )) ( , ) ( ,..., )

m m
i i i i i

t ti i i
i i

L x x x L x x x L x x x
X x D X x D X x X x p x x

x x x= =

∂ ∂ ∂= τ + τ + τ − τ =
∂ ∂ ∂

∑ ∑  

(2)
2

0,( )
1 0 1

( ,..., )
( ( , )) ( , ) .

m m
k i i i
t nk i

i k i

L x x
D X x X x p

x= = =

∂= τ − τ
∂

∑∑ ∑  

Утверждение теоремы проверено для n = 2. 

Пусть утверждение теоремы справедливо для произвольного натурального числа n:  

( )

1
, 0,( )

1 1 1 0 1

( ,..., )
( ( ( , )) ) ( ( , )) ( , )

n
m n m n m

k i i k i i i
t t k n t nk i

i k i k i

L x x
D D X x p D X x X x p

x

−

= = = = =

∂τ = τ − τ
∂

∑ ∑ ∑∑ ∑  

Докажем, что оно верно для n + 1, тогда запишем: 

( 1)
1 1

1
, 1 0, 1( )

1 1 1 0 1

( ,..., )
( ( ( , )) ) ( ( , )) ( , ) .

n
m n m n m

k i i k i i i
t t k n t nk i

i k i k i

L x x
D D X x p D X x X x p

x

+
+ +

−
+ +

= = = = =

∂τ = τ − τ
∂

∑ ∑ ∑ ∑ ∑             (11) 

По теореме 3 (формула 3) имеем 

( )

1 1
, 1 , ( 1)

( ,..., )
( 1) ( )

p

i i n k n k
k n k n t n i

L x x
p p D

x

+ − + −
+ +

∂= + −
∂

,   

( 1) ( 1) ( 1)
1 ( 1)1

, 1 1, 1( ) ( ) ( 1)
0 0

( ,..., ) ( ,..., ) ( ,..., )
( 1) ( ) ( 1) ( )

n n n
n nn k

i l l i l l
k n t n n tl k i l k i n i

l l

L x x L x x L x x
p D p D

x x x

+ + +
+ − ++ −

+ + ++ + +
= =

∂ ∂ ∂= − ⇒ = − =
∂ ∂ ∂

∑ ∑ . 

Проведем преобразования левой части формулы (11): 

1
1 1 1 1

, 1 , 1 1, 1
1 1 1 1 1

( ( ( , )) ) ( ( ( , )) ( ( , )) )
m n m n m

k i i k i i n i i
t t k n t t k n t n n

i k i k i

D D X x p D D X x p D X x p
+

− − + −
+ + + +

= = = = =
τ = τ + τ =∑ ∑ ∑ ∑ ∑  

1
, 1 1, 1

1 1

( ( ( , )) ) ( ( , )) )
m n

k i i n i i
t t k n t n n

i k

D D X x p D X x p−
+ + +

= =
τ + τ =∑ ∑  

1
, 1 1, 1

1 1 1

( ( ( , )) ) ( ( ( ( , )) )
m n m

k i i n i i
t t k n t t n n

i k i

D D X x p D D X x p−
+ + +

= = =
= τ + τ =∑ ∑ ∑  

1
, 1 1, 1

1 1 1

1
, 1 1, 1

1 1 1

( ( ( , )) ) ( ( , )) )

( ( ( , )) ) ( ( ( , )) ).

m n m
k i i n i i

t t k n t n n
i k i

m n m
k i i n i i

t t k n t t n n
i k i

D D X x p D X x p

D D X x p D D X x p

−
+ + +

= = =

−
+ + +

= = =

= τ + τ =

= τ + τ

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

                         (12) 
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Подставим 

( 1)

1 1
, 1 , ( 1)

( ,..., )
( 1) ( )

n

i i n k n k
k n k n t n i

L x x
p p D

x

+
+ − + −

+ +
∂= + −

∂
 при 1p n= +  в первую сумму в формуле (12): 

1
, 1 1, 1

1 1 1

( ( ( , )) ) ( ( ( , ) )
m n m

k i i n i i
t t k n t t n n

i k i

D D X x p D D X x p−
+ + +

= = =
τ + τ =∑ ∑ ∑  

( 1)

1 1 1
, 1, 1( 1)

1 1 1

( ,..., )
( ( ( , ))( ( 1) ( ))) ( ( ( , ))

n
m n m

k i i n k n k n i i
t t k n t t t n nn i

i k i

L x x
D D X x p D D D X x p

x

+
− + − + −

+ ++
= = =

∂= τ + − + τ =
∂

∑ ∑ ∑  

( )

1 1 1 1
, 1, 1( 1)

1 1 1 1 1

( ,..., )
( ( ( , )) ) ( ( ( , ))( 1) ( )) ( ( ( , )) )

p
m n m n m

k i i k i n k n k n i i
t t k n t t t t t n nn i

i k i k i

L x x
D D X x p D D X x D D D X x p

x

− − + − + −
+ ++

= = = = =

∂= τ + τ − + τ =
∂

∑∑ ∑∑ ∑  

( 1) ( 1)

1 1 1 1
, ( 1) ( 1)

1 1 1 1 1

( ,..., ) ( ,..., )
( ( ( , )) ) ( ( , ))( 1) ( ) ( ( ( , )) ).

n n
m n m n m

k i i k i n k n k n i
t t k n t t t tn i n i

i k i k i

L x x L x x
D D X x p D X x D D D X x

x x

+ +
− − + − + −

+ +
= = = = =

∂ ∂= τ + τ − + τ
∂ ∂

∑∑ ∑∑ ∑  (13) 

По предположению индукции первое слагаемое в сумме (13) равно 

( ) ( 1)

1
, 0,( )

1 1 1 0 1

( ,..., , )
( ( ( , )) ) ( ( , )) ( , ) .

n n
m n m n m

k i i k i i i
t t k n t nk i

i k i k i

L x x x
D D X x p D X x X x p

x

+
−

= = = = =

∂τ = τ − τ
∂

∑ ∑ ∑ ∑ ∑              (14) 

По формуле (3) имеем 

( 1) ( 1)

1 0 1 0 1 1
0, 1 0, 0,( 1) ( 1)

( ,..., ) ( ,..., )
( 1) ( ) ( 1) ( ).

n n

i i n n i n n
n n t n tn i n i

L x x L x x
p p D p D

x x

+ +
+ − + − + +

+ + +
∂ ∂= + − = + −

∂ ∂
             (15) 

Преобразуем второе слагаемое в сумме (13): 

( 1)

1 1 1

( 1)
1 1

( ,..., )
( ( ( , ))( 1) ( ))

n
m n

k i n k n k
t t t n i

i k

L x x
D D X x D

x

+
− + − + −

+
= =

∂τ − =
∂

∑∑  

( 1)

1 1 1

( 1)
1 1

( ,..., )
( ( ( , )))( 1) ( ))

n
m n

k i n k n k
t t t n i

i k

L x x
D D X x D

x

+
− + − + −

+
= =

∂= τ − +
∂

∑∑  

( 1)

1 1 1

( 1)
1 1

( ,..., )
( ( , ))( 1) ( ( ))

n
m n

k i n k n k
t t t n i

i k

L x x
D X x D D

x

+
− + − + −

+
= =

∂+ τ − =
∂

∑∑  

( 1)

1 1

( 1)
1 1

( 1)

1 1 2

( 1)
1 1

( ,..., )
( ( , )))( 1) ( ))

( ,..., )
( ( , ))( 1) ( )).

n
m n

k i n k n k
t t n i

i k

n
m n

k i n k n k
t t n i

i k

L x x
D X x D

x

L x x
D X x D

x

+
+ − + −

+
= =

+
− + − + −

+
= =

∂= τ − +
∂

∂+ τ −
∂

∑∑

∑∑

                                     (16) 

Введем новую переменную и преобразуем второе слагаемое последней суммы (16), которую пере-

пишем в следующем виде:  

1 1 1 1 ,1 0 1 1, 1 1, 2 1 1k k k k k n k n n k n k n k n k= − ⇒ = + ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤ − + − = − + − = + −  

( 1) ( 1)
1

1 1 1 1 1 1

( 1) ( 1)
1 1 1 1 0

( ,..., ) ( ,..., )
( ( , ))( 1) ( )) ( ( , )))( 1) ( ))

n n
m n m n

k i n k n k k i n k n k
t t t tn i n i

i k i k

L x x L x x
D X x D D X x D

x x

+ +
−

+ − + − − + −
+ +

= = = =

∂ ∂τ − + τ − =
∂ ∂

∑∑ ∑ ∑  
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( 1) ( 1)
1

1 1 1

( 1) ( 1)
1 1 1 0

( ,..., ) ( ,..., )
( ( , ))( 1) ( )) ( ( , )))( 1) ( ))

n n
m n m n

k i n k n k k i n k n k
t t t tn i n i

i k i k

L x x L x x
D X x D D X x D

x x

+ +
−

+ − + − − + −
+ +

= = = =

∂ ∂= τ − + τ − =
∂ ∂

∑∑ ∑∑  

( 1) ( 1)
1 1

1 1 1

( 1) ( 1)
1 1 1 1

( ,..., ) ( ,..., )
( ( , ))( 1) ( )) ( ( , )))( 1) ( ))

n n
m n m n

k i n k n k k i n k n k
t t t tn i n i

i k i k

L x x L x x
D X x D D X x D

x x

+ +
− −

+ − + − − + −
+ +

= = = =

∂ ∂= τ − + τ − +
∂ ∂

∑∑ ∑∑  

( 1) ( 1)

1 1 0 0 1 0

( 1) ( 1)
1 1

( ,..., ) ( ,..., )
( ( , ))( 1) ( )) ( ( , ))( 1) ( ))

n n
m m

n i n n n n i n n
t t t tn i n i

i i

L x x L x x
D X x D D X x D

x x

+ +
+ − + − − + −

+ +
= =

∂ ∂+ τ − + τ − =
∂ ∂

∑ ∑  

( 1) ( 1)
1

1 1 1 1

( 1) ( 1)
1 1 1

( ,..., ) ( ,..., )
(( 1) ( ( , )) ( )( 1) 1)) ( ( , ))( 1) ( )

n n
m n m

n k k i n k n i n n
t t t tn i n i

i k i

L x x L x x
D X x D D X x D

x x

+ +
−

− + − + −
+ +

= = =

∂ ∂= − τ − + + τ − +
∂ ∂

∑∑ ∑  

( 1)

0 0 1 0

( 1)
1

( ,..., )
( ( , ))( 1) ( )

n
m

i n n
t t n i

i

L x x
D X x D

x

+
− + −

+
=

∂+ τ − =
∂

∑  

( 1) ( 1)

1 0 1

( 1) ( 1)
1 1

( ,..., ) ( ,..., )
( 1) ( ( , )) ( ) ( ( , ))( 1) ( )

n n
m m

n i i n n
t t t tn i n i

i i

L x x L x x
D X x D D X x D

x x

+ +
+

+ +
= =

∂ ∂= − τ + τ − =
∂ ∂

∑ ∑  

( 1) ( 1)

1 1

( 1) ( 1)
1 1

( ,..., ) ( ,..., )
( 1) ( ( , )) ( ) ( , )( 1) ( ).

n n
m m

n i i n n
t t tn i n i

i i

L x x L x x
D X x D X x D

x x

+ +
+

+ +
= =

∂ ∂= − τ + τ −
∂ ∂

∑ ∑                  (17) 

Рассмотрим последнее слагаемое в сумме (13): 

( 1) ( 1) ( 1)

( 1) ( 1) ( 1)
1 1

( ,..., ) ( ,..., ) ( ,..., )
( ( ( , )) ) ( ( ( ( , ))) ( ( , )) ( ))

n n n
m m

n i n i n i
t t t t t tn i n i n i

i i

L x x L x x L x x
D D X x D D X x D X x D

x x x

+ + +

+ + +
= =

∂ ∂ ∂τ = τ + τ =
∂ ∂ ∂

∑ ∑

( 1) ( 1)

1

( 1) ( 1)
1

( ,..., ) ( ,..., )
( ( ( , ))) ( ( , )) ( ))

n n
m

n i n i
t t tn i n i

i

L x x L x x
D X x D X x D

x x

+ +
+

+ +
=

∂ ∂= τ + τ =
∂ ∂

∑  

( 1) ( 1)

1

( 1) ( 1)
1 1

( ,..., ) ( ,..., )
( ( , ))) ( ( , )) ( ).

n n
m m

n i n i
t t tn i n i

i i

L x x L x x
D X x D X x D

x x

+ +
+

+ +
= =

∂ ∂= τ + τ
∂ ∂

∑ ∑                          (18) 

Преобразуем левую часть доказываемого тождества (11), равную сумме (13) и состоящую из трех 

слагаемых, равных соответственно правым частям формул (14), (17), (18): 

=
∂

∂
+

∂

∂
−+ ∑∑∑∑∑

=
+

+

+

+

−+−+

= =

−

= =

−
)

),...,(
)),((()

),...,(
()1()),(())),(((

1
)1(

)1(

)1(

)1(

11

1 1

1

1

,

1

1
m

i
in

n

in

ttin

n

kn

t

kn
m

i

n

k

ik

t

m

i

i

nk

n

k

ik

tt

x

xxL
xXDD

x

xxL
DxXDpxXDD τττ  

( 1) ( 1)

1
0,( ) ( 1)

1 0 1 1

( ,..., ) ( ,..., )
( ( , )) ( , ) ( 1) ( ( , )) ( )

n n
m n m m

k i i i n i
t n t tk i n i

i k i i

L x x L x x
D X x X x p D X x D

x x

+ +

+
= = = =

∂ ∂= τ − τ + − τ +
∂ ∂

∑∑ ∑ ∑  

( 1) ( 1) ( 1)

1 1

( 1) ( 1) ( 1)
1 1 1

( ,..., ) ( ,..., ) ( ,..., )
( , )( 1) ( ) ( ( , ))) ( ( , )) ( )

n n n
m m m

i n n n i n i
t t t tn i n i n i

i i i

L x x L x x L x x
X x D D X x D X x D

x x x

+ + +
+ +

+ + +
= = =

∂ ∂ ∂+ τ − + τ + τ =
∂ ∂ ∂

∑ ∑ ∑  



2018                                      ВЕСТНИК ПОЛОЦКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА. Серия C 

 

 206

( 1)

0,( )
1 0 1

( 1) ( 1)

1 1

( 1) ( 1)
1 1

( ,..., )
( ( , )) ( , )

( ,..., ) ( ,..., )
( , )( 1) ( ) ( ( , ))) .

n
m n m

k i i i
t nk i

i k i

n n
m m

i n n n i
t tn i n i

i i

L x x
D X x X x p

x

L x x L x x
X x D D X x

x x

+

= = =

+ +
+ +

+ +
= =

∂= τ − τ +
∂

∂ ∂+ τ − + τ
∂ ∂

∑∑ ∑

∑ ∑

                       (19) 

Учитывая выражение (15), объединим первое и последнее слагаемое в сумме (19), получим, что 

левая часть (11) равна 
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Преобразуем выражение (20), учитывая формулу (15):   
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Полученный результат (21) представляет правую часть доказываемого равенства (11).  

Теорема доказана. 

Имеет место следующая теорема.  
 

Теорема 7. Пусть :
n

mL T X → ℜ  – гладкая функция, заданная в расслоенном пространстве скоро-

стей 
n

mT X . 
( )

( ,..., )
n

L x x ,
(2 ).

( , ,..., )
n k

k
ip x x x

−
 – локальная запись функции L  и импульсов k-го порядка при 

выборе локальных координат (x) в базе mX  расслоения n
mT X .

( )
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p
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p D
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+
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∂
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1, , 1,k n i m= = . И пусть : m mS X Xℜ× → , : ,m mS X Xτ → ∀τ ∈ℜ  – однопараметрическая группа преоб-

разований, сохраняющая функцию :
n

mL T X → ℜ  

( )2
0( ( ), ( ), ( ),..., ( )) | 0

n
t t t

d
L S x D S x D S x D S x
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τ
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1 1 2 1
( ) ( ( ), ( ), ( ),..., ( ))

n i i i i n i
x t t tj X x X x D X x D X x D X x− −=  – струя порядка n – 1, связанная с группой преобра-

зований : ,m mS X Xτ →  0

( )
( ) | ,

i
i dS x

X x
d

τ
τ==

τ
 1,i m=  – векторное поле. 
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Тогда на экстремалях уравнения Эйлера – Пуассона  

( ).
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i l l
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p D
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ведлив закон сохранения компоненты обобщенного импульса вдоль струи: 

1
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1 1

( ( ( )) ) 0
m n

k i i
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D D X x p−

= =
=∑ ∑ . 

Доказательство. По формуле (6) теоремы 6 при любых ,mx X∈ τ ∈ℜ  выполнено соотношение : 
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В частности, при 0τ =  
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По условию теоремы 7 : ,m mS X Xτ → ∀τ ∈ℜ  – однопараметрическая группа преобразований со-

храняет функцию Лагранжа :
n

mL T X → ℜ   

( )2
0( ( ), ( ), ( ),..., ( )) | 0,

n
t t t

d
L S x D S x D S x D S x

d
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τ
.mx X∀ ∈                                   (24) 

По формуле (5) теоремы 5 имеет место равенство 
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которое выполняется при любом τ , в частности, при 0τ = . Учитывая равенства (24), (25) получаем 
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Следовательно, 
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∑ ∑ . Поскольку : mx Xℜ →  – экстремаль уравнения 

Эйлера – Пуассона, то  
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Таким образом, 0,
1 1

( ) ( ) 0 0.
m m

i i i
n

i i

X x p X x
= =

= ⋅ =∑ ∑  Подставляя формулы (26), (27) в равенство (23) по-

лучим основной результат работы: 
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Теорема доказана. 
 

Замечание 2. Введенное в работе определение компоненты импульса вдоль струи и сохранение 

компоненты импульса ранга n вдоль струи порядка n – 1 на экстремалях уравнения Эйлера – Пуассона 

для групп преобразований, сохраняющих вариационную задачу, является прямым и естественным обоб-

щением определения компоненты импульса первого порядка вдоль векторного поля (струи нулевого по-

рядка), связанного с однопараметрической группой преобразований, сохраняющих функцию Лагранжа, 

зависящую от производных нулевого и первого порядков [1, с. 297]. В частности, на экстремалях уравне-

ния Эйлера – Лагранжа справедлив закон сохранения компоненты импульса первого порядка первого 

ранга вдоль векторного поля, индуцированного группой, сохраняющей вариационную задачу первого 

порядка: 
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GROUPS OF TRANSFORMATION CONSERVING 

VARIATIONAL PROBLEM WITH SENIOR DERIVATIVES 

 

Y. PASTUKHOV, D. PASTUKHOV 

 

The definition of the momentum component is introduced along the jet and the conservation of compo-

nents of momentum of rank n along the jet of order n – 1 on the extremals of the Euler-Lagrange equation for 

groups of transformations preserving the variational problem is a direct and natural generalization of the de-

termination of the momentum vector field (zero-order jet) connected with a one-parameter group of transfor-

mations preserving Lagrangian function that depends on the derivatives of zero and first orders. For the ex-

tremes of the Euler – Lagrange equation, the property of preserving the momentum component of rank n – 1, 

connected with the transformation group preserving the variational problem with higher derivatives: 

1
,

1 1

( ( ( )) ) 0
m n

k i i
t t k n

i k

D D X x p−

= =
=∑ ∑ , 

: m mS X Xℜ× →       : ,m mS X Xτ → ∀τ ∈ℜ  – is a one-parameter group of transformations that pre-

serves the function :
n

mL T X → ℜ   

( )2
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d
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τ mx X∀ ∈ , 

1 1 2 1
( ) ( ( ), ( ), ( ),..., ( ))
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x t t tj X x X x D X x D X x D X x− −=  – a jet of order n-1 connected, with the trans-

formation group : ,m mS X Xτ →  0

( )
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i
i dS x

X x
d

τ
τ==

τ
  1,i m= . 

 

Keywords: the Euler – Lagrange equation, the Euler – Poisson equation, smooth manifolds,  

fibered velocity space, system momentum, energy tensor, generalized-momentum tensor, nondegenerate function, 

jet of a vector field. 
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