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ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ 
 

 

УДК 621.391.82  

 

МЕТОД АДАПТИВНОГО МАСКИРОВАНИЯ ВИДЕОКАДРА  

МАСКИРУЕМЫМ СИГНАЛОМ 

 

д-р техн. наук, проф. В.К. ЖЕЛЕЗНЯК, Е.Р. АДАМОВСКИЙ 

(Полоцкий государственный университет) 

 

Предложен метод формирования адаптивного маскирующего видеокадра на основе произ-

вольного маскируемого видеосигнала и хаотической импульсной последовательности. Обоснование 

преимущества метода за счет свойства адаптивности. Анализ метода в сравнении с существую-

щими методами маскирования видеоинформации. 
 

Ключевые слова: маскирующий сигнал, маскируемый сигнал, видеосигнал, метод маскирова-

ния, хаотическая импульсная последовательность, канал утечки информации. 

 

Введение. Монитор компьютера при выводе изображения излучает электромагнитный сигнал, 

формируемый видеокартой. Доступ к данному сигналу на программном уровне позволяет в реаль-

ном времени формировать адаптивный маскирующий видеокадр, который может излучаться допол-

нительной радиоаппаратурой, находящейся в непосредственной близости с монитором, и маскиро-

вать путем зашумления его электромагнитное излучение. При этом не оказывается влияние на опти-

ческий диапазон излучения и не затрудняется доступ оператора к средству вычислительной техники 

(СВТ). 

Активные методы маскирования являются худшими с точки зрения электромагнитной совме-

стимости и радиоинтерференции, поскольку создают дополнительное излучение, способное превы-

сить установленные нормы [1, 2]. Для решения этой проблемы ставится задача снижения избыточ-

ности маскирующего излучения при сохранении уровня защищенности видеосигнала. Предлагается 

метод маскирования видеоинформации, использующий маскируемый кадр как основу для генерации 

маскирующего кадра, что придает последнему свойство адаптивности. 

В работе [3] сделан вывод, что маскирующий сигнал, учитывающий и повторяющий распре-

деление спектральных составляющих маскируемого сигнала, наиболее эффективно его маскирует. 

В качестве маскирующего сигнала предложен сигнал хаотической импульсной последовательности 

(ХИП). Амплитуды спектральных составляющих видеосигнала и ХИП экспоненциально спадают 

с ростом частоты. Это характерно для всех сигналов импульсной природы (рисунок 1). Предлагае-

мое устройство генерации хаотической импульсной последовательности использует в качестве ис-

ходного сигнала белый шум с регулировкой распределения амплитуд составляющих в низкочастот-

ной (НЧ), среднечастотной (СЧ) и высокочастотной (ВЧ) областях спектра сигнала [4]. 
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Рисунок 1. – Спектры сигналов: 

а – видеосигнал; б – ХИП 

 

Для исключения улучшения отношения сигнал/шум (ОСШ) при маскировании видеосигнала 

в канале утечки информации (КУИ) хаотическая импульсная последовательность может быть сфор-

мирована синхронно с маскируемым видеокадром и оставаться статической при условии, что маски-

руемый видеокадр также является статическим. 
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Рассматриваемое устройство позволяет грубо настраивать распределение мощности спектра 

хаотической импульсной последовательности, поэтому маскирующий сигнал можно адаптировать 

для различных мониторов, отличающихся значениями строчной и кадровой частот. Для более точ-

ной настройки предлагается метод формирования маскирующего сигнала, использующий данные 

о маскируемом видеокадре и хаотической импульсной последовательности. 

Описание метода. Суть предложенного метода в том, что на основе спектра маскируемого видео-

кадра и спектра ХИП строится спектр маскирующего сигнала. Метод учитывает точное распределение 

мощности спектра по частотам строк, содержащимся в видеосигнале, и на основе этого строится адап-

тивный маскирующий видеокадр при использовании ХИП. Это энергетически более выгодно, чем ис-

пользование неадаптивного маскирующего кадра, поскольку позволяет избежать избыточности в распре-

делении спектральных составляющих. Одновременно устраняется возможная недостаточность мощности 

маскирующего сигнала во всем диапазоне частот видеосигнала. 

Использование сигнала хаотической импульсной последовательности предпочтительнее ис-

пользования белого шума в качестве опорного сигнала, поскольку хаотическая импульсная последо-

вательность изначально эффективнее маскирует видеосигнал, что позволяет не допускать утечки 

информации на этапе формирования адаптивного маскирующего сигнала. 

Видеосигнал, формируемый видеокартой, является последовательностью цифровых данных, 

предназначенных для устройства вывода видеоинформации, которую можно получить программно 

или аппаратно из видеокарты. Полученный видеосигнал – дискретный набор данных s. Над сигналом s 

требуется произвести операцию дискретного преобразования Фурье (ДПФ): 
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где N – количество значений сигнала; 

k – индекс частоты. 

В результате операции ДПФ формируется дискретный сигнал S, являющийся спектральным 

представлением видеосигнала. Особенность спектра видеосигнала заключается в сосредоточении 

спектральных составляющих около частот, кратных строчной частоте видеосигнала. При этом ам-

плитуда строчных частот экспоненциально падает с ростом частоты. 

Следующий шаг – получение огибающей спектра видеосигнала по формуле 
 

di = max Mi,             (2) 
 

где d – набор отсчетов, соответствующих амплитудам строчных частот; 

di – i-й отсчет, полученный разбиванием спектра на равные диапазоны M S⊂ , размерность 

которых соответствует строчной частоте видеосигнала, и выделением максимального элемента из 

множества. 

Значения Сигнал d содержит коэффициенты, отражающие распределение спектральной мощ-

ности маскируемого видеосигнала. 

Для получения случайного сигнала h требуется источник ХИП, в качестве которого может вы-

ступать любое известное устройство, формирующее хаотическую импульсную последовательность. 

Над сигналом h проводится операция ДПФ согласно формуле (1), результатом которой является 

сигнал H.  

Сигнал H разбивается на диапазоны Mi аналогично последовательности S. Затем подобным 

образом согласно формуле (2) выделяются коэффициенты gi на основе огибающей спектра ХИП. 

Проводится проверка несоответствий массивов d и g с получением поправочных коэффициентов k. 
 

ki = di / gi.               (3) 
 

Поправочные коэффициенты ki указывают на коэффициент усиления спектральных составля-

ющих хаотической импульсной последовательности в i-м диапазоне. Каждый диапазон умножается 

на соответствующий ему коэффициент из последовательности k. Результат операции – сигнал F – 

модулированный спектр случайного сигнала.    

,
L

i i
i

F M k=∑                (4) 

где L – количество диапазонов.  
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На данном этапе распределение составляющих модулированного спектра остается сходным 

с распределением составляющих спектра хаотической импульсной последовательности. Но при этом 

форма модулированного спектра скорректирована таким образом, при котором огибающая спектра 

маскирующего сигнала повторяет форму огибающей спектра маскируемого сигнала (рисунок 2). 
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Рисунок 2. – Модулированный спектр маскирующего сигнала 
 

Последовательность отсчетов F требуется подвергнуть операции обратного дискретного пре-

образования Фурье (ОДПФ) для получения конечного маскирующего сигнала f. 
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Полученный сигнал f синхронно излучается в канал утечки информации вместе с маскируе-

мым сигналом s, где образуется их аддитивная смесь x, затрудняющая восстановление излученного 

маскируемого видеосигнала в случае его перехвата. 
 

.j j jx f s= +∑       (6) 

 

Эффективность маскирования видеосигнала сигналом ХИП исследуется в статьях [3, 5], в ко-

торых подтверждено преимущество маскирования видеосигнала хаотической импульсной последо-

вательностью перед маскированием видеосигнала белым шумом. 

Маскирующий сигнал f, полученный путем модуляции спектра белого шума сигналом огиба-

ющей спектра маскируемого видеосигнала, имеет тот же характер распределения спектральной 

мощности, что и ХИП: сосредоточение спектральной мощности в НЧ-диапазоне и экспоненциаль-

ный спад спектральной мощности в ВЧ-диапазоне. 

Отличие маскирующего сигнала f и ХИП заключается в способе их формирования. Источни-

ком ХИП является случайный сигнал, а способ формирования – многоступенчатое квантование при 

ограниченной возможности настройки. Источником сигнала для формирования маскирующего сиг-

нала f служат маскируемый и случайный сигналы, способ формирования – модуляция спектра слу-

чайного сигнала огибающей спектра маскируемого. Следствие использования маскируемого сигнала 

при формировании маскирующего сигнала – появление адаптивного свойства последнего. Свойство 

заключается в распределении спектральной мощности маскирующего сигнала, с определенной точ-

ностью повторяющей распределение спектральной мощности маскируемого сигнала, что приводит 

к устранению избыточности мощности маскирующего сигнала в НЧ-диапазоне и недостаточности 

в ВЧ-области. Это означает, что можно уменьшить коэффициент усиления маскирующего сигнала 

для его излучения без потери эффективности маскирования. 

Для проверки эффективности предложенного метода предлагается сравнить ОСШ для замас-

кированного сигнала адаптивным маскирующим сигналом f и ХИП, равной средней мощности Pср 
 

2
ср 0

1
.

T
P s dt

T
= ∫                  (7) 

 

Проверка производится на тестовых кадрах при коэффициенте усиления маскирующего сигнала 

k = 50 с различной частотой следования импульсов, образующих крупноплановые (рисунок 3, а) и мел-

кодетальные элементы (рисунок 3, б). Использование тестовых кадров обусловлено тем, что реальные 

изображения содержат оба типа элементов [6], но из-за сложной внутренней структуры не могут служить 

четким ориентиром в оценке степени защищенности изображения. 
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Рисунок 3. – Тестовые кадры: 

а – с крупноплановыми объектами fимп = fстр*4; 

б – с мелкодетальными объектами fимп = fстр*32 

 

Результаты маскирования показаны на рисунках 4 и 5. 
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Рисунок 4. – Тестовые кадры, замаскированные адаптивной ХИП: 

а – с крупноплановыми объектами; б – с мелкодетальными объектами 
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Рисунок 5. – Тестовые кадры, замаскированные ХИП: 

а –с крупноплановыми объектами; б – с мелкодетальными объектами 
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Анализ рисунков 4, а и 5, а выявил, что адаптивный маскирующий сигнал f визуально лучше мас-

кирует структуру крупных объектов, чем ХИП, создавая крупноплановые помехи, разрушающие конту-

ры фигур.  

Рисунки 4, б и 5, б свидетельствуют о том, что мелкодетальную информацию оба маскирующих 

сигнала маскируют в равной степени, поскольку мощности высокочастотных составляющих спектра 

ХИП достаточно для маскирования ВЧ-диапазона видеосигнала.  

Структура маскирующего кадра f не является одинаковой для разных маскируемых кадров, обра-

зуя крупномасштабные помехи при наличии на изображении крупных объектов, в отличие от ХИП, и не 

образуя их при отсутствии больших объектов в видеокадре. Следовательно, адаптивный маскирующий 

сигнал f имеет преимущество перед ХИП, поскольку способен адаптивно подстраиваться под маскируе-

мый сигнал путем коррекции собственного спектра.  

Вывод. Алгоритм реализован на языке программирования MatLab. В среде MatLab было произве-

дено сравнение маскирования тестовых сигналов, получены графики и численные значения. 

Предложен метод маскирования видеосигнала маскирующим адаптивным видеокадром, по-

строенным на основе спектра маскируемого сигнала с применением хаотической импульсной после-

довательности. Проведено сравнение адаптивного маскирующего кадра с хаотической импульсной 

последовательностью применительно к маскированию тестовых видеокадров. Результат сравнения – 

качественная оценка, визуально более сильное разрушение крупноплановых объектов на тестовых 

кадрах адаптивной ХИП. На основе полученных данных сделано заключение, что адаптивный мас-

кирующий сигнал имеет ряд преимуществ перед белым шумом и ХИП – свойство адаптивности и 

обеспечение более высокого уровня защищенности видеосигнала. 
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METHOD OF ADAPTIVE VIDEO FRAME MASKING USING MASKED SIGNAL 

 

V. ZHELEZNYAK, E. ADAMOVSKIY 

 

The method of forming an adaptive masking video frame based on an arbitrary masked image. Justi-

fication of the advantages of the method due to the property of adaptability. Analysis of the method in com-

parison with existing methods of video masking. 
 

Keywords: masking signal, masked signal, video signal, masking method, chaotic pulse sequence, tech-

nical leak channels. 
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МОДЕЛИРОВАНИЕ СЖАТИЯ РАДИОЛОКАЦИОННЫХ ДАННЫХ  

ДИСТАНЦИОННОГО ЗОНДИРОВАНИЯ ЗЕМЛИ НА ОСНОВЕ БЛОЧНОГО  

АДАПТИВНОГО КВАНТОВАНИЯ 

 

канд. техн. наук, доц. Р.П. БОГУШ, И.Ю. ЗАХАРОВА, 

канд. физ.-мат. наук, доц. Ю.Ф. ПАСТУХОВ, канд. физ.-мат. наук, доц. Д.Ф. ПАСТУХОВ 

(Полоцкий государственный университет); 

канд. техн. наук Н.М. НАУМОВИЧ 

(Белорусский государственный университет информатики и радиоэлектроники) 

 

Для сжатия радиолокационных данных на основе блочного адаптивного квантования рассматри-

вается получение пороговых значений методом решения системы нелинейных уравнений относительно 

координат углов ступенчатой функции, заменяющей плотность нормального распределения. В системе 

уравнений нормальное распределение присутствует как в явном виде, так и под знаком интеграла, 

нижний и верхний пределы которого неизвестны. Для экспериментов в качестве входных данных ис-

пользовались значения отраженного сигнала радиолокатора с синтезом апертуры ERS-1, отсчеты ко-

торого представлены в виде синфазной и квадратурной компонент. Приведены результаты фокусиров-

ки с геометрической коррекцией восстановленных после сжатия и представленных в стандартном 

формате данных. Рассчитаны основные показатели качества работы квантователя. 

Ключевые слова: синтезированная апертура, радиолокационное изображение, блочное адап-

тивное квантование.  

 

Введение. В настоящее в системах дистанционного зондирования Земли (ДЗЗ) на основе радиоло-

каторов с синтезированной апертурой (РСА) антенны передаваемый поток данных достигает  

4 Гб/с и выше [1, 2]. В большинстве случаев информация обладает избыточностью, благодаря чему воз-

можно применение алгоритмов сжатия, причем их эффективность будет значительно выше, если учиты-

вать особенности обрабатываемых данных. Известно, что значения компонент принимаемого сигнала 

радиолокатором с синтезированной апертурой имеют нормальное распределение с нулевым средним, 

поэтому для подобных сигналов используются алгоритмы блочного адаптивного квантования с порого-

выми значениями для нормального типа распределения. Такие требования приводят к достаточно высо-

ким требованиям при разработке квантователя, способного полностью использовать эффективную ско-

рость передачи данных РСА, обеспечивая наилучшую производительность, а также совместимого с ап-

паратными ограничениями и обеспечивающего некоторую гибкость в отношении распределения скоро-

сти передачи по битам на выборку. В связи с чем одной из задач является синтез алгоритма квантования 

функции плотности нормального распределения на множестве ступенчатых функций на заданном интер-

вале, свободного от ограничений по количеству уровней. Для определения эффективности полученных 

таким образом пороговых уровней необходимо выполнить моделирование сжатия на реальных радиоло-

кационных данных и определить качественные характеристики квантователя. 

Целью работы является моделирование сжатия комплексных радиолокационных данных дистан-

ционного зондирования Земли на основе блочного адаптивного квантования с использованием уровней 

квантования и восстановления, сформированных с использованием алгоритма получения пороговых зна-

чений в виде системы нелинейных уравнений относительно координат углов ступенчатой функции, за-

меняющей плотность нормального распределения. 

1. Сжатие и восстановление комплексных радиолокационных данных  

Алгоритм блочного адаптивного квантования основан на том, что динамический диапазон уров-

ней мощности сигнала (от 0 до 255 или от –128 до +127) в выделенном блоке данных намного меньше, 

чем у всего набора данных [3, 4]. В качестве первого шага предлагается разделение необработанных дан-

ных на блоки небольшого размера по отношению ко всему набору входных данных. Минимальный раз-

мер блока выбирается таким образом, чтобы обеспечить нормальное распределение статистики внутри 

него, а максимальный размер ограничен мощностью сигнала, которая должна оставаться постоянной для 

него [5]. Для радиолокационных данных ДЗЗ одним из наиболее часто используемых является блок раз-

мером 128 отсчетов, который обеспечивает выполнение заданных условий. Алгоритм на основе блочного 

адаптивного квантования использует уровни Макса – Ллойда, удовлетворяющие критерию минимальной 

среднеквадратической ошибки. 

Пороговые уровни квантования и восстановления при использовании квантователя с уровнями 

Макса – Ллойда связаны со среднеквадратическим значением уровня сигнала σ, поэтому для каждого 

блока вычисляется 
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1

1 N

i
i

x
N =

σ = ∑ , 

где N – количество отсчетов сигнала в блоке;  

ix  – значение уровня отсчета дискретного сигнала. 

Определение значений оптимальных порогов квантования для минимизации ошибки выполняется 

согласно выражению 

,k kT C= ⋅σ  

где kC  – пороговое значение для квантователя, 1... ,k K K∈ – количество уровней. 

С использованием вычисленных оптимальных порогов квантования выполняется неравномерное 

эффективное кодирование входных отсчетов сигнала. Результат представляется в виде записей кодовых 

слов и величин стандартного отклонения для каждого блока данных.  

Восстановление сжатых данных может быть выполнено в процессе их приема и распаковки. На 

первом шаге при восстановлении сжатых данных для каждого блока осуществляется извлечение из пакета 

среднеквадратическим значением уровня сигнала и определение оптимальных уровней восстановления:  

,k kR D= ⋅σ  

где kD  – пороговое значение для восстановления сигнала при использовании блочного адаптивного 

квантования. 

2. Квантование функции плотности нормального распределения в метрике квадратичного 

отклонения  

Определение. Пусть  m N∈ . Функция : [ , ] ( )mf a b R a b→ <  называется m -кусочно-постоянной на 

[ , ]a b , если 1 2 1... mx x x −∃ < < <  такие, что 

0 1 2 1... ,m mx a x x x b x−= < < < < < =  

( )1 1 1 1( ) const , , ( ) , ( ) , , 1, 1m i i i m i i m i i i if x y x x x f x y f x y y y i m− + + += = ∀ ∈ = = ≠ ∀ = − . 

Множество m-ступенчатых функций ( m − уровни функции) : [ , ] ( )mf a b R a b→ <  обозначим как 

[ , ]mS a b . 

Пусть 
2: [ , ] , [ , ], ( ) 0, [ , ]f a b f C a b f x x a b′→ ℜ ∈ < ∀ ∈ , m N∈ . Для минимизации ошибки кванто-

вания требуется в пространстве m-ступенчатых функций найти наилучшее приближение 

: [ , ]mh a b R→  функции : [ , ]f a b → ℜ  в метрике квадратичного отклонения такое, что 

2 2
[ , ][ , ] [ , ]

dist min
a ba b m m

m mC Cf S a b
f h f f

∈
= − = − . С учетом этого расстояние оценивается как 

( ) ( )2 2
[ , ][ , ]

2 2

[ , ] [ , ]
dist ( ) ( ) min ( ) ( ) min .

a ba b m m m m

b b

m m m mC Cf S a b f S a b
a a

f h f x h x dx f x f x dx f f
∈ ∈

= − = − = − = −∫ ∫  

Пусть ступенчатая функция ( )m kh x y=   равна константе на отрезке ( )1, , 1,k kx x x k m−∈ = , при 

этом функция ошибки ( ) ( )
1

2
1 1 1

1

,..., , , ( )
k

k

xm

m m k
k x

G x x y y f x y dx

−

−
=

= −∑ ∫  описывает квадрат отклонения дан-

ной функции : [ , ]mh a b R→  от функции нормального распределения : [ , ]f a b → ℜ . Необходимое усло-

вие экстремума функции ( )1 1 1,..., , ,m mG x x y y−  описывается системой уравнений 

( )1 1 1 ' ',..., , ,
0, 1, 1, 0, 1, ,

i i

m m
x y

i

G x x y y
G i m G i m

x

−∂
= = = − = =

∂
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из которой следует 

( ) ( )

( )
1

1

1

0

1
, 1, 1

2

( ) , 1,

const, const.

j

j

i i i

x

j j j

x

m

f x y y i m

f x dx y x x j m

x x

−

+

−

 = + = −


 = − =


 = =



∫                                                        (1) 

Система (1) имеет 2m – 1 уравнений и 2m – 1 неизвестных 1 2 1 1 2, ,..., , , ,...,m mx x x y y y− . 

При квантовании необходимо приблизить функцию плотности нормального распределения 

21

2
1

( )
2

x
f x e

−
=

π
 ступенчатыми функциями таким образом, чтобы ошибка этого приближения была 

минимально возможной. Условия 
2[ , ], ( ) 0, [ , ]f C a b f x x a b′∈ < ∀ ∈  гарантируют существование и един-

ственность решения системы (1) для произвольного натурального m, а также наличие локального мини-

мума для этого решения (1). 

Учитывая экспоненциальное убывание плотности нормального распределения к нулю, в качестве 

правого края отрезка установлено значение равное 3, а в качестве левого края отрезка принималось нуле-

вое значение. 

Для решения указанной задачи разработан алгоритм решения системы (1) в предположении, что 

последний уровень принимает нулевое значение. Пусть А = 3 – параметр задачи (правый фиксированный 

конец отрезка [0, А]) Таким образом, имеем m  ненулевых уровней и последний – ( 1m + )-й – нулевой 

уровень, (2m переменных и 2m уравнений): 

( ) ( )

( )

( )
1

1

1

1

0

1
, 1, 1

2

1
, 0, ( ) 0

2

( ) , 1,

const 0, .

j

j

i i i

m m m m

x

j j j

x

m

f x y y i m

f x y y y y A

f x dx y x x j m

x x A

−

+

+

−

 = + = −



= > = =



 = − =


 = = <

∫

                                                      (2) 

И если m-й уровень ненулевой, получим другие граничные условия: 

( ) ( )

( )
1

1

1

0

1
, 1, 1

2

( ) , 1,

const=0, const , 0

j

j

i i i

x

j j j

x

m m

f x y y i m

f x dx y x x j m

x x А y

−

+

−

 = + = −


 = − =


 = = = >



∫                                                    (3) 

и система содержит 2m – 1 уравнений и 2m – 1 неизвестных. 

В работе при вычислении интегралов применен алгоритм для составной интегральной квадратур-

ной формулы с 12-м порядком погрешности, когда исходный отрезок интегрирования делится на число 

частей кратное десяти (11 узлов равномерной сетки на каждой части). iC , ix , r  – соответственно веса, 

узлы и невязка квадратурной формулы 

0

( ) ( ) ( ).

b n

i i
ia

f z dz C f x r f
=

= +∑∫                                                              (4) 
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Интегрируя степенные координатные функции 2sz  на каноническом отрезке [–1,1], 0 10n =  – 

число частей, на которое делится отрезок [–1,1], учитывая симметрию весов относительно центрального 

узла 0z = , получим 

( )

0

0

1 /2

0
11

1 /2
22

0 0
11

2 2

2 / (2 1) 2 2 / , 1, / 2.

n

k
k

n
ss

k
k

dz С С

z dz s C k n s n

=−

=−


= = +





= + = =


∑∫

∑∫

                                       (5) 

Для канонического отрезка [–1,1] запишем квадратурную формулу (4) в эквивалентном виде: 

01 10
0 0

0
0 01

( ) ( ) 5 ( ), 1, 1 , 0, ,
2 2

n

i i i i i
i i

hn hn
f z dz C f x h C f x x ih i n

= =−
= = = = − + =∑ ∑∫                          (6) 

где h – шаг интегрирования; 

0 10n =  – число отрезков, на которое делится канонический отрезок [–1,1] и каждая часть из k  

в составной формуле исходного отрезка [a, b]. 

Определенный интеграл на отрезке [ , ]a b  отличается от формулы (6) на отрезке [–1,1] длиной ин-

тервала в 0/
2

b a
k n n

−= =  раз. Применяя замену переменных  

, , 1 1,
2 2 2

b a b a b a
x z a x b z dx dz kdz

+ − −   = + ≤ ≤ − ≤ ≤ = =   
   

 

преобразуем формулу (4) к следующему виду:  

( )
01

0

01

( ) ( ) , , , , 0, .
2 2

b n k

i i i
ia

hnb a b a
f x dx f z dz C f x h hn b a x a ih i n

n

⋅

=−

− − = = = = − = + = 
 

∑∫ ∫             (7) 

Разбивая канонический отрезок [–1,1] 0 10n =  равных частей (из соображений удобства разбие-

ния), используя симметрию весовых коэффициентов, можно получить решение системы уравнений (5) 

( 0 10n = ), в которой 6 неизвестных коэффициентов ( 0С , 1С , 2С , 3С 4С , 5С ) являются решением систе-

мы 0 / 2 1 6n + =  линейных неоднородных уравнений с 11 алгебраическим порядком точности. 

Изучив данные таблицы 1, видно, что алгебраический порядок точности системы уравнений (5) 

при 0 10n =  равен 11, а порядок погрешности квадратурной формулы  

1 10 10

0 01

( ) 5 ( ), 5 1, 2, 1 , 0,10i i i i
i i

f z dz h C f x h C x ih i
= =−

= = = = − + =∑ ∑∫  

равен 12 ( iС  определяются с помощью формулы (7)).  
 

Таблица 1. – Сравнение интеграла от координатной степенной функции и квадратурной интегральной 
формулы 

Точное значение интеграла Численное значение интеграла 

a(0)=2.0000000000000000 b(0)=2.0000000000000004 

a(1)=0.0000000000000000 b(1)=0.0000000000000000 

a(2)=0.6666666666666666 b(2)=0.6666666666666669 

a(3)=0.0000000000000000 b(3)=-0.0000000000000000 

a(4)=0.4000000000000000 b(4)=0.4000000000000001 

a(5)=0.0000000000000000 b(5)=-0.0000000000000000 

a(6)=0.2857142857142857 b(6)=0.2857142857142858 

a(7)=0.0000000000000000 b(7)=0.0000000000000000 

a(8)=0.2222222222222222 b(8)=0.2222222222222223 

a(9)=0.0000000000000000 b(9)=-0.0000000000000000 

a(10)=0.1818181818181818 b(10)=0.1818181818181819 

a(11)= 0.0000000000000000 b(11)=-.0000000000000000 

a(12)= 0.1538461538461539 b(12)= 0.1554621683809524 
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Для 0 10n kn k= = ⋅  ( 0 10n = ) из выражения (6) получим составную формулу: 

( )
0

0

( ) 5 , , , 0,

b n k n

i i i
ia

b a
f x dx h C f x h x a ih i n

n

⋅ =

=

−= = = + =∑∫ ,                                     (8) 

в которой весовые коэффициенты iC  определяются с помощью составной формулы 

5

4

3

2

1

0

16067
, 0

299376

26575
, 1mod(10) 9mod(10)

74844

16175
, 2mod(10) 8mod(10)

99792

5675
, 3mod(10) 7 mod(10)

6237

4825
, 4mod(10) 6mod(10)

5544

17807
, 5mod(10)

12474

16067
2

149688

i

C i i n

C i i

C i i

С C i i

C i i

C i

= = ∨ =

= ≡ ∨ ≡

− = ≡ ∨ ≡

= = ≡ ∨ ≡

− = ≡ ∨ ≡

= ≡

= 5 , 0mod(10) 0 .C i i i n























≡ ∧ > ∧ <


              (9) 

Отметим, что при уменьшении шага интегрирования в два раза погрешность невязки в формуле (8) 

уменьшается в 212 раз [9, 10].  

Положительные уровни квантования и восстановления (отрицательные уровни симметричны от-

носительно оси ординат) по представленной методике для трех значений разрядности квантователя 

представлены в таблице 2. 
 

Таблица 2. – Рассчитанные уровни квантования и восстановления по представленной методике 

Разрядность квантователя 

k = 3 k = 4 k = 5 

Ck Dk Ck Dk Ck Dk 

0 0.4932 0 0.3160 0 0.1979 

0.78 0.9867 0.5244 0.6320 0.3492 0.3925 

1.2314 1.466 0.7706 0.8889 0.5017 0.5410 

1.7057 1.9454 1.0064 1.1457 0.6435 0.6894 

  1.2424 1.4149 0.7686 0.8272 

  1.4868 1.6842 0.8910 0.9650 

  1.7941 2.0212 1.0099 1.1018 

  2.1458 2.3582 1.1290 1.2385 

    1.2516 1.3809 

    1.3765 1.5233 

    1.5125 1.6786 

    1.6540 1.8338 

    1.8204 2.0131 

    1.9995 2.1925 

    2.2463 2.4196 

    2.5360 2.6468 
 

Используя данный подход можно определить значения уровней практически для любой разрядно-

сти квантователя. 

3. Результаты моделирования 

Сжатие и восстановление данных на основе блочного адаптивного квантования с последующей 

записью их в стандартный формат и с дальнейшей фокусировкой реализованы с использованием про-

граммного пакета MatLab. Для экспериментов в качестве входных значений использовались данные PCA 
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ERS-1 с 8-битными синфазной и квадратурной составляющими. Для фокусировки и формирования  

радиолокационного изображения с геометрической коррекцией использовался алгоритм, реализованный 

в пакете MatLab, из [6]. 

На рисунке 1, а представлено сфокусированное радиолокационное изображение без предвари-

тельной обработки, на рисунках 1, б – г показаны результирующие изображения, полученные после 

квантования и восстановления данных. 
 

           
а       б 

 

            
в       г 

 

              
д       е 

 
Рисунок 1. – Радиолокационные изображения РСА ERS-1: 

а – без предварительной обработки; б – обработанное при разрядности квантователя k = 5;  

в – обработанное при разрядности квантователя k = 4; г – обработанное при разрядности квантователя k = 3;  

д – обработанное при разрядности квантователя k = 4 на основе уровней из [7];  

е – обработанное при разрядности квантователя k = 3 на основе уровней из [7] 
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Для визуальной оценки изменений, вызванных квантованием, на рисунке 2 показаны негативные 

разностные изображения, которые были получены путем вычитания сфокусированного изображения без 

обработки из сфокусированных изображений со сжатием. 

 

             

а       б 

 

            

в       г 

 
Рисунок 2. – Негативные разностные изображения и их гистограммы для k = 3:  

а, в – при использовании рассчитанных уровней; б, г – при использовании уровней из [7] 

 

Для оценки качества работы квантователя может быть использовано отношение сигнал/шум 

(Signal To Quantization Noise Ratio – SQNR), которое вычисляется как [8]: 
 

( )

1 1

0 0
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0 0
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M N

ij
i j

M N

ij ij
i j

s
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s s

− −
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− −

= =

 
 
 =  
 −
 
 

∑ ∑

∑ ∑ ɶ

, 

 

где ijs  – уровень яркости пикселя необработанного изображения; 

ijsɶ  – уровень яркости пикселя восстановленного после сжатия изображения;  

M – количество строк в матрице данных; 

N – количество столбцов в матрице данных. 
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Для оценки схожести изображений может быть использовано значение корреляции для исходного 

и полученного после сжатия и восстановления данных изображений [11]: 

 

1 1

0 0

1 1 1 1
2 2

0 0 0 0

( )( )

( ) ( )

M N

ij ij
i j

M N M N

ij ij
i j i j
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− −

= =
− − − −

= = = =
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, 

 

где 

11
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1
NM

ij
i j

s s
MN

−−

= =
= ∑ ∑ ; 

11

0 0

1
NM

ij
i j

s s
MN

−−

= =
= ∑ ∑ɶ ɶ . 

В таблице 3 приведены значения для рассчитанных уровней квантования и для уровней квантова-

ния представленных в [7]. 

 

Таблица 3. – Результаты экспериментов по оценке качественных характеристик сжатия   

Разрядность квантователя SQNR1, дБ SQNR2, дБ COR1 COR2 

k = 3 16.4472 14.9621 0.9962 0.9851 

k = 4 19.6901 20.0387 0.9980 0.9971 

k = 5 21.5484 – 0.9994 - 

Примечание. В индексе: 1 – для полученных уровней; 2 – для уровней из [7]. 

 

Анализ результатов моделирования показывает, что разработанный подход расчета уровней кван-

тования и восстановления для адаптивного блочного квантования корректен и позволяет получать значе-

ния уровней практически для любой требуемой разрядности квантователя. Опираясь на данные табли-

цы 3, отметим, что существует возможность обеспечения улучшение качества восстановленных данных. 

Заключение. Рассмотрена методика получения пороговых значений квантования и восстановле-

ния для алгоритма сжатия данных на основе блочного адаптивного квантования. Представлены результа-

ты моделирования в пакете MatLab для сжатия комплексных данных PCA ERS-1 с использованием полу-

ченных уровней обработки для различной разрядности квантователя. Приведены сфокусированные изоб-

ражения с геометрической коррекцией для сжатых данных. 
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SIMULATION OF EARTH REMOTE SENSING DATA COMPRESSION BASED  

ON BLOCK ADAPTIVE QUANTIZATION 

 

R. BOHUSH, I. ZAKHARAVA, Y. PASTUHOV,  

D. PASTUHOV, N. NAUMOVICH 

 

In order to compress data using the algorithm based on block adaptive quantization, a technique for  

obtaining threshold values and approximation errors for a different number of quantization levels is considered. 

The approach is based on using a system of nonlinear equations with respect to the coordinates of the angles  

of the step function, replacing the density of the normal distribution. As the initial data, the values of the reflected 

ERS-1 signal with In-phase and Quadrature phase components were used. The results of focusing with geometric 

correction of the data recovered after compression are presented. The main quality indicators of the quantizer 

are calculated. 

Keywords: synthetic aperture radar, radar image, compression, block adaptive quantization. 
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УДК 534; 53.08:681.3 

ЦИФРОВАЯ ОБРАБОТКА СИГНАЛА С ЛИНЕЙНО-ЧАСТОТНОЙ МОДУЛЯЦИЕЙ 

ЧАСТОТНО-ВРЕМЕННЫМ ПРЕОБРАЗОВАНИЕМ ВИГНЕРА ДЛЯ ОЦЕНКИ 

РАЗБОРЧИВОСТИ РЕЧИ  

д-р техн. наук, проф. В.К. ЖЕЛЕЗНЯК, канд. техн. наук К.Я. РАХАНОВ 

(Полоцкий государственный университет) 

Приводится формализованный алгоритм цифровой обработки сигнала с линейно-частотной мо-

дуляцией частотно-временным преобразованием Вигнера для оценки разборчивости речи, включающий 

обобщенный алгоритм оценки защищенности и принятых мер защиты объекта информатизации (ОИ), 

алгоритм снижения порогового эффекта сигнала с линейной частотной модуляцией и алгоритм оценки 

разборчивости речи. В работе представлена оценка эффективности предложенного алгоритма по вре-
мени выполнения. Предлагается способ снижения времени выполнения алгоритма за счет введения ко-

эффициента снижения количества полос разбиения частотно-временной области. Сравниваются тео-

ретические и практические результаты выполнения алгоритмов. 

Ключевые слова: оценка разборчивости речи, частотно-временное преобразование Вигнера, ка-

нал утечки информации, разрешающая способность, сигнал с линейно-частотной модуляцией.  

Введение. Совершенствование методов оценки разборчивости речи определяется измерительным 
сигналом и методами их обработки в каналах утечки информации. Значительная неравномерность ам-
плитудно-частотной характеристики (АЧХ) каналов утечки информации (КУИ) обусловливает методи-
ческую погрешность при использовании гармонического сигнала в полосах равной разборчивости. При-
менение сигнала линейной частотной модуляции (ЛЧМ), предложенного в работах [1–4] обусловливает 
решение этой научной задачи. Предложенный метод базируется на преимуществах ЛЧМ-сигнала 
в надпороговой области при устранении основного его недостатка – порогового эффекта. Частотно-
временное представление сигнальной энергии функцией Вигнера позволило учесть тонкую структуру 
ЛЧМ-сигнала. Дополнение к корреляционной теории разборчивости речи, разработанной для метода 
гармонического сигнала, позволяет значительно снизить методические (теоретические) погрешности, 
обусловленные рядом факторов, искажающих акустический сигнал в замкнутом объеме. 

Принципиальное различие в построении приемников для гармонического и сигнала c ЛЧМ обу-
словило необходимость разработки нового алгоритма цифровой обработки и формирования стимулиру-
ющего сигнала. Программно-аппаратный комплекс (ПАК) для ЛЧМ-сигнала включает наряду с аппарат-
ными средствами специальный программный компонент, назначение которого состоит в имитации 
функционирования ряда аппаратных средств [4]. Функциями ПАК являются автоматизированное управ-
ление и генерация стимулирующих сигналов, адаптивная цифровая их обработка, вычисление и пред-
ставление результатов оценки защищенности каналов утечки речевой информации (КУРИ). Основные 
требования, предъявляемые к программному компоненту, – адекватность функционирования, быстро-

действие, минимальный объем занимаемой оперативной памяти. 
Для оценки разборчивости речи методом сигнала c ЛЧМ предложено максимальный объем функ-

ций вынести в специальный программный компонент. Это упрощает аппаратную реализацию ПАК и, как 

следствие, снижает его стоимость. Кроме того, специальный программный компонент с максимальным 
количеством интегрированных функций (управления, синхронизации, генерации сигнала, фильтрации, 
оценки показателей и т.д.) повышает надежность, масштабируемость, устойчивость, адаптивность всего 
ПАК. 

1. Обобщенный алгоритм оценки разборчивости речи. С учетом положительных решений об-

работки гармонического сигнала, реализованной в изделиях «К6-6», ФИЛИН-А и в пособии [5], разрабо-
тан обобщенный принцип оценки защищенности и принятых мер защиты ОИ методом обработки ЛЧМ-
сигнала частотно-временным преобразованием Вигнера. На базе этого принципа разработаны способ 

и устройство оценки разборчивости речи [1, 2].  

Принцип оценки защищенности и принятых мер защиты ОИ заключается в последовательном вы-
полнении следующих этапов: 

1.1) исследуются возможные КУРИ на ОИ и анализируются предъявленные требования к их за-
щищенности; 

1.2) определяются возможные КУРИ, в которых существует потенциальная возможность извле-
чения речевой информации;  

1.3) по каждому КУРИ задаются необходимые нормативные величины показателя защищенности 

0W , которые зависят от степени защищенности, особенностей КУРИ, источников излучения, среды рас-

пространения и средств извлечения информации, места и времени эксплуатации ОИ; 
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1.4) проводится снижение порогового эффекта ЛЧМ-сигнала методом синхронного накопления 

спектральных составляющих с автоматическим принятием решения о достижении порога чувстви-

тельности; 

1.5) осуществляется оценка величины показателя iW  методом ЛЧМ-сигнала с учетом влияния 

воздействующих внешних факторов с отображением и документированием полученных результатов; 

1.6) вычисляется разборчивость речи iW  для принятия решения о степени защищенности КУИ на 

основании нормативных значений величины разборчивости речи 0W , 0 0(   либо  ; )i iW W W W> < . В слу-

чае 0iW W>  применяются схемно-конструктивные и организационные меры для выполнения требований

защищенности согласно общим принципам защиты информации. Осуществляется повторение процедуры 

оценки величины нормативного показателя (этап 4). 

При достижении требуемой величины нормативного показателя (на основании принятого решения 

о защищенности) КУРИ признается защищенным, что позволяет перейти к следующему каналу (этап 2). 

Выбор минимальной величины нормативного показателя (этап 3) и принятие решения о защищен-

ности (этап 6) осуществляется оператором (специалистом по защите информации) на основании полу-

ченных ПАК показателей защищенности (разборчивости речи) ОИ и предъявляемых требований к степе-

ни защищенности. Функции по оценке величины показателя защищенности в КУИ (этап 5) обеспечивают 

методом широкополосного ЛЧМ-сигнала программно-аппаратным компонентом. 

На рисунке 1 представлен принцип обобщенной оценки методом ЛЧМ-сигнала защищенности 

и принятых мер защиты ОИ, реализованный с помощью алгоритма. 

Обобщенный алгоритм формализует и делит обработку ЛЧМ-сигнала на дискретные модули 

(снижение порогового эффекта и оценка разборчивости речи), что позволяет выполнить его автоматиза-

цию с помощью ПАК. Обработка ЛЧМ-сигнала представлена дискретными алгоритмами снижения поро-

гового эффекта ЛЧМ-сигнала и оценки разборчивости речи, которые в составе обобщенного алгоритма 

оценки защищенности и принятых мер защиты ОИ реализуют приемник ЛЧМ-сигнала. 

2. Снижение порогового эффекта. Положительные свойства ЛЧМ-сигнала в шумах высокого

уровня проявляются при достижении отношения сигнал/шум больше нуля [4]. Выполнение этого 

условия осуществляется за счет применения синхронного накопления спектральных составляющих 

ЛЧМ-сигнала, реализуемого следующими операциями1: 

2.1) программный компонент инициализирует приемо-передающий тракт ПАК (приемо-

передающего устройства, акустической системы, регистрирующего устройства, измерительного аналого-

во-цифрового преобразователя (АЦП), принимающего смесь ЛЧМ-сигнала с шумом цифро-аналогового 

преобразователя (ЦАП) формирования стимулирующего сигнала); 

2.2) на основании достоверных сведений, характеризующих отсутствие сигнала, рассчитывают 

величину порога чувствительности G0, которая каждый спектр входной реализации делит на наличие или 

отсутствие в шумах надпорогового ЛЧМ-сигнала; 

2.3) осуществляют цифровую генерацию стимулирующего ЛЧМ-сигнала с последующим преоб-

разованием его в аналоговую форму посредством ЦАП и излучают акустической системой; 

2.4) синхронно с излучением стимулирующего ЛЧМ-сигнала посредством ЦАП выполняют за-

хват данных с измерительного АЦП, которые представляют смесь ЛЧМ-сигнала с шумом в цифровой 

форме; 

2.5) вычисляют спектр дискретной смеси ЛЧМ-сигнала с шумом быстрым преобразованием 

Фурье, которое имеет быстродействие O(N· log(N)) для любого N – простого или составного. В случае 

если длина преобразования N является составным числом, используется алгоритм Cooley – Tukey, сво-

дящий преобразование Фурье к более коротким преобразованиям с простым множителем N. Преобразо-

вания короткой длины (N ≤ 5) вычисляются с использованием коротких преобразований, а длинные пре-

образования, соответствующие простому N или крупным простым множителям составного N, вычисля-

ются с использованием алгоритма Блюштейна (Bluestein); 

2.6) производят синхронное накопление и нормирование спектральных составляющих спектра 

смеси ЛЧМ-сигнала с шумом; 

2.7) рассчитывают порог принятия решения Gp 
 
по критерию максимального правдоподобия [6]; 

2.8) проверяют достижение величиной порога принятия решения накопленной смеси ЛЧМ-

сигнала с шумом Gp величины порога чувствительности G0. Если Gp < G0, процедуру накопления повто-

ряют (осуществляют переход к операции 2.3); 

2.9) если уровень порога принятия решения Gp достиг необходимой величины (Gp > G0), выпол-

няют обратное быстрое преобразование Фурье. 

1 Нумерация пунктов дана в соответствии с рисунком 2. 
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Оценка защищенности по i-му каналу утечки 
речевой информации, 

Wi

Меры по обеспечению защищенности i-го 
канала утечки речевой информации

Переход к следующему каналу утечки речевой 
информации

i = i + 1

Нормативный показатель качества защиты 
информации (критерий) по i-му каналу утечки 

речевой информации, 

W0

Снижение порогового эффекта ЛЧМ-сигнала 
 синхронным накоплением

Начало

Возможные каналы утечки речевой 
информации, 

i,  i ∈ [1, N]

Выход

Решения о защищенности 
i-го канала утечки речевой информации,

  Wi < W0     – Да

  Wi > W0     – Нет

Нет

Да

i > N – Да

 i < N – Нет

Нет

Да

Параметры ОИ, 
требования к 
защищенности

Документировани
е результатов

Отображение 
результатов

Рисунок 1. – Обобщенный алгоритм оценки защищенности 

и принятых мер защиты объекта информатизации 

Снижение порогового эффекта ЛЧМ-сигнала представлено на рисунке 2 в виде алгоритма. Резуль-

татом выполнения алгоритма снижения порогового эффекта является надпороговый сигнал с ЛЧМ с 

присущими ему положительными свойствами. Цель дальнейшей обработки ЛЧМ-сигнала – величина 

разборчивости речи. 

3. Оценка разборчивости речи. Применение частотно-временного представления сигнальной

энергии функций Вигнера позволяет оценивать интенсивность физических полей за пределами ОИ 

надпорогового ЛЧМ-сигнала. По результатам оценивания на базе корреляционной теории разборчивости 

речи [5] определяется информационный критерий защищенности – разборчивость речи.  

Расчет разборчивости речи методом ЛЧМ-сигнала включает следующие операции2: 

3.1) программный компонент обеспечивает инициализацию приемо-передающего тракта ПАК 

(приемо-передающего устройства, акустической системы, регистрирующего устройства, измерительного 

АЦП, принимающего смесь ЛЧМ-сигнала с шумом, ЦАП формирования стимулирующего сигнала); 

3.2) осуществляют цифровую генерацию стимулирующего ЛЧМ-сигнала с последующим преоб-

разованием его в аналоговую форму посредством ЦАП и излучением акустической системой; 

3.3) производят снижение порогового эффекта ЛЧМ-сигнала методом синхронного накопления 

спектральных составляющих. Накопление осуществляется за счет Р-кратного повторения стимулирую-

щего ЛЧМ-сигнала; 

3.4) получают частотно-временное разложение сигнальной энергии без получения его спектра – 

формирование тонкой структуры ЛЧМ-сигнала с количеством составляющих М; 

2 Нумерация пунктов дана в соответствии с рисунком 3. 

Документирование 

результатов 
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3.5) вычисляют мощность сигнала в j -й полосе 
jCP , где [1; ]j M∈ , с помощью оптимального 

корреляционного приемника [7]. Согласованная частота оптимального корреляционного приемника 

определяется в зависимости от исследуемой j -й полосы; 

3.6) вычисляют мощность сигнала с шумом в j -й полосе 
jC ШP + ; 

3.7) определяют отношение сигнал/шум на выходе преобразования 
jвыхQ ; 

3.8) на основании отношения сигнал/шум на выходе преобразования 
jвыхQ  и количества накоп-

лений P  получают отношение сигнал/шум на входе приемника 
jвхQ  согласно обратной функции чув-

ствительности; 

3.9) вычисляется парциальный коэффициент разборчивости речи в j -й полосе согласно корреля-

ционной теории разборчивости речи [5]; 

3.10) усредняют коэффициент разборчивости речи в полосе равной разборчивости, что значитель-

но снижает методическую погрешность при количестве полос M ; 

3.11) переходят к следующей полосе равной разборчивости с перестройкой излучающей и прини-

мающей части ПАК; 

3.12) производят повторный расчет интегрального коэффициента разборчивости следующей поло-

сы равной разборчивости (этап 3.2) либо переходят к этапу 3.13; 

3.13) после анализа коэффициентов разборчивости в каждой полосе равной разборчивости рассчи-

тывают коэффициент разборчивости для всей полосы [8]; 

3.14) вычисляют слоговую и словесную разборчивость в исследуемом КУИ. Программно-

аппаратный комплекс отображает и документирует результаты в генерализованном виде. 

Расчет разборчивости речи методом ЛЧМ-сигнала в виде алгоритма представлен на рисунке 3. 

Обработка ЛЧМ-сигнала для оценки величины разборчивости речи, включающая пункты 3.3 – 

3.14, осуществляется в цифровом виде программным компонентом. Эта часть обработки является наибо-

лее емкой по вычислительным ресурсам, поэтому необходимо рассмотреть ее эффективность. 

 

Расчет порога принятия решения
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Рисунок 2. – Алгоритм снижения порогового эффекта ЛЧМ-сигнала  
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4. Эффективность цифровой обработки. Совокупная эффективность представленного алгоритма

оценки разборчивости речи методом ЛЧМ-сигнала (см. рисунок 3) включает временную эффективность 

и пространственную. Временная эффективность является показателем скорости выполнения обработки. 

Пространственная эффективность показывает, сколько дополнительной оперативной памяти нужно для 

выполнения обработки. 

В настоящее время требования к дополнительному объему оперативной памяти, необходимой для 

работы программного компонента, стали не так важны, как раньше. Здесь следует учесть, что существует 

значительная разница между быстрой основной памятью, относительно медленной вторичной памятью 

и кеш-памятью. Однако в основном внимание следует сосредоточить на временной эффективности. 

Для анализа временной эффективности обработки можно воспользоваться временем между предъ-

явлением программному компоненту входных данных и появлением результатов на выходе. Общеприня-

той единицей такой оценки является время (секунды, миллисекунды и т.д.). Однако у такого подхода 

существуют явные недостатки, поскольку результаты измерения будут зависеть от посторонних факто-

ров [9]: 

− быстродействия конкретного компьютера;

− тщательности реализации обработки в виде программы;

− типа компилятора;

− точности хронометрирования реального времени выполнения программы.

В данном случае для анализа эффективности целесообразно использовать подсчет количества вы-

полнения базовых (основных) операций, которые вносят наибольший вклад в общее время выполнения 

обработки. Такой подход не зависит от посторонних факторов. Время выполнения программной реали-

зации цифровой обработки ( )T n  на конкретной ПЭВМ можно представить по следующей формуле [10]: 

( ) ( ),opT n c C n≈  (1) 

где opc  – время выполнения основной операции на ПЭВМ;

( )C n  – количество выполняемых базовых операций в зависимости от размера входных данных n . 

Количество базовых операций ( )C n  в представленном алгоритме снижения порогового эффекта 

(см. рисунок 2) зависит не только от размера входных данных n, но и от количества накоплений P , за 

которые сигнал с ЛЧМ достигнет надпороговой области. Согласно алгоритму количество накоплений Р – 

динамическая величина, которая зависит от помеховой обстановки. Однако между повторениями накоп-

ления (см. рисунок 3, пункты 3.4 – 3.7) присутствует излучение ЛЧМ-сигнала акустической системой (см. 

рисунок 3, пункт 3.13). Излучение акустического сигнала обусловливает временную задержку перед вы-

полнением цифровой обработки, равную длительности ЛЧМ-сигнала, которая превышает 2 с. Таким об-

разом, количество базовых операций ( )C n
 
не зависит от количества накоплений Р в случае ( )i CC n T< , где

CT – продолжительность ЛЧМ-сигнала. Следовательно, количество базовых операций алгоритма снижения

порогового эффекта можно оценить за один проход цикла накопления: 

( ) (2 log( ) 13)C n n n= + .  (2) 

Порядок роста количества основных операций функции (2), зависимый от размера входных дан-

ных, является практически линейным, что доказывает эффективность представленного алгоритма по 

времени выполнения операции. Реализация алгоритма снижения порогового эффекта ЛЧМ-сигнала 

в виде программного компонента в среде Microsoft Visual Studio 2008 на языке C# подтверждает данные 

результаты. 

Наиболее интересными с точки зрения оптимизации по времени являются операции 3.4 – 3.8 

(см. рисунок 3). На их выполнение затрачиваются значительные вычислительные ресурсы.  

Представим количество выполняемых базовых операций в зависимости от размера входных 

данных n  по операциям 3.4 – 3.8 (см. рисунок 3): 

3.4) количество базовых операций для частотно-временного представления сигнальной энергии 

функцией Вигнера 4 ( )C n :

4 ( ) 5 2 log( ) 3C n nM n n n= + + ,

где [1; ]j M∈ ;

/ 2M n=  – количество полос, на которые разбивается спектр ЛЧМ-сигнала k -й полосы равной

разборчивости; 
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Рисунок 3. – Алгоритм оценки разборчивости речи 

 

3.5) количество базовых операций при вычислении мощности сигнала в j -х полосах: 

5 ( ) (8 3);C n M n= +  

3.6) количество базовых операций при вычислении мощности смеси ЛЧМ-сигнала плюс шум 

6 ( )C n : 

6 ( ) (3 / 2);C n M n=  

3.7) количество базовых операций при вычислении отношения сигнал/шум выхода 7 ( )C n : 

7 ( ) 2 ;C n M=  

3.8) количество базовых операций при вычислении отношения сигнал/шум входа 8 ( )C n : 

8 ( ) 5 .C n M=  
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Таким образом, итоговое количество базовых операций ( )C n описывается выражением 

4 5 6 7 8( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

14,5 2 log( ) 3 10 .

C n C n C n C n C n C n

nM n n n M

= + + + + =

= + + +
 (3) 

Частота дискретизации df  должна иметь максимально возможное значение, что позволяет снизить ме-

тодическую погрешность [4]. Согласно параметрам применяемого внешнего модуля АЦП E14-440D 
52 10df = ⋅

 
Гц. Также учитывая продолжительность ЛЧМ-сигнала, которая составляет 2 с, можно оценить

максимальный размер входных данных 54 10n = ⋅ . Исходя из выражения (3) итоговое количество базовых

операций составит 12( ) 1,16 10C n = ⋅ .

Для вычисления на ПЭВМ, имеющей производительность, например, 
93,18 10⋅

 
флоп/с (Intel®

Core™ Duo U2400) [11], на основании выражения (1) получим время выполнения алгоритма ( )T n  

12

9

1
( ) 1,16 10 364,782

3,18 10
T n = ⋅ ⋅ =

⋅
 с. 

Такая продолжительность выполнения алгоритма является приемлемой для практического исполь-

зования ПАК при исследовании ОИ, так как позволяет детально установить факторы, обусловливающие 

КУРИ. Использование только метода ЛЧМ-сигнала резко повысит точность их оценки. Такая оценка, 

проведенная неавтоматизированным методом с помощью локальной измерительной схемы, построенной 

на средствах измерения общего назначения, требует затрат времени более чем на 3 порядка больше по 

сравнению с автоматизированным методом. Локальная измерительная схема не позволяет оценить по-

грешность измерения. 

Не составляет труда уменьшить время выполнения обработки за счет снижения количества вре-

менных составляющих j  в функции Вигнера ( , )j tδ этапа 3.5. Это сокращает количество полос разбие-

ния с / 2M n=  до / 2M n= ρ , где ρ  – коэффициент снижения количества полос разбиения, [1; / 2]nρ∈ .

Например, при 1ρ =
 
количество полос разбиения ЛЧМ-сигнала составит / 2M n= , а при / 2nρ =  –

1M = .

Коэффициент снижения количества полос разбиения обусловливает снижение вычислительных 

затрат согласно выражению (3), но также снижает информативность тонкой структуры ЛЧМ-сигнала.  

Для примера на рисунке 4, а представлено расчетное время выполнения алгоритма процессором 

Intel® Core™ Duo U2400 в зависимости от размера входных данных n  и коэффициента снижения коли-

чества полос разбиения ρ .

Из рисунка 4, а следует, что снижение количества полос разбиения по временной составляющей 

в 2 раза дает выигрыш в эффективности вычислений более чем в 2 раза; снижение количества полос раз-

биения в 10 раз обеспечивает выигрыш более чем в 9 раз. Представленная оценка является приблизи-

тельной, однако она позволяет судить о характере увеличения временной эффективности алгоритма. 

Полученное время выполнения алгоритма показывает высокую эффективность обработки по срав-

нению со временем расчета классической функции Вигнера с размером входных данных 54 10n = ⋅ , име-

ющей количество базовых операций 3 18( ) 2 (7 log( )) 1,6 10C n n n= + = ⋅  (с учетом применения быстрого

преобразования Фурье). 

Время расчета классической функции Вигнера для процессора Intel® Core™ Duo U2400 составля-

ет 9 18 8( ) 1/ 3,18 10 1,6 10 5 10T n = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅  с (порядка 15-ти лет). Это говорит о том, что практическое исполь-

зование классической функции Вигнера весьма затруднительно. 

Дальнейшая реализация предложенного алгоритма в среде Microsoft Visual Studio 2008 на 

языке C# позволила более точно оценить время выполнения обработки программным компонентом 

на практике.  

На рисунке 4, б представлено время выполнения обработки процессором AMD Sempron™ 2800+. 

Полученное время выполнения обработки позволяет утверждать, что предложенная цифровая 

обработка пригодна для использования в ПАК с коэффициентом снижения количества полос разбие-

ния 10ρ > , который может меняться в зависимости от производительности используемого процессора.
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Так, при частоте дискретизации 52 10df = ⋅  коэффициент снижения количества полос разбиения 10ρ =
 

снижает информативность тонкой структуры ЛЧМ-сигнала с 510M =  до 410M = , что незначительно 

отражается на методической погрешности. 

 

  
a – Расчетное время выполнения алгоритма  
процессором Intel® Core™ Duo U2400 

б – Практическое время выполнения алгоритма  
процессором AMD Sempron™ 2800+ 

 

Рисунок 4. – Время выполнения алгоритма с коэффициентом снижения  

количества полос разбиения ρ = 1, 2, 10 

 

Кроме того, производительность обработки может быть увеличена посредством факторов, изло-

женных в работе [12]: 

− векторных модулей процессоров, в которых массивы данных обрабатывают практически па-

раллельно, что делает их в несколько раз более быстрыми, чем при работе в скалярном режиме (SIMD-

машины).  

Примерами векторных процессоров являются Intel-совместимые процессоры, поддерживающие 

наборы инструкций MMX, SSE; 

− параллельного выполнения нескольких независимых срезов временных составляющих с при-

менением MIMD-машин. 

Количество полос разбиения с учетом возможностей дискретной формы преобразования Вигнера 

определяется следующим образом [3, 4]: 
 

max 100000
4

df T
M

⋅
= = . 

 

Максимальная разрешающая способность на средней частоте представлена выражением 
 

max
max

.срf

M
η =  

 

Разрешающую способность на средней частоте с учетом коэффициентов снижения количества по-

лос разбиения ρ  определим по формуле: 

 

max

.
срf

M

⋅ρ
η =

 

 

Анализ сигнала в количестве полос maxM  является неоправданно большим и затруднительным. 

Оптимальным количеством полос для каждой полосы равной разборчивости является 125M = , где ко-

эффициент снижения количества полос разбиения 800ρ = .  

В таблице приведены разрешающие способности ЛЧМ-сигнала в полосах равной разборчивости. 

Практическое время выполнения обработки с коэффициентом снижения количества полос разбиения 800ρ =
 

типовым процессором AMD Sempron™ 2800+ составляет порядка 20 с. 
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Таблица. – Разрешающие способности ЛЧМ-сигнала в полосах равной разборчивости 

Номер 

полосы 

Границы полосы 

f1 – f0, Гц 

Средняя частота 

fср, Гц 

Максимальная  

разрешающая способность 

ηmax, Гц

Разрешающая 

способность 

η, Гц

1 100 – 420 250 0,0025 2 

2 420 – 570 500 0,005 4 

3 570 – 710 650 0,0065 5,2 

4 710 – 865 800 0,008 6,4 

5 865 –1030 950 0,0095 7,6 

6 1030 – 1220 1125 0,01125 9 

7 1220 – 1410 1300 0,013 10,4 

8 1410 – 1600 1500 0,015 12 

9 1600 – 1780 1700 0,017 13,6 

10 1780 – 1960 1875 0,01875 15 

11 1960 – 2140 2050 0,0205 16,4 

12 2140 – 2320 2225 0,02225 17,8 

13 2320 – 2550 2425 0,02425 19,4 

14 2550 – 2900 2725 0,02725 21,8 

15 2900 – 3300 3100 0,031 24,8 

16 3300 – 3660 3500 0,035 28 

17 3660 – 4050 3850 0,0385 30,8 

18 4050 – 5010 4550 0,0455 36,4 

19 5010 – 7250 6150 0,0615 49,2 

20 7250 – 10000 8600 0,086 68,8 

Выводы: 

1. Представлен формализованный алгоритм цифровой обработки ЛЧМ-сигнала частотно-

временным преобразованием Вигнера для оценки разборчивости речи, включающий обобщенный алго-

ритм оценки защищенности и принятых мер защиты ОИ, алгоритм снижения порогового эффекта ЛЧМ-

сигнала и алгоритм оценки разборчивости речи. 

2. Получены максимальные разрешающие способности (от 0,00025 до 0,086 Гц) во всем диапа-

зоне частот полос равной разборчивости, показывающие превосходство метода ЛЧМ-сигнала перед ме-

тодом гармонического сигнала, который использует средние частоты полос равной разборчивости (с ши-

риной полосы от 0,025 до 1 Гц). 

3. Увеличена производительность алгоритма оценки разборчивости речи методом ЛЧМ-сигнала

за счет применения коэффициента снижения количества полос разбиения, что значительно сокращает 

время вычисления до 20 с при реализации разрешающей способности от 2 до 69 Гц во всем диапазоне 

полос равной разборчивости. 
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DIGITAL TREATMENT OF A SIGNAL WITH LINEAR-FREQUENCY MODULATION  

OF FREQUENCY-TEMPORARY TRANSFORMATION OF WIGNER TO ESTIMATE  

THE CURABILITY OF SPEECH 

 

V. ZHELEZNYAK, K. RAHANOV 

 

A formalized digital signal processing algorithm with linear-frequency modulation of the Wigner time-

frequency transform for evaluating speech intelligibility is presented, including a generalized algorithm for 

evaluating security and adopted measures of informatization object (OI) protection, an algorithm for reducing 

the threshold effect of a signal with linear frequency modulation, and an algorithm for evaluating speech intelli-

gibility. The paper presents an estimate of the efficiency of the proposed algorithm in terms of execution time. 

A method is proposed for reducing the execution time of an algorithm by introducing a reduction coefficient for 

the number of frequency-time domain partitioning bands. Theoretical and practical results  

of algorithm execution are compared. 

Keywords: speech intelligibility assessment, Wigner time-frequency transform, information leakage 

channel, resolution, linear frequency modulated signal. 
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УДК 004.6 

ПЕРСПЕКТИВЫ И ТЕНДЕНЦИИ РАЗВИТИЯ КОНЦЕПЦИИ БОЛЬШИХ ДАННЫХ 

В СОВРЕМЕННОЙ IT ИНДУСТРИИ 

С.Г. СУРТО 

(Полоцкий государственный университет) 

Рассмотрены определение термина «большие данные», характерные особенности этой техноло-

гии и области применения. Изучены способы работы с большими данными, проанализированы суще-

ствующие способы реализации концепции больших данных, на основании чего были выявлены потенци-

альные области для дальнейших исследований. 

Ключевые слова: большие данные, анализ, статистика, структурированные данные, структури-

рованные данные. 

Введение. В учреждениях здравоохранения пациенты не имеют произвольного доступа к своей 

истории болезни. Такие данные могут быть получены только при посещении врача. С помощью мобиль-

ных устройств люди могут создавать свои собственные базы данных. Приложения помогают следить за 

частотой пульса, гаджеты – отслеживать физическую активность и сохранять все накопленные данные. 

Пользователи могут извлекать эти данные и рассчитывать на профессиональную помощь специалистов 

в их обработке (интерпретации). В этой связи революция в области больших данных важна в плане оценки 

перспективности и прибыльности тех или иных случаев. Например, юристы смогут оперативнее нахо-

дить лучшие аргументы в делах и рассчитывать стоимость услуг исходя из большого объема статистиче-

ских данных. Используя искусственный интеллект, можно эффективно работать с большими и сложными 

массивами данных. Они не только улучшают обучение, этот инструмент позволяет руководству образо-

вательных учреждений лучше понимать студентов и их действия. Активность студентов может отслежи-

ваться и сохраняться в виде баз данных, анализ которых может подсказать преподавателю на чем за-

острять внимание на занятиях. Эта сфера имеет, пожалуй, наибольший потенциал для эффективного 

использования больших данных. В розничных инвестициях опытные люди больше не полагаются на 

брокеров, они принимают решения на основе доверенных компаний, обрабатывающих данные. 

Современные тенденции в развитии концепции больших данных можно сформулировать следую-

щим образом. 

1. Быстрое увеличение объемов данных. Рост объемов данных актуализировал проблему опера-

тивной аналитики полученной информации с целью извлечения полезных сведений. Организации долж-

ны перерабатывать терабайты сырых данных во что-то полезное. 

2. Широкое использование Hadoop. Все больше организаций используют Hadoop и другие хра-

нилища данных. С его помощью организации могут обрабатывать большие объемы данных, используя 

продвинутую аналитику для нахождения ценной информации и выработки выгодных решений. 

3. Прогнозирующая аналитика. Точное предсказание будущего поведения и событий для увели-

чения прибыли. 

4. Больший фокус на анализ данных на основе облачных технологий. Перенос анализа данных

в облако ускоряет принятие современных технологий по обработке данных. Уменьшается стоимость 

обслуживания и оперирования в связи с тем, что данные обрабатываются в облаке. 

5. Виртуализация данных. Этот процесс позволяет увидеть скрытое в огромных объемах

данных, манипулировать информацией независимо от того, как данные отформатированы или где 

расположены. 

6. Конвергенция IoT (Internet of Things), облака, больших данных и кибербезопасности. Конвер-

генция технологий управления данными, таких как качество данных, подготовка данных, аналитика, ин-

теграция данных и др., привела к повышению роли кибербезопасности, поскольку все больше использу-

ются умные устройства, обмен данными и машинное обучение. 

1. Сущность концепции больших данных
Понимание термина «большие данные». Большие данные (англ. big data, [ˈbɪɡ ˈdeɪtə]) – обозна-

чение структурированных и неструктурированных данных огромных объемов и значительного многооб-

разия, эффективно обрабатываемых горизонтально масштабируемыми (англ. scale-out) программными 

инструментами, появившимися в конце 2000-х годов и альтернативных традиционным системам управ-

ления базами данных и решениям класса Business Intelligence [12]. 

Под Big Data можно понимать именно методы обработки данных, позволяющие обрабатывать ин-

формацию параллельно, распределяя ее между различными вычислительными ресурсами, а не объем 

самих данных. Эти методы можно применить как к огромным массивам данных, так и к небольшим. 
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Несколько примеров того, что может быть источником данных, для которых необходимы методы 

работы с большими данными: 

–  логи поведения пользователей в интернете; 

–  GPS-сигналы от автомобилей для транспортной компании; 

–  данные, снимаемые с датчиков в большом адронном коллайдере; 

–  информация о транзакциях всех клиентов банка. 

Принципы работы с большими данными. Исходя из определения Big Data, можно сформулиро-

вать основные принципы работы с такими данными: 

1. Горизонтальная масштабируемость. Поскольку объемы данных постоянно растут (особенно 

при способе хранения, характерном для больших данных), то логично, что системы для хранения 

должны легко расширяться простым добавлением новых единиц хранения (например, компьютеров) 

в кластер. 

2. Отказоустойчивость. Объем хранимых данных теоретически не ограничен, поэтому количе-

ство компьютеров, участвующих в распределенной сети, обеспечивающей хранение и доступ к данным, 

может быть огромным (пример: Hadoop-кластер Yahoo имеет более 42 000 машин). Это неизбежно ведет 

к периодическим отказам оборудования. Методы работы с большими данными должны учитывать эту 

особенность и обеспечивать бесперебойный доступ к данным в таких условиях. 

3. Локальность данных. В распределенных системах данные распределены по большому коли-

честву источников. В случае нахождения данных на одном сервере, а обработки – на другом, время их 

передачи может превысит время самого процесса обработки. При этом одним из лучших вариантов ре-

шения является обработка данных на той же системе, на которой они хранятся. 

Сообщество разработчиков открытого кода создало за последние годы немало технологий для 

больших данных. Среди них можно выделить пять категорий. 

1. Системы пакетных вычислений. Обладают высокой производительностью, но и большой за-

держкой. Могут выполнять вычисления практически любого объема, однако это может занять много 

времени (час, день). Пример такой системы – Hadoop, состоящий из двух проектов: Hadoop distributed file 

system (HDFS) и Hadoop MapReduce – горизонтально масштабируемый каркас вычислений, интегрируе-

мый с HDFS. 

2. Каркасы сериализации. Представляют инструменты и библиотеки, позволяющие переносить 

объекты данных между системами, работающими на различных языках программирования. Иначе гово-

ря, объект сериализуется из исходных кодов на одном языке, а потом десериализуется в объект на дру-

гом языке. Примеры каркасов сериализации – Apache Thrift, Protocol Buffers, Avro. 

3. Базы данных типа NoSQL c произвольным доступом. За последние годы было создано до-

вольно много распределенных нереляционных баз данных (NoSQL): Cassandra, HBase, MongoDB, Riak, 

CouchDB и др. 

4. Система обмена сообщениями и постановки их в очередь. Позволяют обмениваться сооб-

щениями между процессами, при этом процесс обмена является отказоустойчивым и асинхронным. 

Например, Apache Kafka. 

5. Система вычислений в реальном времени. Отличительные особенности таких систем – это 

высокая производительность, малая задержка, способность обрабатывать поток данных. Не могут  

выполнять операции, на которые способны системы пакетной обработки, но способны очень быстро  

обрабатывать сообщения. 

Хранение необработанных данных. Информационная система отвечает на вопросы об информа-

ции, приобретенной в прошлом, при этом заранее неизвестно на какие вопросы придется отвечать. 

В связи с этим большое значение приобретает вопрос сохранения необработанных (сырых) данных. Со-

храняя данные в как можно более необработанном виде, можно максимально увеличить возможность 

получать новые представления данных. При этом чем более необработанными оказываются данные, тем 

больше места они занимают при хранении [5]. Технологии больших данных специально предназначены 

для работы с петабайтами и даже экзабайтами данных, позволяя сохранять данные распределенным, 

масштабируемым способом.  

Неизменяемость данных. Еще одним важным аспектом является неизменяемость данных. Это 

свойство нехарактерно для реляционных баз данных, но в случае больших данных ситуация иная. Неиз-

меняемость данных дает как минимум два огромных, в условиях большого объема информации, пре-

имущества: 

1. Устойчивость к отказам, связанным с человеческим фактором. В случае с изменяемыми 

данными неверное обновление данных ведет к их потере, при использовании концепции неизменяемых 

данных это не ведет к потерям, т.к. все предыдущие записи (версии) этих данных будут сохранены. 
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2. Простота. В моделях изменяемости данных подразумевается, что данные индексируются для

извлечения и обновления конкретных записей. В моделях же неизменяемости данных есть только воз-

можность дополнять массив новыми данными. Для этого не требуется индексация. Пример, как может 

выглядеть модель для больших данных предложен в таблице, где представлены сведения о месте 

жительства людей, идентифицируемых по User_id 

Таблица. – Данные места жительства 

User_id Location Timestamp 

1 Витебск, РБ 29.03.2003 08:24:15 

2 Полоцк, РБ 15.04.2003 09:08:23 

3 Брест, РБ 05.07.2004 15:21:11 

1 Минск, РБ 14.01.2005 17:35:21 

Человек идентифицируемый по User_id = 1 в 2003 году жил в Витебске, а в 2005 переехал 

в Минск, при этом запись об этом просто добавилась в таблицу с новым timestamp (таблица). Такая схема 

хранения данных позволяет хранить несколько записей для одного человека, сохраняя всю историю из-

менений. 

Главное следствие неизменяемости данных состоит в том, что каждый фрагмент данных оказыва-

ется истинным всегда. Однажды став истинным, фрагмент должен оставаться таковым навсегда. Без этого 

свойства неизменяемость данных не имеет смысла, в таблице показано как фрагмент данных сделать 

истинным вечно, обозначив его отметкой времени. 

В общем массив данных постоянно растет в результате ввода новых неизменяемых данных, но 

имеются особые случаи, когда данные приходится удалять. 

− Сборка «мусора». Удаляются фрагменты данных, имеющих малую ценность. С помощью

сборки мусора можно контролировать рост главного массива данных. Например, можно реализовать 

правило, предусматривающее сохранение только одного места жительства на каждого человека в год. 

− Нормативы. Государственные нормативные документы, которые требуют очистки содержи-

мого баз данных при определенных условиях. 

Несмотря на то, что данные вечно истинны, можно предпочесть вообще «забыть» об информации, 

потому что это придется сделать или потому что она не представляет достаточной ценности по сравне-

нию с затратами на ее хранение. 

Парадигма MapReduce. MapReduce – это модель распределенной обработки данных, предложен-

ная компанией Google для обработки больших объемов данных на компьютерных кластерах [5]. 

MapReduce предполагает, что данные организованы в виде определенных записей. Обработка дан-

ных происходит в 3 стадии:  

1. Стадия Map. На этой стадии данные предобрабатываются при помощи функции map(), опре-

деленной пользователем. Работа этой стадии заключается в предобработке и фильтрации данных. Функ-

ция map(), примененная к одной входной записи, выдает одно или множество пар ключ–значение. Что 

будет находится в ключе и в значении – решать пользователю, но ключ – очень важная вещь, так как 

данные с одним ключом в будущем попадут в один экземпляр функции reduce. 

2. Стадия Shuffle. На этой стадии вывод функции map «разбирается по корзинам» – каждая кор-

зина соответствует одному ключу вывода стадии map. В дальнейшем эти корзины послужат входом для 

reduce. 

3. Стадия Reduce. Каждая «корзина» со значениями, сформированная на стадии shuffle, попадает

на вход функции reduce(). Функция reduce задается пользователем и вычисляет финальный результат 

для отдельной «корзины». Множество всех значений, возвращенных функцией reduce(), является фи-

нальным результатом MapReduce-задачи. 

Несколько дополнительных фактов про MapReduce: 

1) Все потоки вычисления map и reduce работают независимо и могут работать параллельно,

в том числе на разных машинах кластера, т.е. горизонтально масштабируемы. 

2) Shuffle представляет из себя параллельную сортировку, поэтому также может работать на раз-

ных машинах кластера, обеспечивая горизонтальное масштабирование. 

3) Функция map, как правило, применяется на той же машине, на которой хранятся данные, – это

позволяет снизить задержки, связанные с передачей данных по сети (принцип локальности данных). 

4) MapReduce – это всегда полное сканирование данных, никаких индексов нет. Это означает,

что MapReduce неэффективен, когда ответ требуется очень быстро, с другой стороны, для задач, требу-

ющих сканирования полного массива данных, производительность максимальная. 



ФУНДАМЕНТАЛЬНЫЕ НАУКИ. Информационные технологии                                                                 № 4 

29 

В качестве примера задачи, эффективно решаемой при помощи MapReduce, можно привести клас-

сическую задачу Word count (подсчет слов). 

К примеру, нужно подсчитать количество повторений слов в предложении «Cats could not speak, 

could not at all.» 

Стадия map на выходе даст такой результат в виде пар ключ–значение:  

{Cats: 1, could: 1, not: 1, speak: 1, could: 1, not: 1, at: 1, all: 1}. 

Далее, Shuffle, получая исходные данные с выхода map, преобразует их в следующий вид:  

{Cats: (1), could:(1, 1), not: (1,1), speak:(1), at:(1), all:(1)}.  

После этой стадии убираются дубликаторы ключей, размер данных существенно уменьшается. 

На последней стадии Reduce получают удобно подготовленные данные и остается подсчитать ко-

личество элементов в поле «значение» для каждого ключа, в результате получится 

{Cats: (1), could:(2), not: (2), speak:(1), at:(1), all:(1)}. Что и будет решением задачи. 
 

2. Реализация концепции 

Hadoop. Изначально Hadoop был, в первую очередь, инструментом для хранения данных и запус-

ка MapReduce-задач, сейчас же Hadoop представляет собой большой стек технологий, так или иначе свя-

занных с обработкой больших данных (не только при помощи MapReduce) [3]. 

Основными (core) компонентами Hadoop являются: 

1) Hadoop Distributed File System (HDFS) – распределенная файловая система, позволяющая 

хранить информацию практически неограниченного объема; 

2) Hadoop YARN – фреймворк для управления ресурсами кластера и менеджмента задач, в том 

числе включает фреймворк MapReduce; 

3) Hadoop common. 

Существует большое количество проектов, непосредственно связанных с Hadoop, но не входящих 

в Hadoop core: 

1) Hive – инструмент для SQL-like запросов над большими данными (превращает SQL-запросы 

в серию MapReduce-задач); 

2) Pig – язык программирования для анализа данных на высоком уровне. Одна строчка кода на 

этом языке может превратиться в последовательность MapReduce-задач; 

3) Hbase – колоночная база данных, реализующая парадигму BigTable; 

4) Cassandra – высокопроизводительная распределенная key-value база данных;  

5) ZooKeeper – сервис для распределенного хранения конфигурации и синхронизации измене-

ний этой конфигурации;  

6) Mahout – библиотека и движок машинного обучения на больших данных. 

Отдельно стоит отметить проект Apache Spark, представляющий собой движок для распределен-

ной обработки данных. Apache Spark обычно использует компоненты Hadoop, такие как HDFS и YARN, 

для своей работы, при этом сам проект в последнее время стал популярнее, чем Hadoop. 

 

3. Методы исследований 

Семантические структуры и причинные модели больших данных для принятия решений. 

В настоящее время проблема обработки больших данных относится к числу наиболее актуальных в об-

ласти информационных технологий, и она же порождает наиболее трудные проблемы алгоритмического 

характера, связанные с обеспечением точности, устойчивости и вычислительной эффективности процессов 

их обработки. Эти проблемы обусловлены тем, что большинство традиционных методов интеллектуаль-

ного анализа данных напрямую не могут быть применены для анализа больших данных либо вследствие 

вычислительной неустойчивости, либо вследствие вычислительной сложности. Не менее трудные про-

блемы обусловлены гетерогенным характером больших данных: они могут содержать атрибуты разных 

типов и неструктурированные данные, например, тексты на естественном языке [11].  

Одно из важных требований к методам обработки больших данных – это семантически ясная 

интерпретация результатов. В современных моделях знаний это обеспечивается средствами онтологии, 

однако ее построение для больших данных также является проблемой: ввиду огромного количества 

потенциальных понятий ручная разработка онтологии становится непомерно трудоемкой, а потому тре-

бует максимальной автоматизации, а в ряде классов приложений – полной автоматизации [11]. 

Одним из решений является разработка алгоритмов обучения и принятия решений в задачах клас-

сификации на основе семантических и причинных моделей больших данных. Применяются алгоритмы 

поиска множества причинных зависимостей в больших данных. Такие алгоритмы используют семанти-

ческую модель данных. 
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Анализ экспериментальных результатов показал, что с точки зрения поиска причинных связей 

в данных наиболее перспективными являются коэффициент регрессии, мера Клозгена, убеждение и фактор 

уверенности [11]. К наилучшим из них относятся две меры, а именно: коэффициент регрессии 

( )
( , )

(1 )

AB A B

A A

p p p
R A B

p p

− ⋅
=

⋅ −
 (1) 

и мера Клозгена 

( , ) ( )B BA BK A B p p p= ⋅ − .  (2) 

В формулах (1) и (2) A и B – это атрибуты данных булевого типа, интерпретируемые как случай-

ные события, представленные выборкой больших данных; p – выборочные вероятности атрибутов (слу-

чайных событий), указанных в нижнем индексе p [11]. 

Программный алгоритм оптимизации размещения данных при многоуровневом хранении 

на основе эвристического подхода. Широко распространенным подходом к решению оптимизацион-

ных задач, которое не может быть найдено за полиномиальное время, является использование эвристиче-

ских алгоритмов. К их основным преимуществам относятся высокая скорость выполнения и допустимый 

уровень качества найденного решения [10]. 

Алгоритм Greedy относится к семейству «жадных», основной особенностью которого является 

решение задачи выбором наиболее важных элементов с точки зрения определенного в алгоритме крите-

рия. Он использует понятия задач и их интегрального показателя важности для реализации приоритет-

ных особенностей в ходе его выполнения. В начале работы алгоритма вычисляется значение стоимости, 

ассоциируемое для всех задач на основе необходимых для ее выполнения файлов. Стоимость задачи 

складывается из значений стоимости всех файлов, необходимых для выполнения данной задачи. Стои-

мость файла рассчитывается как отношение суммы важности задач, к которым он относится, к числу 

файлов задачи [10]: 

0 ,l k
icost k

ksum

c
f

T== ∑

где kc  – важность k задачи;

 l – задачи, к которым относится файл i; 

ksumT  – сумма всех файлов в задаче k .

Затем производится сортировка всех задач по их стоимости. Файлы внутри каждой задачи также 

сортируются по стоимости. Таким образом получается список файлов, которые отсортированы по двум 

критериям: принадлежности к задачам по их стоимости и собственному значению стоимости. Алгоритм 

производит обработку списка файлов в очередности, полученной при помощи двухуровневой сортиров-

ки. За счет этого в первую очередь будут обрабатываться самые весомые для функции оценки оптималь-

ности файлы в самых важных задачах. 

Данный алгоритм позволяет достаточно быстро выработать решение допустимого качества, т.е. 

с положительным приростом к производительности. Однако вследствие сложной специфики задачи 

и односторонней эвристической логики алгоритма результат поиска решений близок к оптимальному 

только в достаточно простых случаях и далек от оптимального в сложных задачах. 

Заключение. По результатам анализа развития больших данных можно сделать вывод о некото-

рых трудностях. Системы хранения для больших данных оптимизированы для хранения неизменяемых 

данных и плохо подходят для процедур случайной выборки. Алгоритмы пакетной обработки неопти-

мально работают с анализом потока новых данных. Кластеризация баз данных, как правило, требует 

больших усилий в настройке поскольку кластерная организация выполняет сложную задачу по обеспе-

чению надежности хранения и доступности данных в условиях возможных сбоев отдельных узлов. Все 

эти узкие места являются потенциальной темой для исследований. 
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PROSPECTS AND TENDENCIES OF DEVELOPMENT  

OF THE BIG DATA CONCEPT IN MODERN IT INDUSTRY 

 

S. SURTO 

 

Big data in 2019 continue to gain popularity. The structured or raw, big data represent huge information 

massifs which at due processing can be a source of a bigger information. Volumes of the stored data in different 

spheres and also growth rates of speed of accumulation say that the relevance of methods of storage and infor-

mation processing of large volumes will only grow. The traditional industries have also not avoided influence  

of the growing volume of data which need to be processed. 

Keywords: big data, analysis, statistic, structured data, unstructured data. 
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УДК 699.844:004.94

ПРИМЕНЕНИЕ СТЕКЛЯННЫХ ТРУБОК НА ОКОННЫХ ОГРАЖДЕНИЯХ
ДЛЯ УВЕЛИЧЕНИЯ ЗАЩИЩЕННОСТИ РЕЧЕВОЙ ИНФОРМАЦИИ

д-р техн. наук, проф. В.К. ЖЕЛЕЗНЯК, канд. тех. наук К.Я. РАХАНОВ, А.В. КАЗЮТИН 

(Полоцкий государственный университет) 

Предлагается и обосновывается способ увеличения защищенности речевой информации пу-

тем крепления стеклянных трубок (ребер жесткости) на оконное ограждение. Приводится мето-

дика оценки изменения резонансов оконного ограждения с установленными ребрами жесткости. 

С помощью разработанной лабораторной установки выполнено исследование оконного ограждения 

без и с установленными ребрами жесткости, согласно схем размещения. Рассчитаны показатели 

изменения максимального резонанса оконного ограждения при установленных ребрах жесткости. 

Определены схемы с наибольшим и наименьшим показателями уровня ослабления общего макси-

мального резонанса, показан эффект смещения резонансов по частоте при установленных ребрах 

жесткости. 

Ключевые слова: защищенность речевой информации, исследование резонанса, оконное огражде-

ние, разборчивость речи. 

Введение. Изоляция воздушного шума помещения является важнейшей его характеристикой 

с точки зрения защиты от утечки речевой информации. Из всех элементов ограждающих конструкций 

оконные ограждения наиболее уязвимы к ослаблению звуковых частот. В работе [1] приводится оценка 

звукоизоляции воздушного шума оконными ограждениями за счет изменения расчета толщины стекол 

и увеличения воздушного промежутка между ними, обосновывается применение стекол с различными 

толщиной и промежутками между ними для наибольшей защищенности речевой информации. Однако на 

практике изменение толщины стекол и расстояний между ними не всегда возможно. 

Для уменьшения звукового уровня использование звукоизоляции более эффективно, чем исполь-

зование звукопоглощения внутри помещения [2]. Так, в исследовании металлических конструкций, 

например в работе [3], для увеличения жесткости оконных ограждений рекомендуют изменять геометри-

ческие параметры оконного ограждения – форму сечения. При расчете металлических конструкций глав-

ным практическим средством увеличения жесткости является маневрирование геометрическими пара-

метрами системы, а не характеристикой металлов, которая определяется лишь полностью атомно-

кристаллической решеткой основного компонента. 

Наиболее простой способ уменьшения деформаций металлических конструкций заключается 

в уменьшении уровня напряжений (усилении конструкции). Однако этот путь не всегда рационален, так 

как он сопряжен со значительным увеличением массы конструкции. В случае изгиба рациональным спо-

собом уменьшения деформаций является выбор наиболее оптимальной формы сечений, условий нагру-

жения, типа и расстановки опор.  

По аналогии с металлическими конструкциями в данной работе предлагается установка ребер 

жесткости на оконное ограждение, что изменяет форму сечения оконного ограждения и является более 

рациональной альтернативой изменению толщины стекол и расстояний между ними.  

Ребра жесткости оконного ограждения. Ребра жесткости могут применяться без замены оконно-

го ограждения. Ребра жесткости представляют собой прозрачные стеклянные трубки, изготовленные из 

кварцевого песка и некоторых других материалов, которые не нарушают интерьер и экстерьер. На ри-

сунке 1 представлен поперечный разрез ребра жесткости для оконного ограждения с установленной 

стеклянной трубкой. Крепление ребер жесткости обеспечивается плотным прилеганием к стеклу оконно-

го ограждения и нанесением клеящего состава вдоль места прилегания ребра к оконному ограждению. 

Размещение стеклянных трубок на оконном ограждении может выполняться различными спосо-

бами (схемами ребер жесткости). Схема ребер жесткости – это способ расположения стеклянных трубок 

на стекле оконного ограждения. Некоторые возможные схемы ребер жесткости, над которыми проводи-

лись исследования, представлены на рисунке 2.  

Оконное ограждение схематично обозначено квадратом, внутри которого прямыми линиями изоб-

ражена одна из схем ребер жесткости, вибропреобразователь изображен точкой в центре квадрата. 

В зависимости от используемой схемы ребер жесткости изменяется максимальный резонанс окон-

ного ограждения. Оценку изменения максимального резонанса предлагается выполнять на лабораторной 

установке с помощью методики, представленной ниже. 
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Методика исследования резонансов. Уровень защищенности речевой информации в работах [1, 

4, 5] принято описывать с помощью информационного показателя – разборчивости речи. Для оценки 

разборчивости частотный речевой диапазон (100 – 10000 Гц) разбивают на равноартикуляционные поло-

сы, вносящие одинаковый вклад в разборчивость речи [4].  

Рисунок 1. – Поперечный разрез ребра жесткости, установленного на оконном ограждении

а б в 

г д е 

ж и к 

Рисунок 2. – Схемы ребер жесткости:

а – параллельные сдвинутые; б – мельница; в – четыре сдвинутых; г – треугольник;

д – две параллельные наклонные; е – параллельные вертикальные; ж – две вертикальные
и две горизонтальные; и – параллельные горизонтальные; к – одиночная
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Максимальный резонанс оконного ограждения – это самый мощный резонанс в полосе равной 

разборчивости речи. Чем меньше уровень максимального резонанса, тем больше защищена речевая ин-

формация в полосе. 

Уровень изменения максимального резонанса оконного ограждения без установленных ребер 

жесткости по отношению к тому же оконному ограждению с установленными ребрами жесткости опре-

деляют по следующей методике. 

1. Измерение максимальной амплитуды резонанса в полосах для стекла без установленных ребер

жесткости 0RiU , здесь в индексе i  – номер полосы; 0 – оконное ограждение без уставленных ребер

жесткости.  Величина амплитуды резонанса показывает, на какое значение в полосе частот, колебатель-

ная система ослабляет или усиливает звук.  

2. Расчет показателя максимального резонанса по сумме максимальных амплитуд резонансов для

оконного ограждения без установленных ребер жесткости 0R∑ : 

20

0 0
20

.R Ri
i

U
=

∑ = ∑  (1) 

3. Производится измерения в каждой из 20-ти равноартикуляционных полос. Для всех конфигура-

ций ребер жесткости фиксируется максимальная амплитуда резонанса RinU , где i  – номер полосы; n  –

номер конфигурации ребер жесткости. В результате получаем матрицу размером i n× .

4. Выполняется расчет показателя максимального резонанса для оконного ограждения с установ-

ленными ребрами жесткости с помощью суммы максимальных амплитуд резонансов Rn∑ : 

20

1 2 19 20
1

... ,Rn R n R n R n R n Rn
i

U U U U U
=

∑ = + + + + =∑  (2) 

где i  – номер полосы;  
n  – номер конфигурации ребер жесткости; 

RinU – напряжение резонанса в полосе;

5. Изменение показателя nδ  максимального резонанса оконного ограждения с установленными реб-

рами жесткости к оконному ограждению без них, выраженное в децибелах 

0

20 lg .Rn
n

R

∑
δ =

∑
  (3) 

6. По полученным значениям nδ  определяется конфигурация с максимальным и минимальным

показателем изменения максимального резонанса оконного ограждения. 

Применение методики исследования резонансов и проведение эксперимента невозможно без со-

здания лабораторной установки.  

Лабораторная установка. Лабораторная установка представляет собой совокупность приборов 

и устройств, а также оконное ограждение (стеклопакет). Блок схема установки представлена на рисунке 3. 

От источника гармонических колебаний 1 подаются сигналы с различными частотами, имеющими 

напряжение U = 1,1 В. Сигналы усиливаются с помощью усилителя мощности звуковых частот 2 до 

U = 9,5 В и излучаются через акустическую систему. Акустическая система 3 c двумя электродинамиче-

скими головками с плоскими сотовыми диафрагмами 25ГДШ-2М располагается на расстоянии 1 м от 

оконного ограждения. Каждая электродинамическая головка и ящик экранированы.  

Каждое отдельное стекло оконного ограждения 4, на которое падают звуковые волны, следует 

рассматривать как тонкую пластину, получающую под внешним воздействием деформации изгиба. За-

щемление оконного ограждения выполнено по периметру согласно варианту 9, представленному в рабо-

те [6] и обеспечивает максимальное ослабление звукового сигнала. Толщина каждого стекла 3 мм, рас-

стояние между стеклами 10 мм, размер стеклопакета оконного ограждения составляет 400×150×200. 

Уровень звукового давления на оконное ограждение, регистрирует вибропреобразователь AP2029-10  5 

внутри выделенного помещения, подключенный через согласующее устройство AG01  6  к аналогово-

цифровому преобразователю (АЦП) Е14-440  7. АЦП, в свою очередь, передает оцифрованные сигналы 
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на ПЭВМ 8, на котором установлено программное обеспечение (ПО) для отображения сигналов LGraph 2. 

С помощью LGraph 2 визуально регистрируется максимальная амплитуда резонанса, в пределах каждой 

из 20 полос равной разборчивости речи, для всех конфигураций ребер жесткости.  

Согласующее устройство AG01 6 обеспечивает разделение постоянной составляющей источника 

питания и переменной составляющей измеряемого сигнала вибропреобразователя со встроенным преду-

силителем. Основные характеристики вибропреобразователя представлены в таблице 1. 

 

 
 

Рисунок 3. – Блок схема установки: 

1 – источник гармонических колебаний; 2 – усилитель мощности звуковой частоты;  

3 – акустическая система из 2-х динамиков; 4 – оконное ограждение (стеклопакет);  

5 – вибропреобразователь; 6 – согласующее устройство; 7 – аналогово-цифровой преобразователь;  

8 – персональная электронно-вычислительная машина типа ноутбук 

 

Таблица 1. – Основные характеристики вибропреобразователя AP2029-10 
 

Наименование характеристики Размерность Значение 

Рабочий диапазон температур °С – 40 ... +125 

Рабочий диапазон частот (неравномерность ±1дБ) Гц 0,5 ... 20 000 

Частота установочного резонанса в осевом направлении кГц 60 

Уровень шума, СКЗ (1 Гц – 10 кГц) м/с2 < 0,002 

 

Полученные результаты. Эксперимент выполнялся в лаборатории при температуре окружающе-

го воздуха +18 С°. Измерения проводились в диапазоне частот от 100 до 10 000 Гц. Полученное значение 

изменения максимального резонанса для оконного ограждения без установленных ребер жесткости со-

ставило 
0

0,1117 
R

∑ = В. 

В таблице 2 представлены показатели максимального резонанса оконного ограждения с установ-

ленными ребрами жесткости и изменение показателей максимального резонанса с установленными реб-

рами жесткости, выраженные в децибелах. 

 

Таблица 2. – Показатели максимального резонанса оконного ограждения с установленными ребрами 

жесткости и изменение показателей максимального резонанса с установленными ребрами жесткости 
 

Показатели  

изменения резонансов 

Схемы ребер жесткости (рисунок 2) 

а б в г д е ж и к 

Показатели максимального 

резонанса оконного огражде-

ния с установленными ребрами 

жесткости Rn∑ , В 

0,121 0,101 0,099 0,100 0,099 0,113 0,097 0,100 0,103 

Изменение показателей макси-

мального резонанса с установ-

ленными ребрами жесткости 

nδ , дБ 

0,730 –0,823 –1,048 –0,917 –1,022 0,138 –1,145 –0,935 –0,637 
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Изучив данные таблицы 2, можно отметить, что максимальным изменением резонансов обладает 

схема ж (см. рисунок 2), схемы а и е, наоборот, усиливают интенсивность звуковой волны из-за возни-

кающих резонансов. Наилучшее увеличение защищенности речевой информации показало расположение 

ребер жесткости на схеме ж, по сравнению с оконным ограждением без них. 

Для примера, на рисунке 4 представлены АЧХ схем с самыми высокими показателями изменения 

максимальных резонансов, использующих 4 и 2 ребра жесткости: Д, Ж и оконного ограждения без уста-

новленных на нем ребер жесткости.  

Рисунок 4. – Зависимомость изменения максимального резонанаса
от частоты для оконного ограждения:

0 – оконное ограждение без установленных ребер жесткости; Ж – схема ребер жесткости,

две вертикальные и две горизонтальные; Д – схема ребер жесткости, две параллельные наклонные

Зависимость изменения максимального резонанса '
iδ  для оконного ограждения с установленными

ребрами жесткости, выраженная в децибелах, рассчитывается по формуле (4)  

'

0

20lg ,дБ.Rin
i

Ri

U

U
δ =   (4) 

Проанализировав графики, полученные расчетным путем (рисунок 5), можно сделать вывод, что 

при установленных ребрах жесткости происходит изменение максимальных резонансов и их частот 

в зависимости от используемой схемы, относительно оконного ограждения без установленных ребер 

жесткости. Кроме того, полученные графики зависимости отображают, насколько изменился уровень 

максимального резонанса с установленными ребрами жесткости, выраженный в децибелах.  

Положительные значения графиков по оси ординат отражают увеличение максимального резонан-

са, т.е. уменьшение защищенности; отрицательные значения – уменьшение максимального резонанса 

или увеличение защищенности речевой информации. В идеальном случае схемы установления ребер 

жесткости должны строиться так, чтобы рассчитанные по ним графики находились в отрицательных зна-

чениях оси ординат для всех частот. Отсутствие изменения максимальных резонансов проложит график 

по оси ординат.  

Для представленных значений на графиках явно прослеживается изменение частот максимальных 

резонансов при установленных ребрах жесткости. И также прослеживается изменение резонансов для 

большинства полос в диапазоне от –6 до 3,5 дБ.  

На рисунке 4 график отображает смещение резонансов для схем ж и д по частоте. Так, при приме-

нении схемы ж резонанс на частоте 3240 Гц оконного ограждения без установленных ребер жесткости 

сместился на частоту 3048 Гц, и значит, уровень защищенности речевой информации увеличился. А схе-
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ма д в этой полосе частот показывает уменьшение уровня защищенности речевой информации и смеще-

ние резонанса по частоте с 3240 на 3146 Гц. В общем, по всем полосам схемы ж и д показали увеличение 

уровня защищенности речевой информации. 

 

 
 

Рисунок 5. – Зависимость изменения максимального резонанса  

с установленными ребрами жесткости от частоты: 

0 – оконное ограждение без установленных ребер жесткости; Ж – схема ребер жесткости,  

две вертикальные и две горизонтальные; Д – схема ребер жесткости, две параллельные наклонные 
 

Вывод. В работе предлагается и обосновывается способ увеличения защищенности речевой ин-

формации путем крепления стеклянных трубок (ребер жесткости) на оконное ограждение. Крепление 

ребер жесткости допускается в различных схемах. Некоторые из возможных схем, исследуемых в работе, 

показали уменьшение общего максимального резонанса оконных ограждений, что увеличивает защи-

щенность речевой информации. 

С помощью разработанной лабораторной установки выполнено исследование оконного огражде-

ния. Рассчитаны изменения общего максимального резонанса при установленных ребрах жесткости. 

В результате выявлено, что: 

1. Схема ребер жесткости ж (две вертикальные и две горизонтальные стеклянные трубки) обла-

дает наибольшим показателем уровня ослабления общего максимального резонанса и показывает уве-

личение уровня защищенности речевой информации, по сравнению с оконным ограждением без ребер 

жесткости. 

2. При использовании ребер жесткости, кроме изменения уровня максимального резонанса, 

наблюдается эффект смещения звуковых резонансов по частоте. Смещение звуковых частот резонансов 

зависит от используемой схемы ребер жесткости. Таким образом, путем подбора наиболее оптимальных 

схем ребер жесткости для оконного ограждения, возможно устранение или снижение резонансов оконно-

го ограждения.  
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APPLICATION OF GLASS TUBES ON WINDOW FENCES 

FOR INCREASING THE PROTECTION OF SPEECH INFORMATION 

V. ZHELEZNYAK, K. RAHANOV, А. KAZUTIN 

The paper proposes and justifies a way to increase the security of speech information by attaching 

glass tubes (stiffeners) to a window fence. A method for estimating changes in the resonances of a window 

fence with fixed stiffeners is given. With the help of the developed laboratory installation, the study 

of window barriers without and with installed stiffeners was carried out, according to the layout patterns. 

Calculated indicators of changes in the maximum resonance of the window fencing with installed stiffeners. 

The schemes with the highest and lowest levels of attenuation of the total maximum resonance are deter-

mined, the effect of resonance shifting in frequency is shown with stiffening ribs set. 

Keywords: voice information security, resonance research, window fencing, speech intelligibility. 
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УДК 004.934.2

АКУСТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ РЕЧИ ЛИЦ С ДИСФОНИЕЙ

С.М. ГОРОШКО, канд. техн. наук, доц. С.Н. ПЕТРОВ 

(Белорусский государственный университет информатики и радиоэлектроники) 

Показана возможность при использовании акустического анализа извлекать параметры речи, 

которые могут быть использованы для диагностики голосовых патологий. Предлагается методика 

распознавания речи с использованием мел-частотных кепстральных коэффициентов. Выявление рас-

стройств голосового аппарата предлагается свести к решению задачи кластерного анализа, в которой 

для количественной оценки сходства или различия между классифицируемыми объектами используется 

Евклидово расстояние между полученным вектором признаков речевого сигнала и вектором признаков 

набора тестовых данных. Методика позволяет определить различие между здоровым человеком и че-

ловеком с нарушением речевой функции и может быть использована для разработки устройств, пред-

назначенных для диагностики дисфонии у лиц голосоречевых профессий. 

Ключевые слова: выявление патологии речи, распознавание речи, дисфония, мел-частотные кеп-

стральные коэффициенты, дискретное преобразование Фурье, Евклидово расстояние. 

Введение. В настоящее время возросло число лиц голосоречевых профессий. Таким людям в сво-

ей профессиональной деятельности необходимо обладать голосом достаточной силы и интонационной 

выразительности для достижения убедительности, так как смысл высказывания во многом определяется 

не только лексикой, но и интонацией. Акустические характеристики голоса оказывают значительное 

влияние на интонацию, артикуляцию и дикцию.  

Речь – это сложный психофизический процесс, результат работы мышц, связок, дыхания, цен-

тральной и периферической нервной системы. Нарушения голосовой функции объединяют под общим 

названием «дисфония». Подобные нарушения могут носить врожденный или приобретенный характер 

в результате травм, операций, нервно-психических, инфекционных или иных заболеваний. Большинство 

заболеваний гортани и патологии голосовых связок вызывают значительные изменения в речи. Также 

известно, что на голос в значительной степени влияет текущее психофизическое состояние человека [1].  

Хроническая дисфония возникает при органических повреждениях голосовых связок, таких как 

полип, отек Рейнке и т.д., а также при раке горла, неврологических расстройствах и хроническом раз-

дражении, вызванном курением. 

В число традиционных процедур для осмотра гортани с клиническими или исследовательскими 

целями входят гибкая и жесткая фиброскопическая ларингоскопия (обследование с помощью волоконно-

оптического инструмента), видеостробоскопия (стробовое освещение гортани, полезное для визуализа-

ции движений), электромиография (косвенное наблюдение за функциональным состоянием гортани) 

и видеофлуороскопия (рентгенографическая техника, при которой пациент глотает радиоактивное не-

прозрачное вещество для оценки функции глотания). Все они имеют инвазивный характер. 

В последние годы возрос интерес к акустическому анализу голоса как альтернативному средству 

диагностики. Этот тип анализа обладает преимуществами перед существующими методами обследова-

ния из-за его неинвазивного характера, а также возможности предоставить количественные данные 

о клиническом состоянии функций гортани и голосового тракта с соответствующими результатами вре-

менного анализа. В частности, акустический анализ находит широкое применение для обследования де-

тей с задержкой или нарушениями речевого развития.  

Получение вектора признаков на основе мел-частотных кепстральных коэффициентов. Ос-

новная суть данной методики заключается в получении основных характеристик речевого сигнала и от-

брасывании индивидуальных особенностей произношения слов диктором. Преимущество кепстральных 

коэффициентов (Mel-frequency cepstral coefficients – MFCC) перед другими методами заключается в про-

стоте реализации при достаточно высоком качестве распознавания речи. Мел – психофизическая едини-

ца высоты звука [2]. Данная оценка по высоте определена эмпирически, методом статистической обра-

ботки больших сведений о восприятии звука человеком. Высота звука логарифмически зависит от часто-

ты звука. Использование мел-шкалы хорошо работает для чистого тона, при наличии посторонних шу-

мов эффективность данной оценки сильно падает. 

У каждого человека основные частоты и частоты формант индивидуальны, поэтому необходимо 

найти параметр, который учитывал бы эту особенность. Используя метод связывания с гармониками, 

можно избавиться от любых фиксированных значений анализируемых полос частот и наблюдать изме-

нения характеристик речи в динамике [3]. Однако есть сложность в описании параметров каждой фор-
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манты отдельно, поскольку они не всегда явно выражены. Поэтому основным параметром в методах 

анализа сигнала должна считаться основная частота голоса человека. Отношение интегрального спектра 

высокочастотной полосы к спектру полосы низкой частоты с привязкой к гармоникам является наиболее 

эффективным методом определения речевых патологий. Изучение результатов проведенных исследова-

ний показало целесообразность использования предложенного метода для анализа нарушений речи [4]. 

Для этого использовался речевой сигнал, полученный у диктора с использованием микрофона. 

Блок-схема алгоритма обработки речевого сигнала представлена на рисунке 1. 
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Рисунок 1. – Блок-схема алгоритма обработки речевого сигнала 

 

Речевой сигнал имеет конечную длительность и не является периодическим, поэтому необходимо 

разбить этот сигнал на сегменты (кадры) конечной длины, спектры которых остаются относительно 

неизменными в течение выбранного периода времени. Обычно за такой период принимается длитель-

ность 5–100 мс. Разбиение исходного сигнала на кадры заданной длительности делается с половинным 

перекрытием для борьбы с искажениями, которые могут быть вызваны расположенными рядом кадрами, 

либо без перекрытия, что значительно экономит вычислительные ресурсы. В пределах полученного кад-

ра входной сигнал можно считать стационарным. С точки зрения динамики речи самые быстрые измене-

ния могут происходить всего за несколько миллисекунд, тогда как некоторые гласные звуки остаются 

относительно стабильными в течение 100–200 мс. Часто используются кадры длиной 10–25 мс [5].  

В данной работе использовались кадры длительностью 10 мс с половинным наложением (5 мс). 

Кроме того, вследствие конечной длительности и непериодического характера речевого сигнала 

из-за разрывов на концах временного ряда при применении преобразования Фурье проявляется эффект 

утечки. Эффект спектральной утечки затрудняет корректное выделение гармонических составляющих, 

близких друг к другу по частоте, из-за конечной ширины главного лепестка, а также вносит искажения 

в далеко расположенные частоты, мешая точному измерению амплитуды отдельных частот в связи 

с наличием боковых лепестков. 

Для снижения влияния эффекта утечки на конечный результат применялась весовая функция 

Хэмминга, что позволило минимизировать максимумы боковых лепестков: 

 

( ) 2
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n
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π = − = … − − 
              (1) 

 

где N – длина кадра. 
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Далее для каждого кадра вычислось дискретное преобразование Фурье (ДПФ). ДПФ взвешенного 

сигнала имеет вид 

1

  0

2
 exp( ),
N

k n n
n

i
X x w kn

N

−

=

π= −∑               (2) 

где k – частоты.  
 

,s
k

F
f k

N
=                (3) 

 

где sF  – частота дискретизации сигнала. 

Следующим шагом вычисляем периодограмму – оценку спектральной плотности мощности 

(СПМ) 
 

( ) ( ) 2

 .
i

i

Y k
P k

N
=       (4) 

 

Полученное представление сигнала в частотной области разбивают на диапазоны с помощью 

набора (банка) из 26 треугольных фильтров. Границы фильтров рассчитывают в шкале мел. Переход от 

частотной шкалы к мел-шкале осуществляется по формуле 
 

( ) 1127 ln 1 ,
700

f
M f

 = + 
 

            (5) 

 

где M(f) – частота в мелах.  

Переход обратно к частотной шкале осуществляется по формуле 
 

( ) 700 exp 1 .
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                (6) 

 

Фильтры умножаются на периодограмму кадра и вычисляется энергия для каждого фильтра (по 26 

для каждого кадра). Полученные энергии логарифмируются: 
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∑             (7) 

 

где FBN  – количество фильтров; 

m.kH  – весовые коэффициенты полученных фильтров. 

На заключительном этапе расчета MFCC применяется дискретное косинусное преобразование. На 

выходе получаем многомерный вектор признаков сигнала, которые и являются мел-частотными кеп-

стральными коэффициентами: 
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Коэффициент с0 не используется, так как представляет собой энергию сигнала. 

Методика проведения эксперимента. В качестве эталонных использовались фразы, приведенные 

в приложение Д ГОСТ Р 50840-95. Тестовые фразы были записаны с использованием микрофона AKG P120, 

подключенного к аудиоинтерфейсу Focusrite Scarlett 2i2. Данные сохранялись и обрабатывались на 

персональном компьютере. Чтение осуществлялось дикторами ровным голосом, четко, но без подчер-

кивания отдельных звуков с постоянным уровнем речи. На протяжении чтения всей таблицы диктора-

ми выдерживался постоянный ритм речи [6]. Предполагается создание нескольких тестовых баз. Одна 

из них создается из записей лиц без патологий речи, другая (или другие) создается из записей людей 

с дисфонией. 



2019  ВЕСТНИК ПОЛОЦКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА. Серия C 

42 

Далее проводится сравнение акустических параметров исходных тестовых фраз и параметров 

фраз, полученных при произношении лицом, проходящим диагностику. Во время проведения диагности-

ки, дикторам было предложено прочитать в общей сложности 80 различных фраз, в которых представле-

ны наиболее значимые гласные в виде ударных фонем. При этом возможно оценить работу голосовых 

складок. 

Задачу выявления расстройства голосового аппарата предлагается свести к задаче кластерного 

анализа, при которой для количественной оценки сходства или различия между классифицируемыми 

объектами используется понятие метрики. В качестве такой метрики использовалось Евклидово расстоя-

ние между полученным вектором признаков речевого сигнала и вектором признаков сигнала набора те-

стовых данных. Евклидово расстояние рассчитывается по формуле 

( ) 2 2

1

,  ( ),
N

e i i
i

D a b b a

=
−=∑   (9) 

где De – расстояние между объектами b и a; 

ai – значение i-свойства объекта a; 

bi – значение i-свойства объекта b. 

Необходимо провести кластеризацию признаков с одним или несколькими центрами для здоровых 

людей и людей с дисфонией. В результате чего получим 2 кластера. Вычислить значения вектора для 

лица, проходящего обследование. Найти расстояние от этого вектора до центров тестовых кластеров. 

В зависимости от того, к какому из кластеров окажется ближе полученный «диагностический» вектор, 

принимается решение наличии и об отсутствии расстройства речевой функции. 

Реализация обработки данных средствами пакета MatLab 2017.

Для чтения звуковых файлов в среде разработки Matlab предусмотрена функция 

[sig, fs, b] = wavread (‘filename.wav’). Функция wavread загружает звуковой файл и возвращает выбран-

ные данные: sig – звуковой сигнал со значениями от –1 до 1, fs – частота дискретизации, b – количество 

бит на одну выборку.  

Разбиение записанного речевого сигнала на фреймы производится с использованием функции 

enframe (sig, win, inc), где win – оконная функция (Хэмминга), inc – смещение, а также для умножения на 

оконную функцию (формула 1).  

Расчет преобразования Фурье в действительной области в среде Matlab производится функцией 

rfft (sig), где sig – умноженный на оконную функцию сигнал. 

Функция melbank (p, n, fs, flow, fhigh, w) создает набор мел-фильтров, где p – количество филь-

тров, n – длина преобразования Фурье, fs – частота дискретизации, flow/fhigh – нижняя/верхняя границы 

фильтров, w – тип фильтров.  

Функция rdct (x) реализует дискретное косинусное преобразование. 

Функция melcepst (s, fs, w, nc, p, n, inc, flow, fhigh) возвращает мел-кепстральные коэффициенты, 

используя вышеназванные функции [7].  

Рисунок 2. – Алгоритм вычисления мел-частотных кепстральных коэффициентов в Matlab 2017

Акустические характеристики речи при дисфонии. На рисунке 3 приведены фрагменты звуко-

записи речи здорового человека (а) и человека с дисфонией (б). Запись голоса выполнялась в тихой ком-

нате с микрофоном, расположенным на расстоянии 10 см ото рта. Проведение записи происходило с ча-

стотой дискретизации 44,1 кГц.  
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В качестве дикторов были приглашены преподаватели БГУИР, в том числе имеющие в анамнезе 

диагноз дисфонии. 

 

 
а 

 

 
б 

 
Рисунок 3. – Фрагмент звукозаписи речевого сигнала: 

а – здоровый человек; б – человек с дисфонией 

 

Такой голос имеет более низкую амплитуду и по своим характеристикам напоминает шепот. Речь 

с дисфонией отличается от нормальной по звучанию тональностью и формантной структурой. На рисун-

ке 4 приведены спектрограммы здорового человека и человека с дисфонией. 

 

 
а             б 

 
Рисунок 4. – Спектрограмма речи: 

а –здорового человека; б – человека с дисфонией 

 

На рисунке 4 отчетливо видно, что в сравнении с нормальной речью в вокализованных фонемах 

человека с дисфонией не наблюдается период основного тона. В дополнение к этому вокализованные 

фонемы отличаются от озвученных фонем нормальной речи с точки зрения формантного искажения. 

Ширина полосы дисфонических фонем больше, а их формантные частоты выше. Однако в невокализо-

ванных фонемах дисфонической речи не наблюдается значительных формантных искажений. Сравнивая 

дисфоническую речь с нормальной с точки зрения характеристик тональности, озвучивания и формант-

ного искажения, было установлено, что для невокализованных фонем дисфонической речи не должно 

быть никаких изменений. 

Заключение. В данной работе представлена система ранней диагностики лиц с дисфонией. В ее 

основу положены обнаружение и сравнение мел-частотных кепстральных коэффициентов речи, а также 

кластерный анализ. Методика позволяет дополнить традиционные инвазивные методы. В дальнейшем 

может быть расширена для диагностики большего числа нарушений речи, например, таких как дизарт-
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рия, определения степени тяжести заболеваний или вида расстройств (гипотонусная, гипертонусная или 

гипо-гипертонусная дисфония). 
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ACOUSTICAL ANALYSIS OF THE SPEECH OF PERSONS WITH DYSFONIA 

S. GOROSHCKO, S. PETROV 

The possibility of using acoustic analysis to extract speech parameters that can be used for the diagnosis 

of voice disability is shown. The method of speech recognition using Mel-frequency cepstral coefficients is pro-

posed. Detection of voice disorders is reduced to solving a cluster analysis problem, in which the Euclidean distance 

between the received speech feature vector and the feature vector of the test data set is used to quantify the similarities 

or differences between the classified objects. The technique allows to determine the difference between a healthy per-

son and a person with impaired speech function and can be used to develop devices designed to diagnose dysphonia in 

persons of voice-speech professions. 

Keywords: detection of speech pathology, speech recognition, dysphonia, mel-frequency cepstral coeffi-

cients, discrete Fourier transform, Euclidean distance. 
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АВТОМАТИЗИРОВАННАЯ СИСТЕМА ФИЗИЧЕСКИХ ИЗМЕРЕНИЙ 

 

С.Ю. ЗМИТРОВИЧ, канд. физ.-мат. наук, доц. С.А. ВАБИЩЕВИЧ,  

канд. техн. наук, Д.Н. ШАБАНОВ 

(Полоцкий государственный университет) 

 

Представлена разработанная система измерений физических величин PhyZModule, включающая 

в себя микроконтроллерное устройство и программное обеспечение, позволяющее обрабатывать полу-

ченные экспериментальные данные и представлять их в виде графической информации. Показано, что 

на основании измерений температуры с использованием указанной системы, возможно проводить ис-

следование коэффициента теплопроводности материалов с достаточной степенью достоверности. 

Ключевые слова: микроконтроллер, датчики, измерение, теплопроводность. 

 

Введение. В настоящее время в различных отраслях промышленности часто возникает потреб-

ность в получении материалов с заданными свойствами, что влечет за собой необходимость определения 

физических характеристик материалов на различных этапах производства. Актуальными задачами при 

этом являются автоматизация процесса проведения измерений различных физических параметров с по-

следующей обработкой экспериментальных данных, представление результатов в наглядной форме, по-

вышение достоверности проведенных измерений и расчетов. 

Измерение физических величин может происходить с использованием различных приборов, 

включая датчиковую аппаратуру [1]. Информация, поступающая от датчиков, зачастую имеет аналого-

вую форму, что в электронике представлено в виде напряжения, которое, в свою очередь, обрабатывает-

ся микроконтроллерным устройством (МК) и передается на компьютер пользователя (ПК).  

Цель настоящей работы – проектирование системного модуля, который дает возможность на ос-

новании показаний датчиков аналоговых величин определять температуру, визуализировать характер ее 

изменения от времени в графической форме и рассчитывать тепловодность материала. При этом основ-

ная задача состояла в разработке программного обеспечения (ПО) с возможностью обмена данными 

с микроконтроллерным устройством и построения графиков на основе проделанных измерений с после-

дующим импортом данных в другие программные среды. 

Система проведения измерений «PhyZModule». Графическое представление системы изображе-

но на рисунке 1. В нее входят два основных элемента: микроконтроллерное устройство, проводящее все 

измерения и программное обеспечение, отображающее изменение определяемых величин. Измерения 

показаний датчиков производились по мостовой схеме [2]. 

 

 
 

Рисунок 1. – Графическое представление системы «PhyZModule» 

 

Микроконтроллерное устройство проводит измерения, используя собственный модуль аналого-

цифрового преобразователя (АЦП), который позволяет конвертировать аналоговую величину в цифро-

вой код. Программное обеспечение является инициатором обмена данными между ПК и МК посред-

ством виртуального COM-порта на базе USB. 

На рисунке 2 представлен интерфейс разработанного программного обеспечения для осуществле-

ния измерения физических величин. Разработка интерфейса программы осуществлялась в среде «Embar-

cadero RAD Studio 10.3». 
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Рисунок 2. – Главное окно программы 

Основным полем интерфейса является поле графиков 3, количество которых может достигать де-

сяти. Данное поле используется для отображения всех настроенных для него измерений. Переключение 

между полями графиков происходит через изменение состояния переключателя 2. Кнопка 4 «Включить 

запись данных» предназначена для подтверждения использования выбранного поля графиков 3, после 

чего все измерения будут отображаться на нем. Кнопка 5 «Очистить график» используется при необхо-

димости очистки поля графиков 3. Кнопка 6 «Начать проведение измерений» применяется для того, что-

бы инициировать обмен данными между ПО и МК. После ее нажатия появится кнопка «Закончить про-

ведение измерений», которая прекращает передачу данных. Меню 1 позволяет пользователю узнать ос-

новную информацию о программе в пункте «О программе», а также зайти в подменю программы в пунк-

те «Программа», где существует возможность выбора формата сохранения и настроек параметров про-

граммы (рисунок 3). 

Для каждого из графиков существует возможность изменения параметров: дискретности отобра-

жения; использования десятиканального измерения; цвета линии; ширины линии; логарифмического 

вида, использования датчика и выбора АЦП порта для канала. Произвести изменения можно пройдя по 

пути «Программа–Параметры», рисунок 3, а. Приложение позволяет выводить измеренную информацию 

в четырех форматах: txt; bmp; tsv, csv.  

а 

б в г 

Рисунок 3. – Окно: а – параметров графиков; б – сохранения в bmp формате; 
в – сохранения в форматах tsv и csv ; г – сохранения в txt формате 



ФУНДАМЕНТАЛЬНЫЕ НАУКИ. Информационные технологии                                                                 № 4 

47 

Использование таких форматов, как tsv и csv, является универсальным выбором, позволяющим ис-

следователю абстрагироваться от принятия решений об использовании определенного программного 

обеспечения для построения электронных таблиц и проведения дальнейших действий с выведенными 

данными. Данные форматы импортируются практически во все офисные пакеты, например, в такие как 

«Microsoft Excel», «WPS SpreadSheets». 

Определения тепловых свойств материалов. В качестве примера практического использования 

измерительной системы «PhyZModule» рассмотрен процесс определения тепловых свойств материалов. 

В работе проводились теплофизические измерения, которые позволили получить данные о температуре 

одновременно с нескольких датчиков; рассчитать основные параметры материала (коэффициент тепло-

проводности, теплоемкость, коэффициент температуропроводности) [3]. 

На рисунке 4 представлена схема установки по изучению тепловых свойств материалов. Установка 

представляет собой камеру, состоящую из двойной стенки: внутренняя стенка изготовлена из материала 

с известными параметрами 6, наружная – с неизвестными 7. На стенках закреплены датчики температу-

ры 1 – 3 и 5. Внутри камеры находится инфракрасный обогреватель 4. 

 

 
 

Рисунок 4. – Схема измерительной установки 

 

Эксперимент по определению теплоизоляционных свойств материала заключался в следующем: 

1) производили нагревание внутреннего объема установки до определенной температуры;  

2) после отключения нагревателя осуществляли замеры температуры внутри и снаружи уста-

новки с заданным временным интервалом. Для этого использовались датчики на основе термистора 

с отрицательным температурным коэффициентом B57164-K 222-J, размещенные как представлено на 

рисунке 4: 1 – внутри установки; 2 – между стенками; 3 – снаружи на боковой стенке; 5 – снаружи на 

верхней стенке. 

Для определения коэффициента теплопроводности использовался известный способ «вспомога-

тельной стенки» [4]. Два слоя материала размещаются на источнике тепла, один из материалов с извест-

ным коэффициентом теплопроводности λ1, для второго материала коэффициент теплопроводности опре-

делятся по формуле 

2 1 2
2 1

1 2 3

d t t

d t t

−
λ = λ ⋅

−
, 

где d1 – толщина материала с известным коэффициентом теплопроводности (в эксперименте исполь-

зовался пенополистирол, с коэффициентом теплопроводности λ1 = 0,035 Вт/(м∙К); 

t1 – температура внутренней поверхности первого слоя;  

t2 – температура между слоями стенки;  

t3 – температура наружной поверхности второго слоя;  

d2 – толщина слоя, коэффициент теплопроводности которого определяется. 

На рисунках 5 и 6 представлены зависимости показаний датчиков температуры от времени 

наблюдения, полученные с использованием системы «PhyZModule», и рассчитанного коэффициента теп-

лопроводности исследуемого материала. После включения инфракрасного нагревателя в камере темпе-
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ратура, показываемая датчиком 1, достигала значения 50–60°С за несколько минут. Затем обогреватель

выключали. Система фиксировала изменение температуры датчиков в течение 30 мин (см. рисунок 5).  

Рисунок 5. – Зависимость показаний датчиков температуры от времени  

в теплофизической установке. Номера кривых соответствуют номерам датчиков 

Из полученной зависимости рассчитанного коэффициента теплопроводности от времени наблю-

дения (см. рисунок 6) видно, что показания датчиков выходили на стационарный уровень через 10–

14 мин после отключения нагревателя, что было учтено при проведении эксперимента по определению 

коэффициента теплопроводности. 

Рисунок 6. – Зависимость рассчитанного коэффициента теплопроводности 

от времени наблюдения 

Представленные на рисунке 6 данные свидетельствуют о том, что рассчитанное значение λ2 сни-

жается с течением времени. Указанный процесс носит нестационарный характер. Истинное значение λ2

можно определить в случае, когда градиент температуры является постоянной величиной, что, по данным 

эксперимента, имело место через 10–14 мин после выключения нагревателя, когда λ2 достигло минимального

значения. Рассчитанный в настоящей работе коэффициент теплопроводности равен 0,019 Вт/(м∙К). 

В качестве материала с неизвестными характеристиками выступил пенополиуретан с табличным значе-

нием λ2 = 0,020 Вт/(м∙К). Погрешность в измерении составила величину не более 5%, что свидетельствует

о достаточно высокой достоверности экспериментальных данных, полученных при измерениях с исполь-

зованием системы PhyZModule. Таким образом, установлено, что представленная в работе методика при-

годна для оценки тепловых характеристик материалов (коэффициент теплопроводности). 
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Заключение. Разработанная система PhyZModule, включающая в себя измеряющее микро-

контроллерное устройство и программное обеспечение к нему, способствует повышению степени авто-

матизации процесса измерения физических характеристик материалов. Возможность получения большо-

го количества графической информации, наглядность ее представления, использование различных фор-

матов вывода информации делают разработанную систему универсальной для проведения физических 

измерений. Указанная система может быть использована для организации образовательного процесса по 

физике и иным дисциплинам естественнонаучного и инженерно-технического профиля. Представленные 

в работе результаты по применению системы PhyZModule для проведения теплофизических измерений 

и расчета коэффициента теплопроводности материала свидетельствуют о возможности и эффективности 

ее использования в научно-исследовательской деятельности. 
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AUTOMATED PHYSICAL MEASUREMENT SYSTEM 

 

S. ZMITROVICH, S. VABISHCHEVICH, D. SHABANOV 

 

The developed system for measuring physical quantities PhyZModule, which includes a microcontroller 

device and software, allows to process the experimental data and present them in the form of graphical infor-

mation. It is shown that, on the basis of temperature measurements carried out using this system, it is possible to 

conduct a study of the thermal conductivity of materials with a sufficient degree of reliability. 
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АЛГОРИТМ И ЧИСЛЕННАЯ СХЕМА МОДЕЛИРОВАНИЯ  

НЕСТАЦИОНАРНЫХ ПРОЦЕССОВ ТЕПЛОВОЙ ОБРАБОТКИ БЕТОННЫХ ИЗДЕЛИЙ 

А.М. НИЯКОВСКИЙ 

(Полоцкий государственный университет); 

Ю.В. ЯЦКЕВИЧ 

(Белорусский государственный университет информатики и радиоэлектроники); 

А.Н. ЧИЧКО 

(Белорусский национальный технический университет) 

На основании разработанной теплофизической модели предложен алгоритм компьютерного мо-

делирования процесса ускоренной гидратации бетонных изделий. Алгоритм использует уравнение теп-

лопроводности в трехмерной постановке, учитывающей распределенный источник внутренних тепло-

выделений, и позволяет выполнять расчеты и визуализацию нестационарных полей температуры 

и коэффициента гидратации при твердении бетонных изделий в теплотехнологических установках. 
Алгоритм предназначен для разработки энергосберегающих режимов тепловой обработки бетонных 

изделий, имеющих сложную 3D-геометрию и неоднородную композитную структуру. 

Ключевые слова: компьютерное моделирование, программный комплекс, математическое моде-

лирование, кинетика гидратации цемента, температурные поля, трехмерное уравнение теплопроводно-

сти, нестационарная теплопроводность, энергосбережение, теплотехнологии. 

Введение. В климатических условиях Республики Беларусь значительная часть промышленно из-

готавливаемых бетонных и железобетонных изделий подвергается тепловлажностной обработке (ТВО) 

в теплотехнологических установках ускоренной гидратации. В связи с чем вопросы разработки энерго-

сберегающих режимов их функционирования становятся особенно актуальными, их отысканию и иссле-

дованию посвящено множество научно-исследовательских работ, которые в контексте проблемы, рас-

сматриваемой в данной статье, могут быть объединены в несколько методологических подходов.  

Подход, основанный на эмпирических зависимостях. Данный эмпирический подход [1–3], сфор-

мировался в рамках науки о бетоне и строительного материаловедения и заключается в эксперименталь-

ном подборе режимов ТВО и проектировании оптимальных составов бетонных смесей с последующим 

обобщением полученных простых факторных зависимостей в виде графиков, таблиц и аппроксимирую-

щих уравнений. Метод оперирует средними по объему обрабатываемого изделия теплофизическими 

характеристиками материалов, температурой и степенью гидратации и не принимает в расчет начальные, 

граничные и краевые условия в пределах теплотехнологической установки для проведения ТВО.  

Комплексный поход, базирующийся на методах системного анализа широкого спектра технологи-

ческих параметров. Данный подход использует метод многофакторного проектирования режимов ТВО 

[4–7] и заключается в получении «математической модели» [4], отражающей влияние различных техно-

логических факторов в их взаимосвязи на требуемые целевые характеристики обрабатываемого изделия, 

такие как прочность и степень гидратации. Зависимость этих целевых характеристик от отдельных фак-

торов задана уравнениями, полученными экспериментальным путем и обработанными с учетом имею-

щихся материаловедческих представлений о процессе твердения бетона. В системе уравнений, опреде-

ляющих такую математическую модель, могут учитываться некоторые теплотехнические параметры, 

например, теплообмен с окружающей средой [4, 6]. Однако такая модель по-прежнему оперирует инте-

гральными характеристиками и не учитывает особенности нестационарного процесса нагрева и охла-

ждения бетонного изделия в теплотехнологической установке ускоренной гидратации, поскольку не 

использует аналитический аппарат математической физики. 

Подход, основанный на аналитических методах. Аналитический подход заключается в использо-

вании фундаментальных уравнений математической физики, адаптированных к задачам твердения бето-

на в условиях подвода теплоты, описывающих нестационарную теплопроводность при наличии внутрен-

них тепловыделений [8–11]. Использование данного метода ограничено трудностями отыскания анали-

тических решений для тел сложной геометрии при трехмерной постановке задачи в условиях перемен-

ных теплофизических свойств нагреваемых материалов и оборудования [9]. 

Подход, основанный на численных методах. Данный подход заключается в применении численных 

методов математического 3D-моделирования и базируется на достижениях первых трех методологиче-

ских подходов. Он позволяет находить численные решения задач нестационарной теплопроводности 
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с учетом всех конструкционных, технологических и теплотехнических факторов, определяющих процес-

сы, протекающие в теплотехнологических установках ускоренной гидратации бетона [11–17]. 
Целью исследования является разработка основанных на нестационарном трехмерном уравнении 

теплопроводности, учитывающем источник внутренних тепловыделений, новых алгоритмов компьютер-

ного моделирования энергосберегающих режимов ТВО бетона, позволяющих выполнять численные 
расчеты процессов нагрева и гидратации для бетонных изделий произвольной 3D-геометрии, обладаю-

щих сложной композитной структурой. 

Теплофизическая модель процесса гидратации. Для достижения цели работы на основе диффе-
ренциального уравнения теплопроводности в трехмерной постановке разработана теплофизическая мо-

дель процессов нагрева и гидратации бетона. В модели путем дополнительного включения модельной 

функции, зависящей от температуры, учтен экзотермический характер реакций, протекающих при гидра-
тации активной части цементного клинкера.  

Разработанная теплофизическая модель процесса включает систему граничных и начальных усло-

вий, различающихся в зависимости от вида, структуры бетонного изделия и способа его тепловой обра-
ботки в теплотехнологических установках. В дополнении к граничным условиям при решении уравнения 

теплопроводности использовались модельные функции температуры от времени тепловой обработки, 

с помощью которых задавали температуру нагреваемой среды. В работе использовали табулированные 

функции температуры как модельные, так и экспериментально измеренные в различных областях бетон-

ного изделия, при проведении экспериментальных исследований на предприятии «Завод КПД» ОАО 
«Строительно-монтажный трест № 16, г. Новополоцк». 

В качестве основного уравнения для расчета распределения температуры в пространстве бетонно-
го тела в течение времени ТВО при нагреве и гидратации бетона использовалось уравнение теплопро-
водности, учитывающее экзотермический характер реакции гидратации цемента, которое в указанной 
постановке имеет вид 

( , , , )
( ( , , , ), ( , , , ))

( , , , ) 1

( , , , )
( ( , , , ), ( , , , ))

( , , , )
( ( , , , ), ( , , , ))

( ( , , , ), ( , , , ))

b

b b

b

b

c q

T x y z
H x y z T x y z

T x y z x

c x

T x y z
H x y z T x y z

y

y

T x y z
H x y z T x y z

z
P Q x y z T x y z

z

 ∂ τ ∂ λ τ τ ∂ τ ∂ = +
∂τ ρ ∂




 ∂ τ∂ λ τ τ ∂ + +
∂

∂ τ  ∂ λ τ τ ∂ + + ρ τ τ
∂



,





 (1) 

где τ – время, с; 

x, y, z – декартовы координаты (ось Y направлена вертикально), м;  

T(x, y, z, τ) – температура бетона в точке, имеющей координаты (x, y, z), в момент времени τ, °С;  

ρb – плотность бетона, кг/м3;

ρc – удельный расход цемента в бетоне, кг/м3;  

cb – удельная теплоемкость бетона, Дж/(кг∙K);  
Q(x, y, z, τ) – удельная теплота, выделившаяся при гидратации цемента в точке с координатами (x, y, z) 

на момент времени τ; 
H(x, y, z, τ) = Q(x, y, z, τ) / Qmax – коэффициент (степень) гидратации цемента, где Qmax – удельная 

теплота полной гидратации цемента, Дж/кг;  

λb(H, T) – теплопроводность бетона, зависящая от степени его гидратации и температуры, Вт/(м∙K);

Pq(Q, T) – удельная мощность тепловыделения при гидратации цемента (Вт/кг), которая определя-
ется по формуле 

прив( , ( , ))
( , )q

Q T Q T
P Q T

∂ τ
=

∂τ
,  (2) 

где Q – удельная теплота, выделившаяся при гидратации цемента к рассматриваемому моменту вре-

мени, Дж/кг;  
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Q(T, τ) – функция тепловыделения цемента, Дж/кг; 

τприв(Q, T) – приведенное время гидратации цемента, с, которое определяется как функция обрат-

ная Q(T,τ) при фиксированном значении T(τприв(Q, T)= Q –1(T, Q).  

Более подробно основные положения, описывающие разработанную и используемую в данной 

статье теплофизическую модель, ее граничные условия, а также сведения о функциях тепловыделе-

ния и приведенном времени гидратации, изложены в ранее опубликованных работах автора с соав-

торами [19, 20]. 

На рисунке 1 на примере сечения модельного изделия кубической формы, подвергаемого ТВО на 

стенде горизонтального формования, показаны расчетные области модели, включающие пространство 

твердеющего бетона (Ω1), пространство опалубки (Ω2), пространство тепловой среды (Ω3), области 

нагревателей (Ω4). Каждая из перечисленных областей характеризовалась теплопроводностью, плотно-

стью и удельной теплоемкостью материалов, включенных в расчет. Обрабатываемое изделие по бокам 

ограничено металлической формой, нижней гранью лежит на обогреваемом жидким теплоносителем 

столе, а сверху укрыто тепловлагоизолирующим съемным рулонным покрытием. 

 

 

Рисунок 1. – Схематичная область расчетного 
моделируемого пространства 
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Конечно-разностные формулы для компьютерной модели. Сущность метода моделирования, 

использованного в работе, состоит в разбиении всего 3-мерного пространства модели на элементы пря-

моугольной (кубической) формы (рисунок 2). Каждый элемент имеет параметры, описывающие физиче-

ское состояние среды (теплоемкость, плотность, теплопроводность, температуру, степень гидратации). 

Все элементы расчетного пространства образуют взаимосвязанную пространственную 3D-систему, со-

стояние и параметры которой пересчитываются на каждом шаге моделирования процесса нагрева 

и гидратации с учетом начальных и граничных условий. Каждый такт моделирования соответствует дис-

кретному моменту времени, которое изменяется с шагом Δτ. Состояние каждого элемента изменяется на 

каждом такте моделирования в зависимости от его текущего состояния и состояния соседних элементов 

на предыдущем такте моделирования. Формула, по которой вычисляется новое значение параметра эле-

мента (в частности, температуры, коэффициента гидратации), является конечно-разностной аппроксима-

цией численного решения дифференциального уравнения теплопроводности.  

На рисунке 2 выделены элементы расчетного пространства, использованные для расчета распре-

деления температур и коэффициента гидратации на основе конечно-разностных аппроксимаций.  

Так, для сеточных элементов группы (1, 2) температура и степень гидратации вычислялись по 

формулам (4), (5), для элементов группы (3) – по формуле (6), для элементов группы (4) – по форму-

ле (7), для элементов группы (5) – по формуле (8), для элементов группы (6) – по формуле (9), для эле-

ментов группы (7) – по формуле (10). 
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Рисунок 2. – Схема разбиения моделируемого расчетного пространства  

на группы дискретных элементов Δx = Δy = Δz = 5 мм 

 

На основе уравнения (1) была составлена конечно-разностная схема для численного расчета изме-

нения температуры в дискретных элементах пространства Ω1 твердеющего бетона. Для сеточных элемен-

тов группы (1, 2) (рисунок 2) использовалась следующая формула для расчета температуры: 
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     (4) 

 

где Δτ – шаг дискретизации по времени, с;  

Δx, Δy, Δz – шаги дискретизации по пространству, м. 

Остальные величины, входящие в уравнение (4), расшифрованы ранее. 

Расчет распределения тепловыделений и соответствующих им коэффициентов (степени) гидрата-

ции цемента производился по формулам: 
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τ + ∆ττ + ∆τ = ⋅
         (5) 

 

Расчет изменения температуры в дискретных элементах пространства Ω2 стальной опалубки 

и конструкции оборудования, исключая граничные элементы (элемент 3), вычислялся по формуле 
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где cst – удельная теплоемкость стали (475 Дж/кг∙K); 

ρst – плотность стали (7850 кг/м3);  

λst – теплопроводность стали (44,5 Вт/(м∙К)). 

Расчет изменения температуры бетона на границе с греющей средой (Ω1 – Ω3) (верхняя горизон-

тальная поверхность бетона, элемент 4) вычислялся по формуле 
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где (x, y, z), (x + Δx, y, z), (x – Δx, y, z), (x, y – Δy, z), (x, y, z + Δz), (x, y, z – Δz) – координаты середин 

конечно-разностных элементов в пространстве бетона;  

(x, y + Δy, z) – координаты середины конечно-разностного элемента в пространстве паровоздуш-

ной среды; 

Tenv(τ) – функция изменения температуры паровоздушной среды от времени (T(x, y + Δy, z) = Tenv(τ)); 

αup – коэффициент теплоотдачи (αup = 5 Вт/(м2К)). 

Расчет изменения температуры опалубки на границе с паровоздушной средой (Ω2 – Ω3) с одной 

стороны и бетоном (Ω2 – Ω3) – с другой для вертикальной боковой поверхности в направлении коорди-

натной оси X (элемент 5) проводился по формуле 
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где (x, y, z), (x – Δx, y, z), (x, y+Δy, z), (x, y – Δy, z), (x, y, z+Δz), (x, y, z–Δz) – координаты середин конеч-

но-разностных элементов в пространстве опалубки;  

(x + Δx, y, z) – координаты середины конечно-разностного элемента в пространстве паровоздуш-

ной среды;  

Tenv(τ) – функция изменения температуры паровоздушной среды от времени (T(x+Δx, y, z) = Tenv(τ)); 

αsd – коэффициент теплоотдачи (αsd = 7 Вт/(м2К)). 

Расчет изменения температуры бетона на границе с опалубкой (Ω1 – Ω2) для вертикальной боковой 

поверхности в направлении координатной оси X (элемент 6) проведен по формуле 
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где (x, y, z), (x – Δx, y, z), (x, y + Δy, z), (x, y – Δy, z), (x, y, z + Δz), (x, y, z – Δz) – координаты середин 

конечно-разностных элементов в пространстве бетона;  

(x + Δx, y, z) – координаты середины конечно-разностного элемента в пространстве опалубки. 

Расчет изменения температуры стола (тот же материал, что и опалубка) на границе с нагревателем 

(Ω2 – Ω4) (элемент 7) проведен по формуле 
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            (10) 

 

где (x, y, z), (x + Δx, y, z), (x – Δx, y, z), (x, y + Δy, z), (x, y, z + Δz), (x, y, z – Δz) – координаты середин 

конечно-разностных элементов в пространстве опалубки;  

(x, y – Δy, z) – координаты середины конечно-разностного элемента в пространстве нагревателя;  

αw – коэффициент теплоотдачи, соответствующий конвективному теплообмену между водяным 

теплоносителем и греющей стенкой (был принят αw = 250 Вт/(м2К)). 

В конечно-разностной модели использовалось множество элементов, которые являются гранич-

ными одновременно по нескольким направлениям и с разными типами границ. Например, верхний угло-
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вой элемент бетонного куба верхней гранью граничит с паровоздушной средой, а двумя боковыми гра-

нями – с опалубкой. Конечно-разностная схема расчета этих элементов представляет собой соответству-

ющие комбинации фрагментов итерационных уравнений, приведенных в [19, 20], и их аналогов по 

направлениям Y и Z. 

Описанные выше частные случаи конечно-разностных формул расчета температур для различных 

элементов модели были обобщены. Итоговая формула расчета изменения температуры в произвольных 

элементах пространства твердеющего бетона (Ω1), включая граничные элементы, имеет вид 
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Итоговая формула расчета изменения температуры в элементах пространства опалубки (Ω2), 

включая граничные элементы, имеет вид 
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Алгоритм расчета процессов нагрева и гидратации. На основе вышеперечисленных формул 
была разработана САЕ (система автоматизированного моделирования) для расчета эволюции процесса 
гидратации бетонных изделий, написанная на языке C++, которая условно названа «ПроЭнергоБетон-1» 
(Процессы энергосбережения бетона).  

Программа может быть предложена для использования в условиях промышленного производства 
и позволяет рассчитать и визуализировать пространственное распределение температуры и степени (ко-
эффициента) гидратации в бетонном изделии произвольной геометрии для заданного времени тепловой 
обработки с целью разработки энергосберегающих режимов ТВО. Класс решаемых с ее помощью задач 
может быть расширен путем модификации теплофизической модели и внесения в программу связанных 
с этим изменений.  

В программе использован следующий укрупненный алгоритм моделирования процесса распреде-
ления температуры и степени гидратации: 

Шаг 1. Разбить все моделируемое пространство (прямоугольное) на элементы с размерами Δx, Δy, 
Δz, т.е. создать трехмерный массив Mt элементов с размерностью I (по Х), J (по Y), K (по Z). 

Шаг 2. Задать начальные значения (формула (3)) параметров согласно соответствующим областям 
Ω1, Ω2, Ω3, Ω4 для момента времени τ = 0. 

Шаг 3. Создать новый массив Mτ + Δτ элементов с такой же размерностью, как Mτ [I, J, K]. 
Шаг 4. Такт моделирования: 
Шаг. 4.1. Проход по всем элементам массива Mτ[i,j,k], где i = 0…I, j = 0...J, k = 0...K, и вычисление 

массива значений T, Q, Н по формулам (4)–(12) в зависимости от принадлежности элемента области Ω1, 
Ω2, Ω3, Ω4. Новые значения присваивать соответствующим элементам массива Mτ+Δτ [i,j,k]; 

Шаг 4.2. Перенести полученные значения параметров из массива Mτ + Δτ [i,j,k] в массив Mτ[i,j,k] (или 
поменять массивы местами); 

Шаг. 4.3. Итерационное изменение значения времени τ = τ +Δτ; 
Шаг 5. Повторять процесс моделирования (шаг 4) пока τ не будет равно длительности цикла тер-

мообработки. 
На рисунках 4–7 представлены фрагменты визуализации в трех проекциях численного моделиро-

вания распределений температуры и коэффициента (степени) гидратации в центральном сечении мо-
дельного кубического изделия, полученные с помощью разработанного алгоритма для различных интер-
валов времени, прошедших с момента начала ТВО. 

Рисунок 4. – Фрагмент численного моделирования распределения температур 

в изделии размером 0,3×0,3×0,3 м в трех проекциях на момент времени  

тепловой обработки τ = 4 ч 
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Рисунок 5. – Фрагмент численного моделирования распределения коэффициента гидратации  

в изделии размером 0,3×0,3×0,3м в трех проекциях на момент времени  

тепловой обработки τ = 4 ч 

 

 
 

Рисунок 6. – Фрагмент численного моделирования распределения температур  

в изделии размером 0,3×0,3×0,3м в трех проекциях на момент времени  

тепловой обработки τ = 10 ч 

 

 
 

Рисунок 7. – Фрагмент численного моделирования распределения коэффициента гидратации  

в изделии размером 0,3×0,3×0,3м в трех проекциях на момент времени  

тепловой обработки τ = 10 ч 
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Заключение и выводы. На основании предложенной авторами теплофизической модели процес-

са гидратации бетонного изделия [19, 20], опирающейся на неравновесном уравнении теплопроводности, 

дополненном функцией источника гидратации, при различных вариантах начальных и граничных усло-

вий, характеризующих условия тепловой обработки в промышленных теплотехнологических установках, 

с учетом подходов, намеченных в [18], разработан алгоритм компьютерного моделирования процессов 

ускоренной гидратации.  

Выполнена проверка устойчивости полученной модели, определены пределы изменения шага мо-

делирования по времени при заданном шаге моделирования в пространстве. На примере модельного 

кубического изделия показаны предоставляемые разработанным алгоритмом возможности расчета 

и визуализации процессов нагрева и твердения бетона при различной продолжительности его тепловой 

обработки.  

Полученные результаты дают возможность производить дискретную оптимизацию режимов теп-

ловой обработки бетонных изделий и разработку энергосберегающих технологий их производства, 

а также могут быть использованы при проектировании новых и совершенствовании существующих теп-

лотехнологических установок для ускоренной гидратации бетонных изделий любой 3D-геометрии 

и композиционной структуры. 
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ALGORITHM AND NUMERICAL SCHEME FOR THE SIMULATION  

OF UNSTEADY PROCESSES OF HEAT TREATMENT OF CONCRETE PRODUCTS 

 

A. NIYAKOVSKI, Y. YATSKEVICH, A. CHYCHKO 

 

On the basis of the developed thermophysical model a computer simulation algorithm of the concrete 

products’ accelerated hydration process is proposed. The algorithm uses the heat equation in a three-

dimensional formulation, taking into account the distributed source of internal heat emissions, and allows to 

perform calculation and visualization of non-stationary fields of temperature and the hydration coefficient dur-

ing the hardening of concrete products in thermal technological installations. The algorithm is designed for the 

development of the concrete products’ heat treatment energy-saving modes with complex 3D-geometry and het-

erogeneous composite structure. 

Keywords: computer modeling, software package, mathematical modeling, kinetics of cement hydration, 

temperature fields, three-dimensional equation of thermal conductivity, non-stationary thermal conductivity, 

energy saving, heat technologies. 
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УДК 004.8+378 

ОБ ИСПОЛЬЗОВАНИИ СЕМАНТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ
ДЛЯ ОБНОВЛЕНИЯ ТЕРМИНОЛОГИИ В СФЕРЕ ОБРАЗОВАНИЯ И НАУКИ

канд. техн. наук, проф. В.И. БАТЮШКО 

(Международное научно-техническое общество ученых технического образования); 

канд. техн. наук, доц. Н.М. БОБОВИЧ 

(Академия МВД Республики Беларусь); 

канд. филол. наук, доц. С.И. ЛЕБЕДИНСКИЙ 

(Белорусский государственный университет) 

Предложен один из возможных подходов к наполнению содержания новых и обновляемых образо-

вательных стандартов и программ, научно-исследовательских работ и научных проектов верифициро-

ванным смыслом на основе «модели тезауруса определения термина» на примере термина «информа-

ция». Проведенное моделирование тезауруса термина позволяет усилить роль языка в понимании, осво-

ении, передаче информации и знаний, а также накопить, обогатить и распространить передовой опыт 

(компетенции), совершенствовать координацию работ в области научной терминологии.  

Ключевые слова: информация, тезаурус, образовательный стандарт, семантическая модель, ис-

кусственный интеллект. 

Введение. В соответствии с Законом Республики Беларусь «Об образовании» от 29 октября 1991 г. 

№ 1202-ХII и постановлением Совета Министров Республики Беларусь «О государственной комплекс-

ной программе развития образования и воспитания в Беларуси на период до 2000 года» от 15 ноября 1993 г. 

№ 783, разработана Концепция стандартизации в сфере образования Республики Беларусь (1996 г.) [1], 

на основе которой в нашей стране создана Система образовательных стандартов, включающая термины 

и их определения.  

Действующие образовательные стандарты имеют статус «технического нормативного правового 

акта», являются инструментом государственной политики в сфере образования Республики Беларусь, 

признаются в рамках Союзного государства, ЕАЭС и Болонского процесса.  

Современный период совершенствования системы образования Республики Беларусь характери-

зуется: 

– обновлением национальных стандартов высшего образования [5] с учетом глобальных тенден-

ций развития высшего образования [3], достижений белорусских ученых в исследовании глобализации 

мировой экономики и интернационализации высшей школы [4]; 

– проектированием образовательных стандартов и программ нового поколения (поколение 3+),

ориентированных на реализацию стратегии «Наука и технологии: 2018–2040». 

В связи с этим представляется актуальной проблема создания терминологии по новым научным и 

учебным дисциплинам в области информационно-коммуникационных технологий, искусственного ин-

теллекта и защиты информации, а также информационно-лингвистическом сопровождении создания 

и развития кластерных структур в различных отраслях профессиональной деятельности. Как следствие, 

нуждается также в обновлении существующий терминологический аппарат и его гармонизация с между-

народными и межгосударственными стандартами (ГОСТ 704-2010, ИСО 9000-2015), требованиями 

ЮНЕСКО, Болонского процесса, Российскими образовательными стандартами (ФГОС). 

В статье приведены результаты исследований по наполнению содержания новых и обновляемых 

образовательных стандартов и программ, научно-исследовательских работ и научных проектов верифи-

цированным смыслом на основе «модели тезауруса определения термина» на примере термина «инфор-

мация». 

Основная часть. В основу проведенного исследования положены следующие допущения 

и ограничения: 

1. Информация, в широком смысле, рассматривается как ресурс и товар.

2. Модель тезауруса термина имеет технический нормативный характер.

3. Передача и обмен знаниями в образовательном и научно-исследовательском процессе рассмат-

риваются как информационный поток, проходящий фильтрационную обработку. 

4. Метод тезауруса термина задается как алгоритмическая модель.

5. Объекты в реальном мире идентифицируются свойствами и абстрагируются в понятия, а свой-

ства – в характеристики, определяющие понятия (рисунок 1). 
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Рисунок 1. – Опорное кольцо зависимости «объект-свойство-характеристика-понятие»  

(ГОСТ ИСО 704-2010, ИСО 9000-2015) 

 

На первом этапе исследования проведен анализ существующих информационных моделей тезау-

руса в различных сферах профессиональной деятельности [3, 6, 7] и построена общая структурная мат-

рица тезауруса (таблица 1), которая используется на последующих этапах исследования как аналог пред-

лагаемой модели тезауруса термина. 

 

Таблица 1. – Общая структурная матрица тезауруса термина 
 

Этапы Комментарий Научная основа 

Вход Выбор источников данных, сбор и подготовка данных к обработке История 

Статистика 

1. Физическая 

фильтрация 

 

Цель – численное ограничение данных, связанных с пропускной 

способностью канала восприятия и человеческим фактором. 

Цель достигается путем статистического (синтаксического) анализа 

данных (определений понятий, ответов на вопросы). 

Отсеивается та часть данных, которые не удовлетворяют установ-

ленным требованиям (например, дефектные определения: заколь-

цованные, отрицательные, неточные). 

Этап имеет физико-психологический смысл. 

Педагогический пример: результат обучения – «представления, 

знания». 

Синтактика: 

теория вероятностей, 

математіческая  

статистики, 

психология, 

педагогика, 

информатика, 

лингвистика, 

историческая  

лингвистика 

2. Семантическая 

фильтрация 

(Тезаурус) 

 

Цель – отбор воспринимаемых слов и их определений в соответ-

ствии с семантическим значением. 

Осуществляется посредством прохождения данных через семан-

тический фильтр (тезаурус).  

Содержит семантический треугольник.  

Этап отражает психосемантический аспект обработки данных. 

Воспринимаются только понятые слова и их определения. Бес-

смысленные данные отсеиваются.  

Педагогический пример: результат обучения – «понимание». 

Семантика 

Информатика 

Психология 

Социология 

Педагогика 

Лингвистика 

3. Прагматическая  

фильтрация 

(отражает практи-

ческий аспект). 

Имеет практиче-

ский (здравый) 

смысл 

Цель – отбор информации, полезной для решения практических 

задач. Процесс осуществляется путем прохождения данных через 

прагматический фильтр. На этом этапе отбирается только полез-

ная информация, исключая ненужную, избыточную и чуждую.  

Педагогический пример: результат обучения – «умения». 

Прагматика 

Экономика 

Педагогика 

Кибернетика 

Лингвотипология 

Компьютерная  

лингвистика 

Онтология 

Выход Обратная связь < управление (менеджмент) > 

Использование информации как ресурса и товара. 

Типология, кластеризация, классификация (ОКРБ) 

Кибернетика 

Инфоэкономика 

Лингвотипология 

 

На втором этапе исследования в соответствии с общей структурной матрицей тезауруса термина 

разработана соответствующая алгоритмическая модель, состоящая из следующих 7 блоков (рисунок 2). 

Объект Понятие 

Свойство (сущность) Характеристика 

И
м
ее
т 

абстрагирует в 

абстрагирует в 

О
б
р
аз
у
ет

 Абстрагирование – процесс  
выделения совокупности общих 
признаков объекта и на этой  
основе формирование понятия 

Реальный мир 
Абстрактный 

мир 
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Рисунок 2. – Алгоритмическая модель 

 

Разработанная модель позволила: 

1) установить исток и происхождение термина, изменение его объёма и смысла в процессе раз-

вития, а также реализацию принципа историзма и преемственности в научном исследовании; 

2) выяснить однозначность смысла термина по его корню и основанию;  

3) установить всесторонние (горизонтальные и вертикальные) семантические связи ядра струк-

туры и периферии термина;  

4) определить посредством классификации полноту смысла термина; 

5) сформировать кластерную структуру определения каждого термина; 

7) сформулировать обобщенное определение терминов; 

8) наполнить определение каждого термина смыслом, соответствующим современным историко-

этимологическим, логическим, лингвистическим и синергетическим требованиям; 

9) проектировать обобщенное определение; 

10) перевести определение термина на белорусский и английский языки, что доказывает воз-

можность разработки трёхъязычного русско-белорусско-английского тезауруса. 

Апробация семантической модели тезауруса проводилась с использованием термина «информа-

ция». Семантическая модель тезауруса термина «информация» приведена в таблице 2. 

 

Таблица 2. – Семантическая модель тезауруса термина «информация» 
 

Код Параметры 

Обозначения 

Название термина: Информация / Iпфармацыя / Information 

Цели, результаты анализа термина и синтеза его определения 

1 2 3 

1  Историко-этимологический анализ термина 

Цель – установление истока (начала) и происхождения термина 

1.1 История появления 

термина 

Ист. 

 

Страны, начавшие применять термин: Англия – XIV – XV вв. (Английское пра-

во); США – 1948 г., работы Н. Винера и К. Шеннона по теории информации; 

Россия – начало XVII – XVIII (эпоха Петра I), возобновление – середина ХХ в. 

Источник: Ю.В. Волков (2016) [2]; Беларусь – бел. науч. терминология (1922); 

информатика 1960–1970 гг. 

Источник: М.К. Буза (1994) 

1.2 Этимология Этим. 

[…]. 

[< пол. informaсjа < лат. informati – «представление; разъяснение; изложение», << 

informare – «придавать вид; формировать; организовывать; обучать; воспиты-

вать», << formare – «формировать; организовывать; устраивать», << forma – 

«форма, вид; устройство; организация; образ»].  

Источник: В.В. Морковкин (2016) 

2  Морфологический анализ термина 

Цель – выявление значения термина по корню слова 

2.1 Морфология 

Морф. (…) 

«Информация» по частям слова: «ин» – в + «форма» – образ, вид + «ци» – функ-

ция движения; внутренняя форма движения 

2.2 Родственные слова  Информатика, информатизация, информирование, информатор, информацион-

ный, информативный, информировать и др. 

1. Историко-этимологический блок 

2. Морфологический блок 

3. Семантический блок 

4. Классификационный блок/классификатор 

5. Статистический/частотный блок 

6. Проектный/конструкторский блок 

7. Переводческий блок 

Комментарий 

Комментарий 

Комментарий 

Комментарий 

Комментарий 

Комментарий 

Комментарий 
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Окончание таблицы 2 

1 2 3 

3   Семантический анализ термина 

Цель – установление семантических связей структуры (ядра) термина 

3.1 Смысл/значение 

См. 

Вид, форма, учение; мысль, образ, знание; отражение разнообразия, мера упоря-

дочения, определенность, вероятность и др. 

3.2 Синонимы  

Син.   

Весть, информирование, оповещение, материал, данные, сведения, сообщение, 

новость, справка, уведомление, извещение и др.  

3.3 Антонимы Ант. Дезинформация 

3.4 Гиперонимы Гип. Знание, гипертекст, и др. 

3.5 Гипонимы Гипо. Данные, понятие, термин, факт 

3.6 Устойчивые 

словосочетания 

Фразеологизмы  

Информационное общество, информационный ресурс, информационная техноло-

гия, информационная война, средства массовой информации и др. 

«Информация – это разность тезаурусов» (Ю.А. Шрейдер, 1971) 

4  Классификационный анализ термина 

Цель – установление полноты определения термина 

4.1 Способ  

кодирования 

Информация: символьная (буквы, цифры, знаки и др.), текстовая (комбинация 

символов), графическая (изобразительная), звуковая 

4.2 Способ передачи  

и восприятия 

Информация: визуальная, аудиальная, числовая, чувственная, органоптическая 

(запаховая), генетическая и др. 

4.3 Сферы  

деятельности  

Информация: научная, образовательная, экономическая, военная, управленческая, 

правовая, культурная, международная и др. 

5  Частотный анализ смыслов существующих определений термина  

Цель – вывод  общего определения термина 

 Частотный  

спектр смысла  

в определениях, %  

Сведения 

Сообщения  

Данные 

Знание 

Понятие  

Значение 

Форма движения 

Взаимодействие  

Отражение 

 

50 50 - - 

5.1 Нормативные 

определения 

Информация – сведения о лицах, предметах, фактах, событиях, явлениях и про-

цессах независимо от формы их представления (Закон РБ,2008, №455-З) 

5.2 Определения в 

энцик. и словарях  

67 15 18 - 

Информация – совокупность знаний о фактических данных и зависимостях между 

ними. ( М.К. Буза, 1994) 

5.3 Научные, учебные 

определения  

45 20 35 - 

Информация – отражённое разнообразие в любых объектах (процессах) живой и 

неживой природы (У.Р. Эшби, 1961; А.Д. Урсул, 1968) 

6  Проектирование нового определения термина  

6.1 Обобщённое опре-

деление 

Информация – отражение разнообразия результата коммуникации и/или взаимо-

действия объектов в определённой форме 

6.2 Альтернативное 

определение 

Информация – сведения, независимые от формы их представления 

6.3 Экспертное  

определение  

Дается экспертами 

6.4 Лигитимация  

определения 

Осуществляется одновременно с утверждением нормативного документа 

7  Перевод определения термина на иные естественные языки 

7.1 Перевод  

на белорусский 

язык 

Iнфармацыя – адлюстраванне вынiка камунiкацыi i/цi ўзаемадзеяння аб’ектаў у 

вызначанай форме 

7.2 Перевод  

на английский язык 

Information – reflection of the result of communication and / or interaction of objects in 

the some form 

 

Заключение. Проведенные исследования позволяют сделать следующие общие выводы. 

1. Разработанная модель тезауруса термина позволяет усилить роль языка в понимании, освое-

нии, передаче информации и знаний, а также накопить, обогатить и распространить передовой опыт 

(компетенции), совершенствовать координацию работ в области научной терминологии.  

2. Апробированная в процессе разработки определения термина «информация» модель может 

служить основанием для внедрения её в практику проектирования образовательных стандартов и образо-

вательных программ, разработку научных проектов.  
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3. Заимствованная из математической логики конъюнктивно-дизъюнктивная нормальная форма 

(союзная связка) «и/или» позволяет реализовать в определениях сложных терминов принцип необходи-

мого разнообразия. 

4. Широкое определение термина дает возможность охватить всё многообразие версий и смыс-

лов, вкладываемых в него различными исследователями, привлекает альтернативные варианты, позво-

ляющие принимать компромиссные решения на основе консенсуса. 
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ON THE USE OF THE SEMANTIC MODEL TO UPDATE THE TERMINOLOGY  

IN THE FIELD OF EDUCATION AND SCIENCE 

 

V. BATUCHKO, N. BOBOVICH, С. LEBEDINSKIY 

 

The article proposes one of the possible approaches to filling the content of new and updated educational 

standards and programs, research works and research projects with verified meaning based on the “thesaurus 

definition model of the term” using the term “information” as an example. The modeling of the term thesaurus 

allows us to strengthen the role of language in understanding, mastering, transmitting information and 

knowledge, as well as accumulate, enrich and disseminate advanced experience (competences), and improve the 

coordination of work in the field of scientific terminology. 

Keywords: information, thesaurus, educational standard, semantic model, artificial intelligence. 
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ФИЗИКА 
 

 

УДК 544.58: 661.12 
 

ДОЛГОЖИВУЩИЕ  β-ИЗЛУЧАЮЩИЕ РАДИОНУКЛИДЫ  

ПРИ ПРОИЗВОДСТВЕ РАДИОФАРМПРЕПАРАТОВ НА ОСНОВЕ 18F 
 

канд. физ.-мат. наук Д.И. БРИНКЕВИЧ, канд. хим. наук, доц. С.Д. БРИНКЕВИЧ 

(Белорусский государственный университет); 

канд. физ.-мат. наук, доц. С.А. ВАБИЩЕВИЧ 

(Полоцкий государственный университет); 

В.О. КРОТ, А.Я. МАЛИБОРСКИЙ 

(Республиканский научно-практический центр онкологии  

и медицинской радиологии им. Н.Н. Александрова) 
 

Исследовано накопление долгоживущих β-излучающих радионуклидов в обогащенной 18О воде при 

производстве радиофармпрепаратов на основе 18F с использованием циклотрона IBA Cyclone 18/9 HC. 
Обнаружена линейная корреляция активности 3Н с наработанной на циклотроне активностью 18F. При 

длительностях облучения, превышающих период полураспада 18F (t1/2 = 110 мин), отношение активно-

стей трития и 18F  возрастает, что обусловлено распадом части наработанного 18F во время облуче-
ния. Основная доля 3Н (около 95 %) остается в регенерированной воде. 1,6 % от наработанной актив-
ности трития уносится из зоны синтеза с газами и парами воды, что составляет около 4,10-8 от нара-

ботанной на циклотроне активности 18F. Содержащие тритий отходы (регенерированная вода во фла-
конах) при утилизации могут рассматриваться как отходы очень низкого уровня активности. При уве-

личении накопленной мишенью дозы свыше 2500 мкА·ч усиливаются процессы коррозии/эрозии материа-

лов мишени, что приводит к резкому росту концентрации нежелательных радионуклидов в регенериро-

ванной воде, картриджах сорбционной очистки и готовой лекарственной форме. Концентрация трития 

при этом существенно не возрастает. В β-спектрах регенерированной воды [18О]H2O и готового ра-

диофармпрепарата [18F]NaF кроме максимума, обусловленного тритием, появляется ряд максимумов 
как в низко- так и в высокоэнергетической части спектра. Полученные результаты имеют важное 

значение для оптимизации методов обращения с радиоактивными отходами при производстве радио-

фармпрепаратов на основе 18F с использованием циклотрона IBA Cyclone 18/9 HC и, как следствие, ми-

нимизации дозовых нагрузок персонала. 

Ключевые слова: радиофармпрепараты, радионуклиды, тритий, обогащенная 18О вода, протон-
ное облучение. 

 

Введение. Позитронно-эмиссионная томография (ПЭТ) является динамично развивающимся ме-
тодом ранней диагностики онкологических, неврологических и кардиологических заболеваний, в кото-

ром используется внутривенное введение радиофармацевтических препаратов (РФП) на основе пози-

трон-излучающих короткоживущих радионуклидов с периодом полураспада t1/2 от 10 до 120 мин [1–3]. 

Применение короткоживущих радионуклидов позволяет значительно снизить дозовую нагрузку на паци-

ента, поскольку к окончанию исследования основная доля радиоактивной метки уже распадается. С дру-

гой стороны, для персонала использование короткоживущих изотопов предопределяет необходимость 

работы с высокими активностями γ-излучающих радионуклидов непосредственно за несколько десятков 

минут до введения радиоактивного препарата [4, 5].  

Наиболее распространенным радионуклидом для ПЭТ-диагностики является 18F, который полу-

чают по (р,n) реакции при облучении протонами с энергией 9–20 МэВ обогащенной по 18О (до 95–97 %) 

воды (H2
18O). При этом также протекают реакции 18О(р,d)17O и 18О(р,t)16О  с пороговыми энергиями 6,14 

и 3,91 МэВ соответственно [6]. Единственным радиоактивным продуктом этих реакций становится три-

тий. Тритий является чисто β-излучающим радионуклидом с Eβ max = 18,58 кэВ. Он распадается по схеме 
3Н → 3Не+ + е-. Пробег излучаемых при этом электронов составляет ~ 6 мм в воздухе и ~ 5 мкм в воде. 
Период полураспада трития – 12,5 года. γ-излучение при его распаде не наблюдается, поэтому он не 

может быть детектирован промышленными γ-дозиметрами. 

Излучение 3Н полностью задерживается кожным покровом и для персонала он может представ-

лять опасность только при нахождении внутри человека. Поступая в организм в виде тритиевой воды 
3Н2О, тритий способен замещать атомы водорода биологически активных молекул [7]. В результате ра-
диоактивного распада 3Н превращается в стабильный гелий 3Не, что приводит к потере биологической 

активности молекулы. Кроме того, испускаемые при распаде трития электроны обуславливают радиолиз 
(нарушение структуры) нескольких десятков молекул из ближайшего окружения. 
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Еще одной проблемой на радиохимических предприятиях является загрязнение оборудования три-

тием [8]. Тритий как изотоп водорода, имея малый атомный радиус, легко диффундирует практически во 

всех конструкционных материалах (металлах, полимерах, стеклах) и растворяется в них. Это может при-

водить к загрязнению наружных поверхностей емкостей с тритиевой водой и последующему выходу 

трития в атмосферу. Дезактивация узлов и емкостей, контактирующих с тритием, погружением 

в травильные и штатные десорбирующие растворы не дает удовлетворительных результатов [8].  

Указанные обстоятельства обуславливают необходимость контроля содержания трития в проме-

жуточных продуктах, отходах производства и конечном радиофармпрепарате. Кроме того, требуется 

мониторинг рабочих помещений ПЭТ-центра с целью оценки доз, получаемых как персоналом, так 

и пациентами, а также улучшения методов рециркуляции [6]. 

Цель настоящей работы – выявление закономерностей в распределении β-излучающих радио-

нуклидов между регенерированной водой, картриджами сорбционной очистки и готовой лекарственной 

формой в процессе производства радиофармпрепаратов на основе 18F для минимизации дозовых нагру-

зок пациентов и производственного персонала. 

Материалы и методы измерений. Наработку радионуклида 18F осуществляли на ускорителе Cy-

clone 18/9 HC (IBA, Бельгия) при облучении протонами с энергий 18 МэВ воды, обогащенной по 18О до 

98 % (Центр молекулярных исследований, Россия). Использовали ниобиевую мишень объемом 3,2 мл 

с входным окном из сплава Havar толщиной 25 мкм. Синтез [18F] фтордеоксиглюкозы (ФДГ) осуществ-

ляли на кассетных модулях синтеза Synthera (IBA, Бельгия) по методике, изложенной в [9]. Синтез [18F] 

фторхолина выполняли на микрореакторном модуле синтеза радиофармацевтических препаратов Synthra 

RN plus (Synthra GmbH, Германия) по методике, изложенной в [10]. 

Контроль содержания β-излучающих радионуклидов проводился с использованием автоматиче-

ского жидкостного сцинтилляционного спектрометра с TDCR регистрацией HIDEX 300 SL. Энергетиче-

ский диапазон составил 0 – 2 МэВ по β-частицам, интервал – 0,182 кэВ/канал, эффективность – более 

26% (для трития), более 95% (для 14C). Средний фон для β-частиц – 9 имп/мин. Использован жидкий 

сцинтиллятор на основе толуола. Пробы объемом 1 мл разводились в 10 мл жидкого сцинтиллятора. 

Время измерения β-спектра – 1000 с. 

Идентификацию γ-излучающих радионуклидов и определение их активности выполняли с исполь-

зованием спектрометра на особо чистом германии: детекторная система GEM40-83/DSPEC jr 2.0; энерге-

тический диапазон 14,5 – 2911,4 кэВ; разрешение 0,182 кэВ/канал. Измерения активности образцов про-

водили на калибраторе активности Isomed 2010 (MED Nuklear – Medizintechnik Dresden Gmb, Германия). 

Из-за высокой активности картриджей измерения проводили не менее чем через сутки после синтеза.  

Наработка трития при облучении H2
18O и производстве РФП на основе 18F. Наблюдается ли-

нейная корреляция активности 3Н с наработанной на циклотроне активностью 18F. Соотношение актив-

ностей трития и 18F в облученной H2
18O воде АН3/АF18 не зависит от тока на мишени. Оно определяется 

в основном энергией протонов и варьируется от АН3/АF18 = 2,6·10-6 при энергии протонов на мишени 

9,6 МэВ [6] до АН3/АF18 = 1,1·10-6 при 16,5 МэВ [11]. При длительностях облучения, превышающих 

период полураспада 18F (t1/2 = 110 мин), отношение АН3/АF18 несколько возрастает, что обусловлено 

распадом части наработанного 18F. Так, по нашим экспериментальным данным при длительности об-

лучения ≥ 110 мин и энергии протонов на мишени 16,5 МэВ отношение АН3/АF18 возрастает в 2 раза до 

значений ~ 2,2·10-6. Близкие значения АН3/АF18 = 2,3·10-6 получены авторами [12] в производственных 

условиях, идентичных нашим. 

Моделирование методом Monte Carlo дает значения активности трития на 40 % более высокие, 

чем полученные экспериментально, что, по мнению авторов [11], обусловлено осаждением радионуклида 

на стенках мишени и капиллярах линии трансфера облученной воды от циклотрона в модуль синтеза. 

Следует отметить, что в процессе облучения водной мишени тритий может нарабатываться не 

только по реакции 18О(р,t)16О. Он образуется также при ядерных реакциях протонов с атомами входного 

окна (Fe, Co, Ni) и тела мишени. Сечения этих реакций невелики (≤ 10-3 барн) [13]. Образовавшийся 

в результате этих реакций 3Н накапливается в металлических компонентах мишени, а вероятность его 

попадания в облучаемую Н2
18О (и затем в камеру синтеза) крайне мала. Так, согласно [11] только от 10-2 

до 10-4 % γ-излучающих радионуклидов 51Cr, 56Co, 57Co, 58Co, 52Mn, 54Mn и 57Ni вымываются вследствие 

коррозии/эрозии из входного окна и тела мишени в облучаемую воду.  

Другим механизмом накопления трития в конструкционных материалах мишени является диффу-

зия его из остатков облученной воды на стенках мишени. Материал тела мишени Nb легко поглощает 

водород с образованием твердого раствора водорода и гидрида NbH, представляющего собой серый кри-

сталлический порошок. Отметим, что серый налет на поверхности ниобиевых мишеней визуально 

наблюдается при длительном облучении (более 2000 мкА·ч) [14]. Активно поглощают водород Fe, Co, 

Ni, входящие в состав входного окна мишени. При поглощении водорода конструкционными металлами 

последние резко меняют свои свойства. Это характерно, например, для сплавов никеля и железа, в кото-
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рых в присутствии водорода резко ухудшаются прочностные свойства – падает ударная вязкость, увели-

чивается хрупкость [15]. Это может приводить к преждевременной деформации или даже разрыву вход-

ного окна мишени. Поэтому целесообразно периодически проводить промывку мишени для удаления 

остатков облученной воды, обогащенной тритием. 

В результате радиоактивного распада трития образуется гелий, который со временем накапливает-

ся в объеме конструкционных материалов, что приводит к деградации их физико-химических свойств 

(старению). Так, например, при наличии Не в металлах (в частности, никеле, ниобии и т.д.) они подвер-

гаются охрупчиванию [8].  

Распределение трития в процессе синтеза 18F-фтордеоксиглюкозы было исследовано в работе [6]. 

Основная доля 3Н (около 95 %) остается в воде, пропущенной через ионообменную смолу (так называе-

мой recovery). Остатки (5 %) смываются с ионообменной смолы ацетонитрилом, две трети которых 

(3,2%) попадает в отходы, а треть (1,6 % от наработанной активности трития) уносится из зоны синтеза 

с газами и парами воды, образующимися при синтезе. Это составляет около 4,10-8 от наработанной на 

циклотроне активности 18F. Обычно в одном производственном цикле наработка 18F составляет от 150 до 

300 ГБк. Следует ожидать, что за 1 синтез с газообразными веществами улетучивается 6 – 15 кБк трития. 

При 250 синтезах за год с газообразными отходами будет выбрасываться около 3 МБк 3Н. Это ниже безопас-

ного уровня, установленного нормами МАГАТЭ (International Basic Safety Standard’s level, IAEA, 1996).  

При синтезе холина объем газообразных выбросов может быть несколько выше (~ в 2 раза), но он 

не будет превосходить 3 – 4 % от активности трития, что эквивалентно ~ 1·10-7 от активности 18F, нара-

ботанной на циклотроне. Это обусловлено тем, что для синтеза всех РФП на основе 18F характерно нали-

чие анионообменного картриджа, на котором происходить осаждение этого элемента. 

Оценка прироста концентрации трития вследствие сброса газовых потоков при производстве ра-

диофармпрепаратов (ФДГ) и определение дозы, получаемой вследствие этого населением, были выпол-

нены в работе [16]. Газообразные выбросы из горячих лабораторий перед попаданием в атмосферу про-

ходили через фильтры из древесного угля. Мониторинг трития вели три различные станции, располо-

женные вокруг производства. Положение станций определялось с учетом топологии региона, метеодан-

ных и расположения жилых зданий. Одна из станций была контрольной для выявления фона согласно 

метеоусловиям. Содержание 3Н определялось методом электролитического обогащения с последующим 

подсчетом жидким сцинцилляторным детектором. Сравнение проводилось по 2 периодам: с 2000 по  

2007 гг. (до начала работы циклотрона) и с 2008 по 2011 гг. (после начала получения активности). Обна-

ружено увеличение средней активности трития после ввода циклотрона в 3 – 4 раза – с ~ 0,30 Бк/л  

до 0,80 – 1,02 Бк/л. Накопленная населением вследствие этого доза за год оценена как 0,08 мЗв/год.  

Отмечается, что эта доза ниже лимита, установленного национальным бразильским регулятором CNEN 

(1988), которая составляет 0,3 мЗв/год.  

В воде после промывки мишени содержание трития по данным различных исследователей сильно 

различается. Так, по данным [12] удельная активность 3Н в промывочной воде составляет 1,4 Бк/мл, в то же 

время авторы [17] дают существенно более высокое значение – 92 Бк/мл. Причина такого расхождения 

не совсем ясна, но возможно сказывается различный дизайн мишени, ее объем (1,3 и 2,4 мл), материал 

(Nb и Ti), режим продувки мишени, количество производственных циклов перед промывкой мишени. 

Содержание трития в отходах производства ФДГ (раствор ацетонитрила) по данным [6] составляет 

1,46 Бк/мл. 

Активность 3Н такова, что согласно требованиям МАГАТЭ (International Basic Safety Standards for 

Protection against Ionizing Radiation and for the Safety of Radiation Sources, IAEA, 1996) содержащие три-

тий отходы (регенерированная вода во флаконах) могут быть исключены из регуляторного контроля 

и при утилизации могут рассматриваться как отходы очень низкого уровня активности.  

Тритий кроме облученной H2
18O воды детектируется также в воде, прошедшей через анионооб-

менный картридж (recovery), в отходах (растворе ацетонитрила), а также в воде, которой промывалась 

мишень [6, 12, 16–18]. В большинстве радиофармпрепаратов (кроме NaF) тритий практически не содер-

жится. Большинство авторов оценивают его концентрацию как близкую к пределу разрешения использо-

вавшейся методики измерения [6, 12, 16, 17]. Максимальное содержание трития в ФДГ было отмечено 

авторами [Kohler] и составляло 0,269±0,016 Бк/мл, что почти на 5 порядков величины ниже содержания 

трития в облученной воде. Содержание 3Н в РФП 18F-NaF было значительно выше (~ на 3 порядка), чем 

в ФДГ, и составляло 0,56 кБк/мл [18]. Для сравнения: содержание трития в коммерчески поставляемой 

H2
18O воде по данным [5, 6, 12] составляет от 2,2·10-3 до 0,4 Бк/мл. 

Содержание трития в регенерированной воде, прошедшей через анионообменный картридж и соби-

раемой с рутинного производства некоторыми производителями для повторного использования, у разных 

исследователей варьируется в широких пределах (от 30 до 180 кБк/мл [5, 6, 12, 16–18]) в зависимости от 

условий облучения – энергии протонного пучка, величины ионного тока, длительности облучения и т.д. 

Оно прямо пропорционально длительности облучения и величине ионного тока. В производственных усло-
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виях Республики Беларусь для циклотрона Cyclone 18/9 с энергией 18 МэВ при ионном токе 70–80 мкА 

и длительности облучения 80–140 мин удельная активность 3Н, по нашим данным, составляла 130– 

200 кБк/мл. На рисунке 1 представлены спектры калибровочных растворов (3H,  14С, 90Sr + 90Y), что позво-

лило сопоставить результаты измерения методом жидкостной сцинтилляционной β-спектрометрии спектра 

регенерированной воды [18О]H2O после облучения чистой (накопленная мишенью доза менее 500 мкА·ч) 

мишени. Проведенное исследование выявило высокое содержание трития в регенерированной воде 

[18О]H2O. Удельные активности трития составили: в регенерированной воде из модуля SynthraRN Plus – 

около 130 кБк/г; для модуля Synthera – от 194 до 215 кБк/г (таблица 1). Необходимо отметить, что значения 

измеренных удельных активностей данного нуклида до и после очистки регенерированной воды методом 

дистилляции [4] отличались в пределах погрешности методики измерения. 
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Рисунок 1. – β-Спектр регенерированной воды [18О]H2O:  

1 – анализируемый образец; 2 – эталон 3H; 3 – эталон 14C; 4 – эталон 90Sr + 90Y 

 

Характерно, что на фоне трития не удалось идентифицировать другие β-излучающие радионукли-

ды, которые должны присутствовать в регенерированной воде [18О]H2O как минимум до дистилляции. 

Вероятнее всего, это обусловлено тем, что ожидаемая β-активность радиоизотопов кобальта как мини-

мум на три порядка ниже, чем трития. 

 

Таблица 1. – Содержание трития в регенерате воды [18О]H2O 

Образец Масса пробы, г Удельная активность, Бк/г 

SynthraRN Plus 

До очистки 0,54374 131155 

(I фр дистиллята) 0,52285 128283 

(II фр дистиллята) 0,53342 138390 

Synthera 
До очистки 0,62400 214978 

(II фр дистиллята) 0,52727 194286 

 

На спектрах регенерата [18О]H2O наблюдается смещение в низкоэнергетическую область  

(на ~ 5 %) максимума пика трития по сравнению с калибровочным раствором (см. рисунок 1). При этом 

сильному сдвигу подверглось низкоэнергетическое крыло пика при практически неизменном высоко-

энергетическом крыле, что проявляется как уширение пика на ~ 10 % для модуля SynthraRN Plus и на 

7 % – для Synthera. Дистилляция приводит к смещению максимума сцинтиляционной полосы трития 

в высокоэнергетическую область, практически не изменяя при этом ширину линий (таблица 2). Отметим, 

что для эталона трития в обычной воде [16О]H2O максимум сцинтилляционной полосы трития соответ-

ствовал 205 каналу, а ее ширина на полувысоте составляла 155 каналов. 
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Таблица 2. – Номер канала максимума и ширина на полувысоте (в каналах) сцинтилляционной полосы 

трития 

Модуль Параметры полосы Регенерат I фракция II фракция 

SynthraRN Plus 
максимум 194 207 208 

полуширина 165 165 164 

Synthera 
максимум 195 - 211 

полуширина 170 - 167 

 

Возможно несколько причин такого изменения формы сцинтилляционных пиков трития. Наши 

экспериментальные данные указывают на то, что доминирующее влияние на положение максимума по-

лосы трития оказывают радионуклиды металлов. Образование Оже-электронов при β-распаде нуклидов, 

а также выбивание низкоэнергетических электронов γ-квантами и рентгеновским излучением при про-

хождении через воду может приводить к смещению максимума трития в регенерате [18О]H2O по сравне-

нию с дистиллятом [18О]H2O. Необходимо отметить, что смещение максимума пика трития в низкоэнер-

гетическую область наблюдается только до очистки, и в двух фракциях дистиллята воды [18О]H2O с мо-

дуля Synthra RN Plus максимумы пика трития имеют близкие значения. Поэтому описанный в литературе 

[19] эффект растворителей, заключающийся в снижении энергии возбуждения молекул жидкого сцин-

тиллятора и, следовательно, энергии испускаемых ими фотонов, в данном случае проявляется слабо. 

Уширение пика трития в воде [18О]H2O как до, так и после дистилляции, по нашему мнению, может быть 

связано с изотопным эффектом кислорода 18О.  

Согласно СаНиП Республики Беларусь [20] регенерированная вода [18О]H2O, очищенная приве-

денным в настоящей работе методом, относится к жидким радиоактивным отходам, поскольку актив-

ность 3Н в ней многократно превышает 0,5 Бк/г. Указанное обстоятельство исключает возможность по-

вторного использования очищенной воды [18О]H2O для производства РФП для ПЭТ-диагностики. Нали-

чие трития также создает трудности для использования регенерата воды [18О]H2O в качестве сырья для 

обогащения по изотопу кислорода 18О как центрифужным, так и дистилляционным методами, поскольку 

одновременно с накоплением тяжелых изотопов кислорода (18О и 17О) будет увеличиваться и активность 
3H. Вышеизложенное указывает на необходимость разработки технологии очистки килограммовых коли-

честв регенерата [18О]H2O от трития в условиях ПЭТ производства. 

Сцинтилляционная спектрометрия конечного продукта и отходов производства РФП при 

облучении мишеней с большой ранее накопленной дозой. Материалы мишени ускорителя в ходе 

наработки [18F] фторида под воздействием высокоэнергетических протонов и нейтронов подвергаются 

сильной активации. В условиях облучения вода под давлением 25 – 30 атм. выщелачивает продукты 

активации из тела и окна мишени, вследствие чего происходит загрязнение радионуклидными примеся-

ми раствора [18F] фторида. Это в последующем может приводить к попаданию указанных радионуклидов 

в готовый радиофармпрепарат и образованию твердых и жидких радиоактивных отходов [4, 5, 9–11, 21]. 

При увеличении накопленной мишенью дозы свыше 2500 мкА·ч усиливаются процессы коррозии/эрозии 

материалов мишени и, соответственно, растет эффективность выщелачивания радионуклидов. Это при-

водит к резкому росту концентрации γ-излучающих радионуклидов в регенерированной воде, картри-

джах сорбционной очистки и готовой лекарственной форме [22]. Ранее контроль содержания β-излу-

чающих радионуклидов при облучении мишеней с большой накопленной дозой (свыше 2500 мкА·ч) 

методом сцинтилляционной спектроскопии не проводился.  

На рисунках 2–4 приведены β-спектры регенерированной воды [18О]H2O и готового РФП [18F]NaF 

при использовании мишени с накопленной дозой около 5000 мкА·ч. Они кардинально отличаются от 

аналогичного спектра после облучения «чистой» мишени с накопленной дозой менее 500 мкА·ч (см. 

рисунок 1). Кроме максимума, обусловленного тритием, на спектрах наблюдается еще ряд максимумов 

как в низко-, так и в высокоэнергетической части спектра. Причем хранение в течение 3 месяцев приво-

дит к существенной трансформации спектров – резко снижается интенсивность низкоэнергетического 

крыла спектра регенерированной воды, исчезает максимум в области 300 канала, в то время как интен-

сивность высокоэнергетического крыла (от 450 до 700 канала) снижается не столь кардинально. Это 

указывает на присутствие ряда β-излучающих нуклидов с разной энергией испускаемых электронов 

и периодом полураспада. Их суммарная активность в первые несколько недель после синтеза значитель-

но превышает активность 3Н. Сильное излучение в низкоэнергетичной области β-спектров регенериро-

ванной воды [18О]H2O при облучении «грязной» мишени увеличивает погрешность измерения концен-

трации трития. Содержание 3Н в облученной воде методом сцинтилляционной спектрометрии достаточ-

но достоверно можно оценить только после длительного (около 3 месяцев) хранения. 
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Рисунок 2. – β-спектры радиофармпрепарата [18F]NaF,  

измеренные через 2 дня (1) и 3 месяца (2) после синтеза 
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Рисунок 3. – β-спектры регенерированной [18О]H2O,  

измеренные через 2 дня (1) и 3 месяца (2) после синтеза. Облучение на мишени № 5 
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Рисунок 4. – β-спектры регенерированной [18О]H2O,  

измеренные через 2 дня (1) и 3 месяца (2) после синтеза. Облучение на мишени № 1 
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Отметим, что в готовых радиофармпрепаратах [18F]метилхолине и [18F]ФДГ содержание трития 

и других β-излучающих радионуклидов было ниже предела обнаружения использовавшейся методики 

даже при использовании мишени с накопленной дозой свыше 7000 мкА·ч. Это обусловлено высокой 

степенью очистки указанных препаратов от нежелательных радионуклидов в процессе синтеза [10, 22, 23]. 

Как отмечалось выше, появление сигнала в низкоэнергетичной области, вероятнее всего, обуслов-

лено Оже-электронами, а также выбивание низкоэнергетических электронов γ-квантами и рентгеновским 

излучением при прохождении через воду. Оже-электроны образуются при распаде радионуклидов в про-

цессе К-захвата. Низкоэнергетичное излучение доминирует в спектрах регенерированной воды (рисунки 

3 и 4) и мало заметно в спектре РФП [18F]NaF (см. рисунок 2). Оно резко снижается после хранения 

в течение 3 месяцев (кривые 2 на рисунках 2–4). При хранении также исчезает полоса в области 300 ка-

нала. Это указывает на то, что низкоэнергетичное крыло спектра определяется в основном радионукли-

дами с относительно малым (несколько дней) периодом полураспада. Высокоэнергетичное крыло спек-

тров трансформируется в значительно меньшей степени. Отметим, что форма спектров (соотношение 

интенсивностей максимумов) изменяется при переходе на облучение другой мишени (ср. рисунки 3 и 4) 

с большей накопленной дозой.  

Для анализа полученных экспериментальных данных нами были привлечены ранее полученные 

экспериментальные данные по исследованию γ-излучающих радионуклидов при облучении мишеней 

с большой накопленной дозой. Наблюдавшиеся нами методом γ-спектроскопии при облучении водной 

ниобиевой мишени с входным окном из сплава Havar на циклотроне IBA Cyclone 18/9 долгоживущие 

радионуклиды (ДРН) представлены в таблице 3. В ней приведены возможные реакции образования; 

наиболее интенсивные линии γ-излучения, по которым проводилась идентификация радионуклида, 

а также период полураспада и схема распада ДРН. Видно, что все они являются β-излучателями: распа-

даются посредством К-захвата или испускают позитроны (β+-распад), реже электроны (β--распад). 

 

Таблица 3. – Основные характеристики идентифицированных долгоживущих радионуклидов,  

образующихся при облучении ниобиевой мишени с входным Havar-окном на циклотроне Cyclone 18/9 

(IBA, Бельгия) 

ДРН Возможная реакция получения Тип и энергия излучения изотопа (кэВ) Период полураспада 

1 2 3 4 
55Co 58Ni(p, α)55Co γ, 931,3;  477,2;  1408,4;  1316,4; 3253,41 

β+ 

17,5 ч 
55Co→55Fe→55Mn 

56Co 56Fe(p,n)56Co;  5,44 МэВ γ, 846,77; 1238,28; 2598,45; 1771,36; 3253,41 

КЗ               

β+(83%) 

77,27 сут 
56Co→56Fe 

57Co 56Fe(p,γ) 57Co 
57Fe(p,n) 57Co 
58Ni(p,2p)57Co 
58Ni(n, d) 57Co; 6,05 МэВ 
58Ni(p,np)57Co; 8,31 МэВ 
60Ni(n, α) 57Co; 0,27 МэВ 

γ, 122,06; 136,47; 14,41; 692,03 

КЗ 

271,8 сут 
57Co→57Fe 

58Co 57Fe(p,γ)58Co 
58Fe(p,n)58Co; 3,14 МэВ 
58Ni(n,p)58Co;  0 МэВ 
59Co(n,2n)58Co 

 γ, 810,76; 863,96; 1674,73 

КЗ 

β+(14,5%) 

70,92 сут 
58Co→58Fe 

51Cr 50Cr(n,γ)51Cr 
54Fe(n, α)51Cr  
52Cr (p, np)51Cr ; 12,3 Мэв 

γ, 320,08  

КЗ 

27,7 сут 
51Cr→51V 

52Mn 52Cr(p, n)52Mn; 5,6 МэВ γ, 744,23; 935,54; 1333,65; 1434,07. 

КЗ    

5,59 сут 
52Mn→52Cr 

54Mn 53Cr(p,γ) 54Mn 
54Cr(p, n) 54Mn 
58Ni(n,pα) 54Mn; 6,42 МэВ 

γ, 834,85 

КЗ 

312,3 сут 
54Mn→54Cr 

57Ni 58Ni(p,pn) 57Ni; 12,43 МэВ 
58Ni(p,2n) 57Ni; 12,41 МэВ 

γ; 1757,55; 127,2; 1919,5; 1377,6 

КЗ 

β+(53%) 

35,6 ч 
57Ni→57Co→57Fe 

7Be 7Li (p, n) 7Be 
10B (p,α) 7Be 
11B (p,nα) 7Be 

γ, 477,60  

КЗ 

53,29 сут 
7Be→7Li 
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Окончание таблицы 3 

1 2 3 4 
65Zn 65Cu(p,n)65Zn 

64Zn(n,γ)65Zn 

γ, 1115,55  

КЗ 

244,3 сут 
65Zn→65Cu 

92mNb 93Nb(n,2n) 92mNb; 8,9 МэВ γ, 934,46; 912,73; 1847,27 

КЗ 

β+ 

10,15 сут 
92mNb→92Zr 

95Nb 98Mo(p, α) 95Nb 
95Mo(n,p)95Nb 

γ, 204,12; 561,67; 765,8 

β-  

34,98 сут 
95Nb→95Mo 

95mNb 98Mo(p, α) 95Nb 
95Mo(n,p)95Nb 

γ; 204,12; 582,08; 786,2; 820,62  

ИП (94,4%) β- (5,6%) 

86,6 ч 

96Nb 96Mo(n,p)96Nb γ;  778,2; 568,8; 459,88; 849,93 

β-  

23,35 ч 
96Nb→96Mo 

95Tc 94Mo (p,γ) 95Tc;  
95Mo(p, n) 95Tc; 2,5МэВ 

γ, 765,79; 947,67; 1073,7; 869,6 

КЗ  
20,0 ч 
95Tc→95Mo 

95mTc  94Mo (p,γ) 95Tc;  
95Mo(p, n) 95Tc; 2,5МэВ 

γ; 204,12; 582,1; 786,2; 835,15; 1036,3   

КЗ (96,1%), ИП (3,9%),   
61 сут 
95mTc→95Mo 

96Tc 95Mo (p,γ) 96Tc;  
96Mo(p, n) 96Tc; 3,8МэВ 

γ, 778,22; 812,58; 849,93; 1126,97 

КЗ 

4,28 сут 
96Tc→96Mo 

181Re 182W(p,2n) 181Re; 10,65МэВ γ, 365,6; 360,7; 639,3; 953,42 

КЗ? 

19,9 ч 
181Re→181W→181Ta 

182Re 182W(p,n) 182Re;  γ, 1221,4; 229,3; 67,75; 1121,3 

КЗ? 

64 ч 
182Re→182W 

182Re 182W(p,n) 182Re; γ, 1189,05; 67,75; 1121,3; 1221,4 

КЗ? 

12,7 ч 
182Re→182W 

183 Re 182W(p,γ) 183Re 
183W(p,n) 183Re 

γ, 46,48; 162,32; 291,72; 208,80 

КЗ 

70,0 сут 
183Re→183W 

184Re 183W (p,γ) 184Re γ, 111,21; 792,07; 894,76; 903,28 

КЗ 

38,0 сут 
184Re→184W 

184mRe 183W (p,γ) 184mRe γ, 161,27; 216,55; 252,85; 920,93 

КЗ (24,6%) ИП (75,4%) 

169 сут 
184Re→184W 

182Ta 182W (n,p) 182Ta γ, 1189,05; 67,75; 1121,3; 1221,4 

β- 

114,4 дня 
182Ta→182W 

183Ta 183W (n,p) 183Ta γ, 107,93; 246,06; 353,99; 161,35 

β- 

5 сут 
183Ta→183W 

Примечание. КЗ – захват электрона с К-оболочки (К-захват);  ИП – изомерный переход. 

 

Доминирующими радионуклидами в измеренных на третьи сутки после синтеза γ-спектрах образ-

цов регенерированной воды, β-спектры которой представлены на рисунках 3 и 4, являются изотопы ко-

бальта (55Co, 56Co, 57Co, 58Co), марганца 52Mn и никеля 57Ni, с активностью на момент окончания синтеза 

фармпрепарата ~ (5–10)·104 Бк/мл каждый [23]. Кроме того, наблюдались изотопы 181Re, 95Tc, 96Tc, 51Cr 

и 54Mn с удельной активностью в диапазоне 50 – 2000 Бк/мл на момент окончания синтеза. Радиоизотопы 
52Mn, 57Ni, 181Re, 95Tc, 96Tc являются короткоживущими (период полураспада менее недели) и распадают-

ся путем К-захвата. Вероятнее всего, указанные радионуклиды ответственны за низкоэнергетичную 

часть β-спектров регенерированной воды. Радионуклиды 56Co, 57Co, 58Co и 54Mn с периодом полураспада 

t1/2 ≥ 70 сут определяют вид высокоэнергетичной области β-спектров регенерированной воды и РФП 

[18F]NaF. 

Заключение. Наблюдается линейная корреляция активности 3Н с наработанной на циклотроне ак-

тивностью 18F. При длительностях облучения, превышающих период полураспада 18F (t1/2 = 110 мин), 

отношение активностей трития и 18F возрастает, что обусловлено распадом части наработанного 18F во 

время облучения. Основная доля 3Н (около 95 %) остается в регенерированной воде. 1,6 % от наработан-

ной активности трития уносится из зоны синтеза с газами и парами воды, образующимися при синтезе, 

что составляет около 4,10-8 от наработанной на циклотроне активности 18F. Содержащие тритий отходы 

(регенерированная вода во флаконах) при утилизации могут рассматриваться как отходы очень низкого 

уровня активности. При увеличении накопленной мишенью дозы свыше 2500 мкА·ч усиливаются про-

цессы коррозии/эрозии материалов мишени, что приводит к резкому росту концентрации нежелательных 

радионуклидов в регенерированной воде, картриджах сорбционной очистки и готовой лекарственной 

форме. Концентрация трития при этом существенно не возрастает. β-спектры регенерированной воды 

[18О]H2O и готового РФП [18F]NaF кардинально отличаются от аналогичного спектра после облучения 
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«чистой» мишени с накопленной дозой менее 500 мкА·ч. Кроме максимума, обусловленного тритием, на 

спектрах наблюдается еще ряд максимумов как в низко-, так и в высокоэнергетической части спектра. 

Причем хранение в течение 3 месяцев приводит к существенной трансформации спектров – резко снижа-

ется интенсивность низкоэнергетического крыла спектра регенерированной воды, исчезает максимум 

в области 300 канала, в то время как интенсивность высокоэнергетического крыла (от 450 до 700 канала) 

снижается не столь кардинально. Содержание 3Н в облученной воде методом сцинтилляционной спек-

трометрии достаточно достоверно можно оценить только после длительного (около 3 месяцев) хранения. 
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LONG-LIVING β-RADIATING RADIONUCLIDES IN THE MANUFACTURE 

OF RADIOPHARMATIC DRUGS BASED ON 18F 

D. BRINKEVICH, S. BRINKEVICH, S. VABISHCHEVICH, V. KROT, A. MALIBORSKI 

The accumulation of long-lived β-emitting radionuclides in 18O-enriched water in the production of radi-

opharmaceuticals based on 18F using the IBA Cyclone 18/9 HC cyclotron was studied. There is a linear correla-

tion of 3H activity with 18F activity accumulated on the cyclotron. With durations of exposure exceeding the half-

life of 18F (t1/2 = 110 min), the ratio of the activities of tritium and 18F increases. It is due to the decay of the 18F 

during irradiation. The main share of 3H (about 95%) remains in the regenerated water. 1,6% of the accumulat-

ed tritium activity is carried away from the synthesis zone with gases and water vapor. It is about 4∙10-8 from 

the 18F activity accumulated on the cyclotron. Waste containing tritium (regenerated water in vials) can be con-

sidered as a very low level activity waste. With an increase in the accumulated target dose above 2500 μA∙h, 

the corrosion/erosion of the target materials increases. It leads to a sharp increase in the concentration of un-

wanted radionuclides in the regenerated water, sorption purification cartridges and the finished dosage form. 

The concentration of tritium does not increase significantly, Series of maxima appear in the low- and high-

energy part of the spectrum (in addition to the maximum due to tritium) in the β-spectra of regenerated water 

[18O] H2O and finished RFP [18F] NaF. The results obtained are important for optimizing the methods of radio-

active waste management in the production of radiopharmaceuticals based on 18F with using the IBA Cyclone 

18/9 HC cyclotron and, as a result, minimizing personnel dose rates. 

Keywords: radiopharmaceuticals, radionuclides, tritium, enriched 18O water, proton irradiation. 
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РАСПРОСТРАНЕНИЕ РАДИОИМПУЛЬСНЫХ СИГНАЛОВ 

В АНИЗОТРОПНЫХ СРЕДАХ НАД УГЛЕВОДОРОДАМИ 

канд. техн. наук, доц. В.Ф. ЯНУШКЕВИЧ 

(Полоцкий государственный университет); 

Е.Ю. ЗАЯЦ 

(Белорусский государственный университет информатики и радиоэлектроники) 

Приведены результаты экспериментального взаимодействия электромагнитных волн в режиме 

радиоимпульсных сигналов со средой над углеводородными залежами. Теоретически определены резо-

нансные частоты изменения коэффициента отражения от анизотропной среды над залежью в режи-

ме радиоимпульсных сигналов для вертикальной и горизонтальной поляризаций электромагнитных волн. 

Проведено экспериментальное подтверждение резонансного поведения коэффициента отражения на 

частотах 93 МГц для вертикальной и 115 МГц для горизонтальной поляризаций электромагнитных волн 

в режиме радиоимпульсных сигналов. Предложен способ для определения характеристик среды над 

залежью при распространении электромагнитных волн с правой и левой круговыми поляризациями, что 

повышает информативность методов оконтуривания и выделения углеводородных залежей. Установ-

лены значения модулирующей частоты для повышения уровня однозначного определения границ залежи. 

Применено комплексирование методов, направленных на определении углеводородных залежей, сочета-

ние которых с глубинными методами приведет к экономическому выигрышу при повышении точности 

определения границ. 

Ключевые слова: радиоимпульсный сигнал, анизотропная среда, углеводородная залежь, коэффи-

циент отражения. 

Введение. Методы поиска и обнаружения углеводородных залежей (УВЗ) основаны на анализе 

электрофизических и электрохимических процессов в анизотропных средах (АС) над залежами углево-

дородов и оптимизации частотных, поляризационных, амплитудных, модуляционных и других парамет-

ров зондирующих сигналов с учетом специфических характеристик УВЗ. Актуальность рассматривае-

мых в настоящей работе задач заключается в усовершенствовании существующих электромагнитных 

методов георазведки и разработке новых методов поиска, идентификации месторождений нефти и газа 

(углеводородов), являющихся стратегическим видом полезных ископаемых. Сходство исследуемой сре-

ды над залежью нефти и газа с плазмоподобным образованием позволяет использовать для изучения 

взаимодействия электромагнитных волн (ЭМВ) с УВЗ существующие решения при изучении плазмы 

и плазмоподобных сред. Установлено, что наиболее оптимальным для исследования сред над УВЗ явля-

ется квазигидродинамический подход с использованием многочастичных электронно-ионных токов 

и феноменологически заданных частот столкновений ввиду отсутствия необходимости учета точных 

пространственно-временных перемещений частиц [1]. 

Результаты анализа взаимодействия ЭМВ с УВЗ и его экспериментального исследования пред-

ставлены во многих работах. В статье [2] выведен тензор диэлектрической проницаемости анизотропной 

среды над залежью в режиме гармонических сигналов. Обнаружение углеводородов осуществляется 

с помощью радиоволновых измерительных комплексов [3] по изменению поверхностного импеданса 

среды над залежами [4, 5]. 

Точность определения границ УВЗ может быть улучшена на основе исследования сложных ион-

ных соединений полупроводникового характера, образующихся над углеводородами [6], используя ме-

тоды резонансного зондирования [7]. Результаты исследований в ближней зоне используются для обна-

ружения неоднородных сред [8], методы электрорезонансного зондирования [9] широко применяются на 

практике. Для реализации новых методов георазведки представляет интерес анализ процесса взаимодей-

ствия радиоимпульсных ЭМВ с АС, образующимися над залежами и скоплениями углеводородов. 

В работе [10] проведен анализ поверхностного импеданса среды над УВЗ с учетом влияния всех ниже 

расположенных слоев на верхний слой.  

Основой многих методов георазведки углеводородов могут стать результаты исследования зату-

хания радиоимпульсных сигналов в среде над залежью [11]. Способ поиска УВЗ [12] позволяет обнару-

живать месторождения нефти и газа по измерениям величины напряженности электрического поля от-

раженных радиоимпульсных сигналов на глубинах до 200 м. Особенности методов и устройств поиска 

УВЗ приведены в работах [13–18]. Целью настоящей работы является качественное повышение уровня 

достоверности поиска и идентификации УВЗ обоснованием выбора характеристик ЭМВ при использова-

нии радиоимпульсных сигналов, позволяющих измерять величины напряженности электрического поля 

отраженных сигналов на глубинах до 500 м.  
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В данной работе исследуется этап, который включает в себя определение границ АС над углево-

дородами по воздействию зондирующего радиоимпульсного сигнала на исследуемый геопрофиль. Он 

основывается на результатах определения коэффициента отражения для ЭМВ с вертикальной и горизон-

тальной поляризациями и коэффициента эллиптичности ЭМВ с правой и левой круговой поляризациями. 

Модификация импульсного метода с применением модуляции основана на определении резонансных 

частот по разработанной методике, что повысит уровень определения границ залежи. C целью достиже-

ния однозначного решения поставленных задач на практике при поиске УВЗ используют комплексиро-

вание методов. Новизна исследований, приведенных в данной статье заключается в том, что полученные 

результаты способствуют определению анизотропных сред по измерению отличий сигналов на основе 

полученных величин отраженных сигналов. Это позволит повысить производительность геологоразве-

дочных работ. 

Теоретическое обоснование взаимодействия АС над УВЗ с радиоимпульсными сигналами. 

Качественное повышение уровня достоверности поиска и идентификации углеводородов достигается 

применением оптимальных режимов зондирования ЭМВ при взаимодействии импульсных сигналов со 

средой над УВЗ. Рассмотрим процесс взаимодействия ЭМВ с УВЗ в режиме импульсного сигнала вида 
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i = 1 для электронов, i = 2 для ионов; 

Гiw  – гиротропная частота, 
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rδ – удельная проводимость среды. 

Представляет интерес анализ частотных характеристик комбинационных составляющих  
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Информация о свойствах АС заложена в компонентах тензора (4) 1 2 3, , ,ε ε εɺ ɺ ɺ  подлежащих исследо-

ванию в различных режимах взаимодействия среды с ЭМВ. Расчет компонентов тензоров диэлектриче-

ской проницаемости осуществлен на основании экспериментально полученных параметров среды над 

залежами углеводородов [2]: удельная электрическая проводимость rδ  =10-5 См/м; концентрация частиц 

Nе = Nи = (1015 – 1017) м-3 ; частота столкновения частиц 92 10ν = ⋅π ⋅ рад / с. Значение n выбрано равным 5. 

Диэлектрическая проницаемость среды исследовалась в диапазоне от 1 до 25. Методика исследований 

заключается в облучении исследуемого профиля электромагнитной волной на фиксированной частоте, 

приеме отраженного сигнала. Измеряют напряженность электрического поля отраженного сигнала 

в точках измерения исследуемого профиля и по аномальным значениям напряженности электрического 

поля отраженного сигнала определяют границу углеводородной залежи. 

Результаты исследований. В данной работе были проведены экспериментальные исследования 

месторождений Могилевской области на основе определения резонансных частот взаимодействия, опре-

деленных по выражениям (2). На рисунке 1 приведено изменение коэффициента отражения для верти-

кальной (93 МГц) и горизонтальной поляризации (115 МГц) ЭМВ. 

 

 

 
 

Рисунок 1. – Экспериментальная зависимость коэффициента отражения  

от расстояния вдоль геопрофиля на частотах 93 и 115 МГц 

r·100, м 

Rотр 
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Установлено, что на границе залежи (пикет 29) происходит уменьшение коэффициента отражения. 

Для анализа искажений амплитудно-временных параметров импульсного сигнала используется 

модуляция (рисунок 2) и дополнительное усиление в усилителе мощности. Модификация импульсного 

метода с применением модуляции основана на определении резонансных частот по разработанной мето-

дике, а в качестве модулирующей нужно использовать частоту в диапазоне 1–10 МГц, соответствующую 

электронному циклотронному резонансу, что повысит уровень однозначного определения границ зале-

жи. Экспериментальные исследования показывают, что применение частоты 2 МГц дает наибольшую 

точность измерений. 

 ∆r, м 

Рисунок 2. – Определение точности выделения границ в зависимости от модулирующей частоты

На рисунке 3 приведено изменение коэффициента эллиптичности для правой поляризации ЭМВ, 

причем на границе контура отмечено его уменьшение до величины 0,92. 

Рисунок 3. – Зависимость коэффициента эллиптичности для правой поляризации ЭМВ

На рисунке 4 приведено изменение коэффициента эллиптичности для левой поляризации ЭМВ, 

причем на границе контура отмечено его уменьшение до величины 0,96. 

F, МГц 

r·100, м 

RП 
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Рисунок 4. – Зависимость коэффициента эллиптичности для левой поляризации ЭМВ 

 

Разработка и модификация методов электроразведки, а в частности, импульсных методов направ-

лена на получение информации о физических полях, создаваемых исследуемой средой. Данная задача 

усложняется большой глубиной залегания изучаемых сред и отсутствием корректной геофизической 

информации. Еще одним из недостатков данного вида методов является многозначность полученных 

в ходе полевых работ данных, это связано в первую очередь с природой регистрации аномалий. В боль-

шинстве случаев измерения проводятся путем определения значений косвенных признаков наличия ис-

следуемой среды.  

C целью достижения однозначного решения поставленных задач на практике при поиске УВЗ ис-

пользуют комплексирование методов (комплекс геофизических методов) (рисунок 5). Выбор конкретного 

комплекса в первую очередь зависит от поставленных конкретных задач и необходимой точности измерений.  

При выборе комплекса геофизических методов необходимо придерживаться определенных 

условий: 

– следует опираться на разработанную в ходе решения инженерно-геологических задач физико-

геологическую модель исследуемой среды. Физико-геологическая модель – это система абстрактных 

возмущающих сред вызываемых ими аномальных эффектов, аппроксимирующих геологический объект 

и с необходимой для моделирования детальностью отражающих его структуру, размеры, форму, петро-

физические свойства и соответствующее им объемное распределение физических полей. На основе дан-

ной модели выбирается основной метод ведения поиска, данный метод должен быть относительно деше-

вым, мобильным, высокопроизводительным.  

– на основе анализа поставленных задач оцениваются производительность и информативность 

каждого метода в отдельности и в комбинации, а также экономические затраты с целью выбора наиболее 

эффективного распределения средств и достижения высокого результата исследований. 

В настоящее время почти все месторождения УВЗ, залегающие относительно на небольших глу-

бинах, являются разработанными и введенными в эксплуатацию, поэтому комплексирование методов, 

направленных на определении границ, с глубинными методами являются экономически выгодными.  

Применение импульсных сигналов в сочетании с гармоническими позволило бы повысить объек-

тивность и объемность полученных в ходе геофизических съемок результатов, что позволит уменьшить 

стоимость и увеличить производительность работ, а также уменьшить время интерпретации полученных 

данных. Преимуществами такого метода по сравнению с существующими аналогами являются: 

‒ повышение точности определения границ залежи за счет получения отраженного импульсного 

сигнала от залежи; 

‒ возможность вариации параметров импульсного сигнала, способствующей однозначности 

определения границ залежей; 

‒ повышения разрешающей способности определения местоположения залежей за счет исполь-

зования импульсного сигнала; 

‒ повышение производительности работ (сокращение времени) поиска углеводородов; 

‒ выбор конкретных частот при ведении разведки. 

r·100, м 

RЛ 
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Рисунок 5. – Метод альтернативных частот с использованием гармонического сигнала 

Если в качестве основного метода при проведении геофизической съемки использовать метод аль-

тернативных частот с применением гармонического сигнала, а в качестве дополнительного выбрать им-

пульсный метод поиска и оконтуривания УВЗ, то полученные данные будут отображать информацию 

о исследуемой среде с уточнением глубины залегания. 

Заключение. Проведены экспериментальные исследования взаимодействия анизотропного слоя 

над углеводородами с ЭМВ в режиме радиоимпульсных сигналов. Результаты исследования могут быть 

использованы в поисковой геофизике. При этом следует отметить: 

– резонансные изменения коэффициента отражения на частотах 93 МГц для вертикальной

и 115 МГц для горизонтальной поляризаций ЭМВ в режиме радиоимпульсных сигналов могут быть ис-

пользованы для определения границ залежей; 

– исследования могут быть применены для определения характеристик среды над залежью при

распространении ЭМВ с правой и левой круговыми поляризациями, что повышает информативность 

методов оконтуривания и выделения УВЗ;  

– качестве модулирующей нужно использовать частоту в диапазоне 1–10 МГц, соответствующей

электронному циклотронному резонансу, что повысит уровень однозначного определения границ залежи; 

– комплексирование методов, направленных на определении УВЗ, с глубинными методами приве-

дет к экономическому выигрышу при повышении точности определения границ. 
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DISTRIBUTION OF RADIO IMPULSE SIGNALS  

IN ANISOTROPIC ENVIRONMENTS ON HYDROCARBONS 

 

V. YANUSHKEVICH, E. ZAYATS 

 

The article presents the results of experimental interaction of electromagnetic waves in the mode of radio 

pulse signals with the medium above hydrocarbon deposits. The resonant frequencies of a change in the reflec-

tion coefficient from an anisotropic medium over a deposit in the mode of radio pulse signals for vertical and 

horizontal polarizations of electromagnetic waves are theoretically determined. Experimental confirmation of 

the resonant behavior of the reflection coefficient at 93 MHz for vertical and 115 MHz for the horizontal polari-

zations of electromagnetic waves in the radio pulse mode was carried out. Studies can be applied to determine 

the characteristics of the environment above the reservoir during the propagation of electromagnetic waves with 

right and left circular polarizations, which increases the informativeness of contouring methods and the alloca-

tion of  hydrocarbon deposits. The values of the modulating frequency are set to increase the level of hydrocar-

bon deposits, unambiguous determination of the boundaries of the deposit. The complexing of methods aimed at 

determining, the combination of which with the deep-seated methods will lead to economic gains with an in-

crease in the accuracy of determining the boundaries. 
 

Keywords: radio pulse signal, anisotropic medium, hydrocarbon deposit, reflection coefficient. 
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УДК 537.8.029.6:621.37.029.6

НАНОСТРУКТУРНЫЕ УГЛЕРОДНЫЕ МАТЕРИАЛЫ
ДЛЯ ПРАКТИЧЕСКИХ ПРИЛОЖЕНИЙ В СВЧ ДИАПАЗОНЕ

О.В. ТАНАНА 

(Полоцкий государственный университет) 

Разработаны методики измерения электрофизических характеристик углеродных наноматериа-

лов в СВЧ диапазоне. Исследованные материалы превосходят все существующие и применяемые 

в настоящее время в радиотехнике радиопоглощающие материалы по всем электрофизическим ха-

рактеристикам в несколько раз. Результаты экспериментального исследования электрофизических 

характеристик образцов УНМ позволяют рекомендовать их для практического применения в сверх-

высокочастотном диапазоне длин волн в качестве облегченных композиционных материалов для вы-

сокоэффективных электромагнитных экранов, проводящих и отражающих электромагнитное излу-

чение структур в устройствах обработки и передачи СВЧ сигналов и других приложениях.  

Ключевые слова: сверхвысокие частоты (СВЧ), электромагнитные волны, поглощение электро-

магнитных волн, наноуглеродные материалы. 

Введение. Возрастающий круг прикладных возможностей углеродных наноматериалов (УНМ) 

определяет актуальность системной характеризации их электродинамических свойств на основе кор-

ректных методик и схем измерений, что позволит разрабатывать физико-технологические методы полу-

чения материала с заданными электродинамическими параметрами и устанавливать новые закономерно-

сти целенаправленного управления этими параметрами в реальной продукции [1–7]. Прикладные воз-

можности нанокомпозитов на основе УНМ в значительной степени обусловлены тем, что их материаль-

ные характеристики могут кардинально отличаться от материальных характеристик составляющих их 

компонент. УНМ и композиты на их основе могут использоваться при создании пассивных и активных 

элементов сверхвысокочастотной (СВЧ) техники (согласующие и поглощающие системы, фильтры, вол-

новедущие тракты, направленные ответвители и т.д.), для формирования элементов различных гибрид-

ных систем, например гетеромагнитных микро- и наносистем.  

Параметры характеризации УНМ. В настоящее время все основные исследования направлены 

на решение центральной проблемы электродинамики композитов – определение параметров материала 

через структурные факторы и материальные параметры компонент. Для изучения взаимодействия УНМ 

с электромагнитным излучением в широком диапазоне частот, в частности эффективности экранирова-

ния, а также в связи с актуальностью освоения терагерцового диапазона и развитием наноразмерных 

технологий, востребованным становится характеризация создаваемых УНМ. К основным электрофизи-

ческим параметрам, характеризующим радиоматериалы с точки зрения практического использования их 

в СВЧ-диапазоне, относятся коэффициент отражения Г(ω) (reflection factor) и ослабление А(ω) (attenua-

tion) электромагнитной волны.  

Существует также система S-параметров, которые являются элементами волновой матрицы рассе-

яния рассматриваемого элемента волноведущего тракта, представленного в виде четырехполюсника 

[ ] 11 12

21 22

S S
S

S S

 
=  
 

,  (1) 

где S11 – комплексный коэффициент отражения входа исследуемого объекта, нагруженного на согла-

сованную нагрузку;  

S22 – комплексный коэффициент отражения выхода исследуемого объекта при согласовании его со 

стороны генератора; 

S21 – комплексный коэффициент передачи в прямом направлении;  

S12 – комплексный коэффициент передачи в обратном направлении. 

Измерение S-параметров отличается от измерения амплитудных величин тем, что при измерении 

S-параметров должны учитываться фазочастотные характеристики измеряемого объекта. Система 

S-параметров используется, как правило, при расчете комплексированных СВЧ-устройств, состоящих из 

последовательности четырехполюсников, и позволяет прогнозировать характеристики устройства в це-

лом. Измерение S-параметров выполняется с помощью векторных анализаторов цепей. 
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Методы характеризации УНМ. Исследование электродинамических характеристик УНМ осно-

вано на решении электродинамических задач и выполнении измерений в СВЧ-диапазоне. При измерении 

(характеризации) электродинамических характеристик УНМ использовались волноводный и антенный 

методы.  

Волноводный метод характеризации ослабления УНМ. Волноводный метод позволяет изме-

рять ослабление электромагнитной волны А(ω) УНМ. В основу построения схемы измерения положен 

принцип раздельного детектирования сигналов падающей и прошедшей волн в волноведущем тракте [8]. 

Измеряется мощность волны, падающей на исследуемый УНМ, и мощность волны, прошедшей через 

исследуемый УНМ. Отношение прошедшей и падающей мощности определяет ослабление исследуемого 

УНМ 
 

( ) прош

пад

10lg
P

A
P

ω = .                                                            (2) 

 

Погрешность определения ослабления при калибровке в рабочем диапазоне частот измерителя 

КСВН и ослабления в децибелах не превышает величины, определяемой по формуле 
 

( )0,05 0,5xA A∆ = ± + ,                                                              (3) 

 

где Ах – измеряемое ослабление, дБ.  
Погрешность измерения ослабления при калибровке на фиксированной частоте измерителя КСВН 

и ослабления в децибелах не превышает величины, определяемой по формуле 
 

( )0,05 0,35xA A∆ = ± + .                                     (4) 

 

Для измерения ослабления А(ω) порошковых образцов УНМ используется волноводная измери-

тельная секция, в которую помещается измеряемый УНМ [9, 10]. Входное и выходное сечения секции 

закрывались плоскими слоями фторопласта толщиной 0,1 мм. Выбор фторопласта в качестве материала 

обусловлен его малыми потерями (ослабление 0,1...0, 2≤ дБ). Исследуемый УНМ уплотнялся на специ-

ально созданном стенде. Уплотнение необходимо для исключения погрешностей, связанных с флуктуа-

циями плотности УНМ внутри образца и при переходе от одного образца к другому. После этого измери-

тельная секция устанавливается между волноводными фланцами измерительной системы перпендику-

лярно оси волновода. Такое расположение измерительной секции соответствует максимальному ослаб-

лению УНМ.  

Измерение ослабления исследуемого УНМ производится с использованием согласованной нагруз-

ки. Это позволяет исключить неопределенность определения ослабления для УНМ с малым ослаблени-

ем, которая появляется в случае кратности толщины измеряемого УНМ четверти длины волны электро-

магнитного излучения в наноматериале (четвертьволновым поглотителям резонансного типа свойствен-

но явление самопоглощения электромагнитных волн). При измерении ослабления пленочных образцов 

УНМ образец плотно зажимался между фланцами волноведущей системы нормально к оси волновода, 

что соответствует наиболее «жестким условиям» (максимальному ослаблению) в случае использования 

плоскопараллельных образцов. 

Антенный метод характеризации коэффициента отражения УНМ. Антенный метод позволяет 

измерять коэффициент отражения электромагнитной волны Г(ω) УНМ, распределенных на большой 

площади. Этот метод, как правило, используется при измерении коэффициента отражения радиопогло-

щающих покрытий (РПП). В основу построения схемы измерения положен принцип раздельного детек-

тирования сигналов падающей и отраженной волн в волноведущем тракте. Измеряется мощность волны, 

падающей на исследуемый образец, и мощность волны, отраженной от исследуемого образца. Отноше-

ние отраженной и падающей мощности определяет коэффициент отражения исследуемого образца: 
 

( ) отр

пад

10lg
P

P
Γ ω = .                                                                     (5) 
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Результаты экспериментальных исследований УНМ. Порошки УНМ. Исследуемый материал, 

наноструктурированный углерод марок НСУ-4 и НСУ-5 [11], представляет собой совокупность образо-

ваний из углерода, состоящих из углеродных нановолокон (УНВ) диаметром 50…80 нм (около 50%), 

аморфного углерода (около 30%), многостенных углеродных нанотрубок (УНТ) (около 15%) и соедине-

ний металла (3…5%).  

Измерения электродинамических характеристик порошков УНМ проводились в диапазоне частот 

26…78 ГГц. На рисунке 1 приведены характеристики коэффициента отражения различных фракций ис-

следуемого УНМ. 
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Рисунок 1. – Коэффициент отражения различных фракций исследуемого УНМ
в частотных диапазонах 26–37 ГГц (а) и 53–79 ГГц (б)

Образцы УНМ (порошки, суспензия, пленка, осадок) характеризуются стабильно высоким ослаб-

лением от 45 до 60 дБ в миллиметровом диапазоне длин волн [12]. Результаты этих исследований позво-

лили, во-первых, получить хорошую воспроизводимость УНМ по электродинамическим характеристи-

кам, во-вторых, создать в диапазонах частот 8–12 ГГц и 26–37,5 ГГц однослойные радиопоглощающие 

покрытия с коэффициентом поглощения –27…–33 дБ, многослойные РПП с коэффициентом поглощения 

–30…–34 дБ (рисунок 2), тканые радиопоглощающие материалы (РПМ) (рисунок3) с коэффициентом

поглощения –23…–26 дБ. Толщина покрытия в диапазоне 8…12 ГГц составляет 3 мм, в диапазоне 

26…37,5 ГГц – 1 мм. Вес – 4,2 кг/м2. 

а      б 

Рисунок 2. – Коэффициент отражения РПП в диапазоне частот 8…12 ГГц:

а – однослойное РПП; б – многослойное РПП
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а                                                                                               б 

 

Рисунок 3. – Ослабление тканых РПМ в диапазоне частот 26…37,5 ГГц: 

а – односторонний РПМ; б – двухсторонний РПМ 

 

По электродинамическим, физико-механическим и эксплуатационным параметрам, разработанные 

РПП и РПМ могут быть отнесены к новому поколению РПП на основе УНМ. 

Массивы магнитно-функционализированных УНТ (МФУНТ). Исследуемый материал, синте-

зированный в БГУИР, представляет собой периодические вертикально ориентированные массивы УНТ. 

Для исследований использовали образцы массивов вертикально ориентированных МФУНТ. Массивы 

вертикально ориентированных плотно упакованных УНТ формировались на Si или ситалловых подлож-

ках. Высота массивов составляла от 2 до 100 мкм. 

Измерения электродинамических характеристик массивов МФУНТ проводились в диапазоне ча-

стот 26…78 ГГц [13]. Результаты измерений представлены на рисунке 4. 
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Рисунок 4. – Характеристики массивов МФУНТ в диапазоне частот 26…78 ГГц 

(различное содержание ферроцена, высоты массивов и материала подложки):  

а – ослабление; б – коэффициент отражения 

 

Массивы МФУНТ характеризуются высоким значением коэффициента отражения (0,2…0,5) и об-

ладают высокой эффективностью поглощения электромагнитных волн в 6 мм диапазоне длин волн (до 
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30 дБ). Анализ зависимостей коэффициента отражения от частоты для массивов МФУНТ позволяет сде-

лать предположение об изменении условий распространения электромагнитной волны на границе разде-

ла, поскольку массивы представляют собой «пористый» материал с большой удельной площадью по-

верхности, как самих трубок, так и наполнителя, и большой удельной площадью границ раздела между 

ними. Это может означать, что в таких массивах может присутствовать механизм многократного отра-

жения электромагнитных волн. 

Совместно с коллегами из лаборатории интегрированных микро- и наносистем БГУИР была со-

здана полимерная матрица с массивами скрайбированных МФУНТ для опытных образцов УНТ СВЧ-

устройств, позволяющая реализовать механическую прочность и климатическую устойчивость данных 

массивов при практическом использовании в СВЧ технике. В качестве полимера для матрицы носителя 

был выбран полиэтилен высокого давления в силу своей технологичности и распространенности. Основ-

ная идея заключается в перемешивании мелкодисперсного полиэтилена высокого давления (с размерами 

гранул, сопоставимыми с линейными размерами УНТ) с порошком из УНТ и дальнейшим сплавлением – 

прессованием полученной массы. 

Изучение микроструктуры матрицы при помощи просвечивающего электронного микроскопа поз-

воляет сделать заключение об относительной равномерности УНТ в полимере, что подтверждается резо-

нансными методами измерения электродинамических параметров синтезированного композита. Измере-

ние комплексной диэлектрической проницаемости резонансным методом было проведено для 10 экспе-

риментальных образцов. Полученные результаты показывают хорошую воспроизводимость параметров, 

что является существенным фактором для разрабатываемой технологии и продукции. На рисунке 5 пред-

ставлены графики измерения коэффициента отражения образцов скрайбированных МФУНТ для различ-

ных величин процентного содержания магнитного наполнителя. 
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Рисунок 5. – Коэффициент отражения образцов скрайбированных МФУНТ
для различных величин процентного содержания магнитного наполнителя

Особенности технологии создания массивов МФУНТ позволяют осуществлять их направленный 

рост, формировать структуры с заданной геометрией на различных подложках, изменять электрические 

и магнитные свойства и могут быть перспективны для разработки различных гибридных систем 

СВЧ-техники.  

Создание РПМ на основе УНМ. Выполнены исследования по созданию тканых РПМ с использо-

ванием наноструктурированного углерода марок НСУ-4 и НСУ-5 [11]. На первом этапе был получен 

УНМ с ослаблением не менее 40 дБ в диапазоне 8…12 ГГц. По результатам характеризации исходного 

материала (методы характеризации УНМ изложены выше) были решены задачи его воспроизводимости 

и получения требуемых параметров. 

На втором этапе создавались специальные образцы в виде плоских шайб для определения элек-

трофизических свойств РПМ. На боковые поверхности шайб наносились металлизированные слои 

и с помощью измерителя (анализатора) диэлектрических свойств материалов Agilent E4991A определя-

лись значения действительной, мнимой и полной (по модулю) составляющих относительной диэлектри-

ческой проницаемости, созданных композиций в полосе частот от 1 до 3 ГГц. Измеренные значения дей-
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ствительной и мнимой составляющих относительной диэлектрической проницаемости РПМ приведены 

на рисунке 6. 

 

        

а                                                                                                        б 

 
Рисунок 6. – Действительная ε׳ (а) и мнимая ε׳׳ (б) составляющие  

относительной диэлектрической проницаемости РПМ 

 

На третьем этапе по измеренным значениям электрофизических свойств ( j′ ′′ε = ε − ε ) созданных 

РПМ были рассчитаны коэффициенты отражения Г(ω) и ослабление А(ω) образцов РПМ с заданной тол-

щиной d: 
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где Г12 – коэффициент отражения от первой границы воздух-образец;  

Г23 – коэффициент отражения от второй границы образец-воздух; 

22 d
b

π= ε
λ

, λ – длина электромагнитной волны. 

На четвертом, заключительном, этапе были измерены коэффициенты отражения Г(ω) и ослабле-

ние А(ω) образцов тканых РПМ в диапазоне частот 8…12 ГГц. Использовался векторный анализатор 

цепей Аgilent 8722 ET: при измерении коэффициента отражения использовался режим измерения S11 

параметра, при измерении ослабления – режим измерения S21 параметра.  

В результате проведенных исследований установлено, что ослабление и диэлектрическая прони-

цаемость РПМ растут с увеличение процентного содержания УНМ в связующем. Получено наибольшее 

ослабление в пределах от –25 до –27 дБ в диапазоне частот 8…12 ГГц, что соответствует поглощению 

электромагнитной энергии 98%. Значения коэффициента отражения Г(ω) и ослабления А(ω), полученные 

расчетным путем, совпали с экспериментально полученными с погрешностью не более чем 5%. Пред-

ставленные результаты являются убедительным подтверждением правильности предложенного систем-

ного подхода при создании конечного продукта.  

Заключение. По результатам выполненных исследований можно сделать следующие выводы: 

− выполнена систематизация методов характеризации УНМ в СВЧ диапазоне; 

− разработан резонансный метод характеризации диэлектрической проницаемости УНМ на ос-

нове высокодобротных широкодиапазонных резонаторов в диапазоне частот от 25,95 до 78 ГГц; 

− получены воспроизводимые УНМ с заданным ослаблением А(ω), которые могут использо-

ваться при создании пассивных и активных элементов СВЧ-техники (согласующие и поглощающие 

системы); 

− получены воспроизводимые полимерные матрицы с массивами скрайбированных МФУНТ, 

с заданным ослаблением А(ω) и Г(ω), которые могут использоваться при создании пассивных и активных 

элементов СВЧтехники (волноведущие тракты, фильтры, направленные ответвители); 
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− характеризация в СВЧ-диапазоне массивов МФУНТ позволяет получать материалы с заданны-

ми электродинамическими параметрами путем формирования структуры с заданной геометрией на раз-

личных подложках с различными наполнителями для разработки гибридных систем СВЧ-техники; 

− разработана методика синтеза РПП и РПМ на основе УНМ, объединяющая расчетные методы

и методы характеризации УНМ и синтезируемых РПП и РПМ в СВЧ диапазоне; 

− синтезированы перспективные РПП и РПМ на основе УНМ.
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NANOSTRUCTURED CARBON MATERIALS FOR PRACTICAL APPLICATIONS 

IN MICROWAVES RANGE 

O.V. TANANA 

Techniques have been developed for measuring the electrophysical characteristics of carbon nanomateri-

als in the microwave range. The materials studied surpass all existing and used at present radio-absorbing ma-

terials in radio engineering in all electrophysical characteristics by several times. The results of an experimental 

study of the electrophysical characteristics of carbon nanomaterial samples make it possible to recommend them 

for practical use in the microwave range of wavelengths as lightweight composite materials for highly efficient 

electromagnetic shields, conducting and reflecting electromagnetic radiation structures in devices processing 

and transmitting microwave signals and other applications. 

Keywords: microwaves, electromagnetic waves, electromagnetic wave absorption, nanocarbon materials. 
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ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ РАЗЛИЧНЫХ ТИПОВ СИГНАЛОВ
С НЕОДНОРОДНЫМИ ПРИРОДНЫМИ ОБРАЗОВАНИЯМИ

канд. техн. наук, доц. В. Ф. ЯНУШКЕВИЧ 

(Полоцкий государственный университет); 

Е. Ю. ЗАЯЦ 

(Белорусский государственный университет информатики и радиоэлектроники) 

Приведены результаты взаимодействия гармонического, двухчастотного, модулированного сиг-

налов с неоднородными природными образованиями. Рассчитаны амплитудный и фазовый спектры для 

двухчастотного, амплитудно-модулированного, частотно-модулированного и радиоимпульсного сигна-

лов. Установлены закономерности изменения амплитуды и уровня боковых лепестков в спектре отра-

женного сигнала. Даны рекомендации по применению различных режимов взаимодействия сигналов 

с неоднородными природными образованиями. Приведено обоснование комплексного использования ме-

тодов поиска и идентификации углеводородных залежей. 

Ключевые слова: радиоимпульсный сигнал, анизотропная среда, углеводородная залежь, ампли-

тудный и фазовый спектр. 

Введение. В георазведке углеводородных залежей (УВЗ) вопросы поиска и обнаружение имеют 

первостепенное значение [1–4]. Существующие геофизические методы, направленные на выделение 

углеводородных залежей, обладают рядом недостатков – высокая стоимость, сложность выполнения 

работ, недостаточная эффективность. Поиск новых решений лежит в области сокращения времени атте-

стации исследуемой поверхности и улучшения качественных показателей эффективности. 

Разработка новых методов импульсной электроразведки на основе трансформации спектральных 

характеристик отраженного сигнала направлена на повышение точности определения границ залежи, 

возможность повышения глубинности методов поиска УВЗ, улучшение разрешающей способности опре-

деления местоположения залежей. 

Взаимодействие гармонических сигналов, включая модулированные, со средой над УВЗ достаточ-

но полно исследовано, применение же импульсного сигнала для решения задач поиска и оконтуривания 

залежей на основе взаимодействия импульсного сигнала с неоднородной средой не имеет теоретического 

обоснования. 

Взаимодействие различных типов сигналов с неоднородными природными образованиями.

В качестве исследуемого выступает образование над углеводородной залежью (УВЗ) – неодно-

родное природное образование (НПО). Неоднородное природное образование – это разновидность ани-

зотропных сред с наличием свободных носителей электрического заряда, создающих при своем движе-

нии в неоднородности электрические и магнитные поля, которые искажают внешние поля и влияют на 

характер движения самих носителей заряда.  

Анизотропное образование – образование, физические свойства (диэлектрическая, магнитная про-

ницаемости) которого зависят от направления электрического, магнитного полей. 

С целью обоснования целесообразности применения импульсного сигнала при поиске и иденти-

фикации НПО проведено моделирование процесса взаимодействия с ним гармонического, модулирован-

ного и импульсного сигнала. Кроме того, был проанализирован тензор диэлектрической проницаемости 

данных видов сигналов при взаимодействии с НПО [5, 6]. 

Спектральная характеристика отраженной волны при воздействии НПО на зондирующий сигнал 

оценивается выражением 

( ) ( ) exp( ( ( )) ) ( ) ( ),отрi i i отрi отрiS S R j S j= ω ⋅ ω ⋅ ϕ ω + ϕ = ω ⋅ ϕ ω

где ( )S ω  – амплитудно-частотная характеристика (АЧХ) зондирующего сигнала;

( )отрiS ω  – АЧХ отраженного сигнала;

( )iR ω  – коэффициент отражения;

( )ϕ ω  – фазочастотная характеристика (ФЧХ) зондирующего сигнала;

( )отрiϕ ω  – ФЧХ отраженного сигнала.

Установлено, что при взаимодействии гармонического сигнала амплитудный и фазовый спектр 

трансформируется минимально, следовательно, применение гармонических методов, основанных на 
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изменении спектральных характеристик отраженной волны, для поиска НПО нецелесообразно. Однако 

при рассмотрении бигармонического сигнала в режиме мощного низкочастотного (НЧ) и высокочастот-

ного (ВЧ) сигнала показало значительное изменение фазового и минимальное амплитудного спектров 

(рисунок 1). 
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Рисунок 1. – Расчетная зависимость амплитудного (а) и фазового спектра (б):

1 – зондирующего бигармонического НЧ-сигнала; 2 – отраженного бигармонического НЧ-сигнала от НПО

При исследовании тензора диэлектрической проницаемости [7, 8] также можно сказать об отличии 

однотонального и двутонального режимов взаимодействия с НПО, а именно присутствие в выражениях 

для тензора величины 1 2,  ,  ,  Ek kωω ωɶ , которые определяют параметры этих сигналов. Использование

двухчастотных сигналов позволяет повысить информативность методов поиска. Основная гармоника 

радиоимпульса имеет не нулевую частоту, а частоту заполнения f0. А его ширина определяется длитель-

ностью радиоимпульса. Амплитудный спектр отраженного сигнала характеризуется изменением уровня 

максимума и искажением боковых лепестков [9]. Вместе с тем существенно отличаются компоненты 

тензора диэлектрической проницаемости между режимом мощного НЧ- и ВЧ-сигнала [10]. 

При взаимодействии амплитудно-модулированного (АМ) сигнала (рисунок 2) наблюдаются изме-

нения амплитуды и уровня боковых лепестков в амплитудном спектре, а в фазовом спектре существует 

провал в диапазоне частот 8∙107 – 1,2∙108 Гц до –90°. В тензоре диэлектрической проницаемости харак-

терным является зависимость его компонентов от коэффициента амплитудной модуляции km, а также от 

модулирующей Ω и несущей ω частот АМ-сигнала [11–13].
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Рисунок 2. – Расчетная зависимость амплитудного (а) и фазового спектра (б):

1 – зондирующего АМ-сигнала; 2 – отраженного АМ-сигнала от НПО

При взаимодействии с частотно-модулированным (ЧМ) сигналом (рисунок 3) амплитудный 

спектр отраженного сигнала характеризуется уменьшением амплитуды и изменением уровня боко-

вых лепестков.  

f, Гц 
f, Гц 

2 1 

2 

1 

f, Гц 

f, Гц 

2 

1 

Sамп. (f), отн. ед. Sфаз.(f), отн. ед. 

2 

1 

Sфаз.(f), отн. ед. Sамп. (f), отн. ед. 



ФУНДАМЕНТАЛЬНЫЕ НАУКИ. Физика                                                                                                        № 4 

 

 93

0 5 10
7× 1 10

8× 1.5 10
8× 2 10

8×
300−

200−

100−

0

100

0 1 10
8× 2 10

8×
0

0.5

1

1.5

2

 

0 5 10
7× 1 10

8× 1.5 10
8×

300−

200−

100−

0

100

 

 

а б 
 

Рисунок 3. – Расчетная зависимость амплитудного (а) и фазового спектра (б):  

1 – зондирующего ЧМ-сигнала; 2 – отраженного ЧМ-сигнала от ЭНПС 

 

Как и при амплитудно-модулированном сигнале на фазовом спектре появляется резкий скачок фа-

зы в интервале от 8∙107 Гц до 1∙108 Гц. Для ЧМ-сигнала мнимые части компонентов 1ε  и 3ε  зависят от 

параметра частоты. 

При рассмотрении импульсного сигнала проведено моделирование процесса взаимодействия ЭМВ 

в режиме видеоимпульса и радиоимпульса (рисунок 4). При изучении в режиме видеоимпульса установ-

лено, что компоненты тензора диэлектрической проницаемости среды над электрически неоднородной 

природной средой при различном соотношении амплитуд и частот имеют существенные отличия. Так, 

для режима видеоимпульса существенен вклад параметров частоты F1 в мнимые составляющие 1εɺ  и 3εɺ . 
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Рисунок 4. – Расчетная зависимость амплитудного (а) и фазового спектра (б)  

1 – зондирующего радиоимпульса, 2 – отраженного радиоимпульса от НПО 

 

Основная гармоника радиоимпульса имеет не нулевую частоту, а частоту заполнения f0. А его ши-

рина определяется длительностью радиоимпульса. Амплитудный спектр отраженного сигнала характе-

ризуется изменением уровня максимума и искажением боковых лепестков. 

Фазовый спектр имеет ступенчатую форму, максимально фаза искажается в диапазоне 5∙107 – 

1∙108 Гц с резкими изменениями от –260° до 40°. Компоненты тензора диэлектрической проницаемости 

содержат информацию об отклике исследуемой среды на взаимодействие радиоимпульса. Отличием 

радиоимпульса от видеоимпульса является присутствие частоты ω в мнимых составляющих 1εɺ  и 3εɺ  [14].  

Разработка комплексного подхода в обнаружении природных неоднородных образований. 

Выбор метода электроразведки определяет методику проведения натурных испытаний, точность опреде-

ления границ и уровень идентификации НПО. Современные методы электромагнитной разведки требуют 

комплексного подхода для организации геологоразведочных работ. Разработка требований к электро-

магнитным методам при поиске, оконтуривании и идентификации залежей нефти и газа – важнейшая 

задача радиокомплексирования. Оптимизация характеристик зондирующих сигналов и радиотехниче-

ских систем поиска будет способствовать успешному решению задач георазведки. Метод использования 

модулированных сигналов обладает хорошими характеристиками. Методика измерений основана на 
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расширении функциональных зависимостей компонентов тензоров от режимов модуляции, что позво-

ляет повысить информативность разрабатываемых способов поиска УВЗ. Применение режима мощно-

го низкочастотного сигнала предоставляет большие возможности для методов радиокомплексирования, 

поскольку вариация диэлектрической проницаемости осуществляется в более широком диапазоне по 

сравнению с режимом мощного высокочастотного сигнала. Использование радиоимпульсного метода 

зондирования УВЗ позволяет повысить точность определения границ и однозначность выявления скопле-

ний углеводородов при использовании эффекта нелинейного взаимодействия сигналов в условиях анизо-

тропии. Предлагаемый метод дает возможность выбора конкретных частот при ведении разведки, позво-

ляет существенно снизить массу и габариты устройств геоэлектроразведки. При этом достигается повы-

шение мобильности устройств разведки, сопровождающееся повышением производительности работ при 

поисках углеводородов. Для разработки методов поиска важную роль играет выбор физических моделей 

углеводородов, рассматривающих физико-химические процессы в самой залежи и в околозалежном про-

странстве, влияние углеводородов на электрические свойства вмещающих пород над УВЗ, состав кри-

сталлического скелета и термодинамические условия залегания (давление и температура). 

Количественные проявления этих процессов зависят от физико-геологических свойств пород-

коллекторов: гранулометрического и минералогического состава пород, структурно-текстурных особенностей 

скелета, характера пористости и проницаемости, вида цементирующего вещества и механических свойств 

скелета, количества пластовой воды в порах и ее минерализации и т.д., что предполагает конкретизацию 

электродинамических моделей УВЗ для повышения эффективности комплексного применения методов 

георазведки. 

Заключение. Проведено сравнение параметров различных сигналов (гармонического, двухча-

стотного, модулированного) при взаимодействии с электрически неоднородной природной средой. Уста-

новлено, что применение бигармонических сигналов в методах, основанных на изменении амплитудного 

спектра отраженного сигнала, для поиска НПО нецелесообразно. Однако в фазовых методах бигармони-

ческий сигнал в режиме мощного низкочастотного и высокочастотного сигнала могут применяться из-за 

значительного изменения фазового спектра. При взаимодействии АМ-сигнала и ЧМ-сигнала с НПО 

наблюдались изменения амплитуды и уровня боковых лепестков в амплитудном спектре, а в фазовом 

спектре отмечены провалы, что позволит применять амплитудно-модулированные и частотно-

модулированные сигналы в методах по выделению УВЗ. 
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THE INTERACTION OF VARIOUS TYPES  

OF SIGNALS WITH HETEROGENEOUS NATURAL FORMATIONS 

 

V. YANUSHKEVICH, E. ZAYATS 

 

The article presents the results of harmonic, two-frequency, modulated signal interaction with heteroge-

neous natural formations. The amplitude and phase spectra were calculated for two-frequency, amplitude-

modulated, frequency-modulated, and radio-pulse signals. The laws of variation of the amplitude and level  

of side lobes in the spectrum of the reflected signal are established. Recommendations on the use of various 

modes of interaction of signals with heterogeneous natural formations are given. The rationale for the integrated 

use of methods for the search and identification of hydrocarbon deposits is given. 
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МОРФОЛОГИЯ И ДИСПЕРСНОСТЬ ПОРОШКОВ МАГНЕТИТА,

ПОЛУЧЕННЫХ ПРИ ВОЗДЕЙСТВИИ УЛЬТРАЗВУКА

д-р физ.-мат. наук, проф. В.Н. ШУТ, С.Е. МОЗЖАРОВ 

(ГНУ «Институт технической акустики НАН Беларуси, Витебск); 

В.Ф. КУКСЕВИЧ 

(Витебский государственный технологический университет) 

Описана методика получения порошков магнетита химическим и сонохимическим (при воздей-

ствии ультразвука) методами. Интенсивное перемешивание, сопровождающее ультразвуковую кави-

тацию и образование большого количества зародышей, позволяет провести реакцию за короткое время, 

что способствует монодисперсности полученного продукта. Исследованы дисперсность и морфология 

порошков магнетита. Показано, что воздействие ультразвука позволяет получить порошки магнетита 

округлой формы со средним размером частиц ~ 25 нм.  

Ключевые слова: ультразвуковое воздействие, наночастицы магнетита, монодисперсность, 

морфология поверхности. 

Введение. Магнитные наночастицы имеют очень широкий спектр практических применений: маг-

нитные уплотнители и магнитные чернила для банковских чеков, магнитные носители информации 

и многочисленные биомедицинские приложения [1]. При этом для каждого конкретного применения 

магнитные наночастицы должны иметь разные свойства. В большинстве приложений магнитные матери-

алы работают лучше всего, если их размер ниже некоторого критического значения, зависящего от со-

става материала (10–20 нм). При таких размерах магнетики переходят в однодоменное состояние и про-

являют суперпарамагнитное поведение. Магнитный момент таких частиц может случайным образом 

менять направление под влиянием температуры, и при отсутствии внешнего магнитного поля средняя 

намагниченность равна нулю. Эта особенность делает суперпарамагнитные наночастицы очень привле-

кательными для широкого спектра биомедицинских применений, поскольку уменьшается риск образова-

ния агломератов при комнатной температуре. Тем не менее неизбежна проблема, связанная с внутренней 

нестабильностью частиц малого размера в течение длительного периода времени. Ультрамелкодисперс-

ные частицы имеют тенденцию образовывать агломераты, чтобы уменьшить поверхностную энергию. 

Более того, «голые» металлические наночастицы химически высокоактивны и легко окисляются на воз-

духе, что обычно приводит к потере магнетизма и диспергируемости. Поэтому для многих приложений 

крайне важно разработать стратегии защиты для химической стабилизации магнитных наночастиц про-

тив деградации во время или после синтеза. Дополнительно: для биомедицинских применений in vivo 

магнитные наночастицы должны быть нетоксичными и неиммуногенными. Основными областями био-

медицинского назначения магнитных наночастиц являются диагностика и инструменты исследований 

(биосенсоры, MRI, маркеры биомолекул, биосепарация и пробоподготовка, исследования молекулярного 

взаимодействия), а также адресное терапевтическое воздействие (целевая доставка терапевтических мо-

лекул, управляемая локальная гипертермия опухолей) [2–5].  

В настоящее время синтезирован широкий спектр магнитных наночастиц на основе металлов Co, 

Fe, Ni, оксидов железа, ферритов MgFe2O4, СoFe2O4, MnFe2O4, LiFe5O8, а также СoPt, FePt, MnAl, SmCo5, 

Fe14Nd2B [6–9]. Оксидные частицы обладают более слабыми магнитными свойствами, чем наночастицы 

на основе металлов, однако они более устойчивы к окислению, обладают низкой токсичностью и хоро-

шей биосовместимостью. Наиболее широкое применение в биомедицине получили суперпарамагнитные 

наночастицы оксида железа (Superparamagnetic iron oxide nanoparticles – SPION), что обусловлено их 

низкой токсичностью и стабильностью магнитных характеристик. SPION представляют собой неболь-

шие синтетические частицы γ-Fe2O3 (маггемит), Fe3O4 (магнетит) или α-Fe2O3 (гемматит) с размерами от 

10 до 100 нм. Кроме того, смешанные оксиды железа с ионами переходных металлов, такими как медь, 

кобальт, никель и марганец, также обладают суперпарамагнитными свойствами, и попадают в категорию 

SPIONs. Cуперпарамагнитные порошки оксида железа являются единственными клинически одобрен-

ными наночастицами оксидов металлов и наиболее широко используемыми SPION в различных биоме-

дицинских применениях [10–12].  

Наиболее распространенный способ получения наночастиц магнетита – жидкофазный метод хи-

мической конденсации, предложенный Элмором [13] и модернизированный Массартом [14], в основе 

которого лежит процесс осаждения солей двух- и трехвалентного железа концентрированным водным 

раствором щелочи. Несмотря на длительную историю применения, наночастицы магнетита сохраняют 
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огромный потенциал для использования в различных областях науки, техники и медицине. Разработка 

методов получения магнитных порошков является наиболее важной проблемой, поскольку от способа 

синтеза зависят форма и размер наночастиц, распределение по размерам, морфология поверхности, доля 

структурных дефектов или примесей, распределение дефектов внутри кристаллитов. В совокупности все 

это определяет магнитные свойства и магнитное поведение материалов. В настоящее время нанострук-

турные материалы все более интенсивно получают с помощью методов, основанных на ультразвуковых 

(УЗ) эффектах, возникающих в жидких средах [15]. Воздействие УЗ излучения связано в первую очередь 

с развитием такого эффекта, как акустическая кавитация, возникающего в среде при распространении 

ультразвука и представляющего собой эффективное средство превращения энергии звуковой волны низ-

кой плотности в энергию высокой плотности, связанную с пульсациями и захлопыванием кавитацион-

ных пузырьков [16]. 

В настоящей работе приведены результаты исследований влияния ультразвуковой обработки на 

дисперсность и морфологию порошков магнетита и показана возможность их применения для разделе-

ния клеток крови. 

Методика эксперимента. Известно, что при использовании хлоридов железа (II и III) для получе-

ния магнитной жидкости на основе Fe3O4, в процессе осаждения на поверхности магнетита адсорбиру-

ются ионы (FeCl)+, (FeCl)2 +, (FeClOH)+, ухудшающие магнитные свойства [17]. Некоторые исследовате-

ли для получения магнетита высокой чистоты с улучшенными свойствами исключают Cl–-ионы из ис-

ходного раствора или же пытаются уменьшить их содержание, используя для осаждения FeSO4 * 7H2O 

и FeCl3*6H2O [18]. Подобный подход использовали и мы. Для этого 0,278 г. FeSO4 * 7H2O и 0,540 г. 

FeCl3*6H2O с молярным соотношением (1:2) растворяли в 50 мл бидистиллированной воды при комнат-

ной температуре. Полученный раствор разделяли на две части по 25 мл. В одну часть при перемешива-

нии одномоментно вливали 10 мл 1 % раствора аммиака. Выпавший осадок отделяли с помощью магни-

та, многократно промывали водным раствором этилового спирта и высушивали в вакууме. Стакан со 

второй частью раствора солей железа термостатировали, опускали в него ультразвуковой диспергатор 

и при интенсивной кавитации с помощью шприца медленно, в течение 5 мин, вводили 10 мл 1 % раство-

ра аммиака. Полученный осадок также отделяли с помощью магнита, многократно промывали водным 

раствором этилового спирта и высушивали в вакууме.    

Микроскопические исследования полученных порошков проводились на сканирующем электрон-

ном микроскопе высокого разрешения "Mira" фирмы "Tescan" (Чехия). Для анализа размеров частиц 

использовался прибор ANALYSETTE 22 MicroTec plus фирмы «FRITSCH». 

Результаты и обсуждение. На рисунке 1, а показаны результаты гранулометрического анализа 

магнетита, полученного при воздействии ультразвука. Среднеарифметический диаметр частиц получен-

ного магнетита составлял 490 нм. Для сравнения, на рисунке 1, б приведены результаты гранулометриче-

ского анализа магнетита, полученного без ультразвука – среднеарифметический диаметр 4,7 мкм. Метод 

лазерного сканирования не дает представления о морфологии частиц. Образовавшиеся конгломераты 

считаются за частицу крупных размеров. Соответственно, измеренный средний размер частиц получает-

ся большим, чем при микроскопическом анализе, результаты которого представлены ниже.  

На рисунке 2 приведены СЭМ-фотографии порошков магнетита, полученных без применения уль-

тразвука и с использованием УЗ колебаний.  

Сравнив СЭМ-фотографий отметим, что ультразвук оказывает очень сильное влияние на дисперс-

ность и морфологию полученного порошка. Обычно реакции осаждения проходят в два этапа – образо-

вание зародыша (ядра) и затем его рост. Для того чтобы получить однородные по размерам частицы 

(достигнуть монодисперсности) в таком процессе, эти две стадии должны быть отделенными друг от 

друга и, кроме того, следует избегать зародышеобразования в процессе роста кристаллитов. При возник-

новении кавитации каждый захлопывающийся пузырек представляет собой источник, генерирующий 

какое-то количество центров кристаллизации [19]. Интенсивное перемешивание, сопровождающее кави-

тацию, и образование большого количества зародышей, позволяет провести реакцию за короткое время, 

что способствует монодисперсности полученного продукта. Средний размер частиц магнетита, получен-

ного в условиях воздействия ультразвука составлял 20–25 нм. Вторая характерная особенность материа-

лов, полученных при УЗ воздействии, – округлая форма частиц (отсутствие острых углов). Известно, что 

при многократном воздействии импульсных нагрузок и замыкании кавитационных пузырьков на по-

верхности уже образовавшихся частиц, имеющих неровности, микротрещины и сростки, происходит 

отщепление выступающих участков материала. Кроме того, имеет место измельчение за счет соударения 

частиц порошка при их беспорядочном движении под действием ультразвука. При этом скорость из-

мельчения увеличивается за счет увеличения числа соударений кристаллов друг о друга. В результате 

происходит диспергация частиц и сглаживание их поверхности. Этот момент очень важен в контексте 
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применения магнетита при адресном терапевтическом воздействии. Например, для терапевтического 

лечения опухолей управляемой локальной гипертермией – методом, основанном на разогреве магнитных 

материалов, введенных в зону опухоли, электромагнитными полями. В этом случае необходимо, с одной 

стороны, локализовать наночастицы в заданной области, а с другой – равномерно распределить их. 

И этим требованиям соответствуют материалы, синтезированные при наложении ультразвуковых коле-

баний, поскольку имеют нанометрическиие размеры и форму близкую к сферической. 

 

 
а 

 
б 

 
Рисунок 1. – Графики Fritsch-анализа порошка магнетита,  

полученного при воздействии ультразвука(а) и без ультразвука (б) 

 

  
а б 

 
Рисунок 2. – Морфология порошков магнетита,  

полученных без применения ультразвука (а) и с использованием УЗ колебаний (б) 
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Для применений in vivo частицы высокодисперсных магнитных материалов должны быть покрыты 

биосовместимым полимером для защиты от биоразложения и предотвращения их коагуляции. Это 

можно сделать как в процессе получения, так и при переводе частиц в коллоидное состояние 

в дисперсионной среде.  

Применяемые покрытия можно разделить на органические (сурфактанты и полимеры) и неоргани-

ческие (кремнезем, углерод, благородные металлы). Наиболее распространенными органическими по-

крытиями наночастиц являются декстран, полиэтиленгликоль (ПЭГ), крахмал, поливиниловый спирт, 

гепарин, высшие карбоновые кислоты, в том числе лимонная кислота [4, 5, 8, 20, 21]. Помимо защиты от 

агрегации, окисления, кислотной и щелочной коррозии покрытие может играть роль спейсера для присо-

единения фармацевтических агентов или биомолекул к магнитному носителю. Благодаря покрытию 

можно модифицировать поверхность наночастиц различными функциональными группами: азидо-, ами-

но-, карбоксильными, сульфгидрильными, гидроксильными, имидными и другими, что позволяет кова-

лентно связывать наночастицы с биомолекулами или лекарственными средствами. Дополнительной важ-

ной функцией покрытия наночастиц является повышение их биосовместимости. Поливиниловый спирт 

(ПВС) можно использовать для стабилизации наночастиц благодаря его биоразлагаемости и гидрофиль-

ным свойствам [22]. Однако гидрофильная природа ПВС может снизить его эффективность, и необходим 

сшивающий агент для предотвращения деградации связи наночастица-полимер. Для этого довольно ча-

сто используется глютаровый альдегид [23, 24]. 

Магнетит для магнитной сепарации из цельной крови лейкоцитов готовили также с использовани-

ем ультразвука. По методике, описанной выше, с использованием ультразвука, осаждением получали 

оксид железа. Не промывая и не выключая ультразвука в суспензию по каплям добавляли 10 мл 7 % 

раствора ПВС и 150 мкл 25 % глютарового альдегида. Модификация проводилась в течение 10 мин. По-

рошок осаждался в магнитном поле, многократно промывался водным раствором этилового спирта 

и сушился под вакуумом. 

Перед применением порошок выдерживался в 25% водном растворе глутарового альдегида в те-

чение одного часа при 40 °С и рН = 2. Активированные частицы отмывались в воде. К 10 % суспензии 

частиц добавляли раствор моноклональных антител CD4 клон S3.5, изотип msIgG2a, Mouse Anti-Human 

с рН = 7,2 в концентрации 0,3 г/л, перемешивали на вортексе IKA Genius 3 через каждые 15 мин в тече-

ние первых 3 ч и инкубировали при 4 °С в течение суток. Затем частицы снова отмывали дистиллиро-

ванной водой.  

Готовые ферромагнитные частицы с моноклональными антителами использовали для магнитной 

сепарации из цельной крови CD4 лейкоцитов. Степень очистки лейкоцитов составляла 87–92 %. 

Заключение. Описана методика получения порошков магнетита химическим и сонохимическим 

(при воздействии ультразвука) методами. Интенсивное перемешивание, сопровождающее ультразвуко-

вую кавитацию и образование большого количества зародышей, позволяет провести реакцию за короткое 

время, что способствует монодисперсности полученного продукта. Исследованы дисперсность 

и морфология порошков магнетита. Показано, что воздействие ультразвука позволяет получить порошки 

магнетита со средним размером частиц ~ 25 нм. Вторая характерная особенность материалов, получен-

ных при ультразвуковом воздействии, – округлая форма частиц (отсутствие острых углов). Проведены 

эксперименты по использованию порошков магнетита для сепарации из цельной крови CD4 лейкоцитов. 

Степень очистки лейкоцитов составляла 87–92%. 
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MORPHOLOGY AND DISPERSION  

OF MAGNETITE POWDERS PREPARED BY SONOCHEMICAL METHODS 

 

V. SHUT, S. MOZZHAROV, V. KUKSEVICH 

 

The technique for producing magnetite powders by chemical and sonochemical methods is described.  

Intensive mixing accompanying ultrasonic cavitation and the formation of a large number of nucleuses allows to 

conduct the reaction in a short time. This contributes to the monodispersity of the obtained product. The disper-

sion and morphology of magnetite powders are investigated. It is shown that the ultrasound effect allows to 

obtain round-shaped magnetite powders with an average particle size of ~ 25 nm. 

Keywords: ultrasonic action, magnetite nanoparticles, monodispersity, surface morphology. 
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УДК 535.42 

 

ЭНЕРГЕТИЧЕСКИЙ ОБМЕН МЕЖДУ ВЗАИМОДЕЙСТВУЮЩИМИ ПУЧКАМИ 

В ФОТОРЕФРАКТИВНОМ КРИСТАЛЛЕ SBN 

 

канд. физ.-мат. наук, доц. В.В. ДАВЫДОВСКАЯ 

(Мозырский государственный педагогический университет им. И.П. Шамякина) 

 

Установлены особенности взаимодействия двумерных световых пучков в фоторефрактивном 

кристалле SBN, помещенном во внешнее постоянное электрическое поле, в зависимости от расположе-

ния световых пучков друг относительно друга, а также относительно вектора напряженности внеш-

него электрического поля. Найдены условия для осуществления энергетического обмена между синфаз-

ными двумерными световыми пучками при их взаимодействии в фоторефрактивном кристалле SBN, 

помещенном во внешнее электрическое поле, приложенное вдоль оптической оси кристалла. 
 

Ключевые слова: фоторефрактивный кристалл, внешнее электрическое поле, двумерные свето-

вые пучки, супергауссов профиль, оптическая ось кристалла, оптимальные условия, энергетический 

обмен. 

 

Введение. При исследовании распространения и взаимодействия световых пучков часто исполь-

зуют фоторефрактивные материалы, так как они обладают подходящими для этого электрооптическими 

свойствами. К настоящему времени уже известно большое количество различных фоторефрактивных 

материалов [1, 2], однако поиск новых более перспективных сред не прекращается. К наиболее изучае-

мым фоторефрактивным материалам можно отнести фоторефрактивные кристаллы, в частности, кри-

сталлы средних сингоний, к которым относится сегнетоэлектрический кристалл ниобата бария-стронция 

(SBN) класса симметрии 4mm [2]. Благодаря таким особенностям кристалла, как высокие значения ди-

электрической проницаемости и электрооптических коэффициентов, он часто используется в динамиче-

ской голографии и при создании волноводных структур [3].  

Несмотря на то, что кристаллы ниобата бария-стронция впервые были синтезированы еще в 1960 го-

ду [4], интерес к ним не ослабевает и сейчас. Проводятся исследования различных световых явлений в этих 

кристаллах [5–11], а также активно продолжают изучаться их физические свойства [12–16]. 

При исследовании взаимодействия световых пучков в нелинейных средах одной из важных задач являет-

ся энергетический обмен между пучками. Явление энергообмена может иметь различные приложения, в частно-

сти оно используется в задачах адаптивной интерферометрии. Известно, что результат взаимодействия двух 

световых пучков напрямую зависит от их относительной фазы на входе в кристалл. Если два пучка синфазны 

(разность фаз равна нулю), то они притягиваются, если находятся в противофазе (разность фаз равна π), то от-

талкиваются. Особенно интересным является промежуточный случай, когда наблюдается сильный энергетиче-

ский обмен между пучками, который может приводить даже к исчезновению одного из пучков [17].  

В ряде научных работ при исследовании взаимодействия световых пучков в различных нелинейных 

средах задается соответствующая разность фаз между пучками на входе в среду для получения притяжения, 

отталкивания, а также энергетического обмена между световыми пучками [18–22]. 

Теория. В данной статье описан способ осуществления энергетического обмена между двумерными 

световыми пучками без задания начальной разности фаз между ними. 

Так, при взаимодействии двумерных супергауссовых световых пучков в фоторефрактивном кристалле 

SBN, помещенном во внешнее электрическое поле, приложенное вдоль оптической оси кристалла, возможно 

наблюдать энергетический обмен между взаимодействующими пучками. 

Следует отметить, что для подробного теоретического анализа данного явления необходимо учитывать 

как дрейфовый, так и диффузионный механизмы перемещения электронов в кристалле.  

При исследовании распространения и взаимодействия световых пучков в фоторефрактивном кристал-

ле SBN и определении электростатического потенциала в ряде научных работ используется приближение, при 

котором пренебрегается вкладом диффузионного механизма перемещения электронов в фоторефрактивном 

кристалле по сравнению с вкладом дрейфового механизма [5]. В отдельных работах [8–10] учитывается 

и диффузионная составляющая в выражении для потенциала внутреннего электрического поля, однако рас-

сматриваются пучки только с гауссовым профилем интенсивности и считается, что вклад диффузионного 

механизма перемещения электронов приводит лишь к смещению пучков относительно вектора напряженно-

сти внешнего электрического поля и появлению асимметричности в профиле световых пучков на выходе из 

фоторефрактивного кристалла. 

Для описания распространения системы двумерных световых пучков, линейно поляризованных 

параллельно оптической оси кристалла (необыкновенная волна), в фоторефрактивном кристалле SBN, 

принадлежащем классу симметрии 4mm, было использовано уравнение [23–25], полученное в паракси-
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альном приближении на базе уравнений Максвелла и основных уравнений фоторефрактивного эффекта 

и применимое в стационарном режиме [26] 

( )
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– векторная составляющая светового поля, соответствующая необыкновенной волне;  

k0 – модуль волнового вектора светового пучка в вакууме; 

ne –показатель преломления необыкновенной волны в невозмущенном кристалле; 

r
⌢

 – электрооптический тензор третьего ранга для кристалла, имеющий эффективную компоненту 

r33 = 235 пВ/м, [27]; 

( ) *

0/ 2 /e dI n A A I= η ⋅
�� ��

– относительная интенсивность светового поля, η0 = (µ0/ε0), Id – темновая 

интенсивность, включающая фоновую засветку; 

0E
�

 – внешнее электрическое поле, приложенное к кристаллу в направлении рабочей оси ОХ де-

картовой системы координат XYZ, (рисунок 1), 0E  является проекцией вектора 0E
�

 на ось ОХ, 0E
�

– элек-

трическое поле внутри кристалла, включающее электрическое поле, индуцированное светом; 

ϕ – переопределенный электрический потенциал, который связан с потенциалом поля простран-

ственного заряда φ соотношением  

0 ,E xφ = ϕ +                 (3) 

тогда уравнение для переопределенного электростатического потенциала φ можно записать в виде [28, 29] 
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Рисунок 1. – Взаимодействие двух прямоугольных двумерных световых пучков, поперечные сечения которых  

на входе в кристалл расположены вдоль прямой, параллельной вектору напряжённости внешнего электрического 

поля, приложенного к фоторефрактивному кристаллу SBN, с учетом диффузионного слагаемого поля простран-

ственного заряда и входным расстоянием между пучками, равным размеру пучка: а – двумерные супергауссовы 

пучки на входе в кристалл; б – трехмерная модель распределения светового поля по толщине кристалла;  

в – результат теоретического моделирования пучков на выходе из кристалла 

 

Для вычисления формы пучков на выходе мы использовали схему Дугласа и метод Дъяконова для 

решения дифференциальных уравнений в частных производных для двух или более пространственных 

переменных [30, 31]. 

Относительная интенсивность квадратного супергауссова пучка на входе в кристалл описывалась 

выражением [32–35] 
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где N – порядок супергауссова пучка; r0 – характерный размер пучка.  
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Численное моделирование взаимодействия двумерных гауссовых световых пучков в фото-

рефрактивном кристалле SBN. Для теоретического моделирования были использованы следующие пара-

метры: nе = 2,33, λ = 0,6314 мкм, Т = 295 К, внешнее электрическое поле E0 = 3 кВ/см, длина кристалла состав-

ляет 20 мм, полуширина входных пучков – 12,5 мкм, расстояние между центами пучков – 50 мкм. 

При взаимодействии световых пучков, поперечные сечения которых на входе в фоторефрактивный 

кристалл SBN расположены вдоль прямой, параллельной вектору напряжённости внешнего электрического 

поля, приложенного вдоль оптической оси кристалла (рисунок 1), возможно осуществление энергетического 

обмена между двумерными пучками без задания входной разности фаз между ними.  

При взаимодействии двух пучков в фоторефрактивном кристалле SBN перекачка энергии от одного 

пучка к другому наблюдается только на расстоянии между пучками на входе в кристалл сравнимом с разме-

ром самих взаимодействующих пучков. Так, при увеличении входного расстояния между пучками в два раза 

энергетический обмен уже не наблюдается (рисунок 2). 
 

 

 
 

 
 

Рисунок 2. – Взаимодействие двух прямоугольных двумерных световых пучков, поперечные сечения которых на 

входе в кристалл расположены вдоль прямой, параллельной вектору напряжённости внешнего электрического 

поля, приложенного к фоторефрактивному кристаллу SBN, с учетом диффузионного слагаемого поля  

пространственного заряда и входным расстоянием между пучками равным удвоенному размеру пучка:  

а – трехмерная модель распределения светового поля по толщине кристалла;  

б – результат теоретического моделирования пучков на выходе из кристалла 
 

Энергетический обмен между взаимодействующими пучками ответственен за различие относительных 

интенсивностей световых пучков на выходе из кристалла (рисунок 3, а), при увеличении расстояния между 

пучками вдвое это различие уже отсутствует (рисунок 3, б).  
 

 
 

Рисунок 3. – Профиль световых пучков на выходе из кристалла: 1 – профили световых пучков  

на выходе из кристалла, рассчитанные с учётом диффузионного слагаемого поля пространственного заряда (а)  

и без его учёта (б), 2 – профили супергауссовых световых пучков квадратного сечения на входе в кристалл 

 

Следует отметить, что правильное качественное объяснение асимметрии интенсивности и положения 

пучков (рисунок 1), входящих в кристалл параллельно вектору внешнего электрического поля, может быть 

дано только при одновременном учёте диффузионного и дрейфового механизма перемещения электронов 

в фоторефрактивном кристалле, в случае, рассмотренном на рисунке 1, без учета диффузионного механизма 

асимметрия не наблюдается (рисунок 4), пучки отталкиваются (рисунок 4, а, б) и на выходе из кристалла 

имеют одинаковую интенсивность (рисунок 4, в). 
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При распространении световых пучков в кристалле в нем формируется пространственно неоднородное 

распределение заряда, а следовательно, и электрического поля (рисунок 5, а), а так как кристаллу SBN свой-

ственен электрооптический эффект, то действием света в кристалле обусловливается неоднородное распреде-

ление показателя преломления (рисунок 5, в) [2].  

 

 
 

Рисунок 4. – Взаимодействие двух прямоугольных двумерных световых пучков, поперечные сечения  

которых на входе в кристалл расположены вдоль прямой, параллельной вектору напряжённости внешнего  

электрического поля, приложенного к фоторефрактивному кристаллу SBN без учета диффузионного слагаемого 

поля пространственного заряда и входным расстоянием между пучками, равным размеру пучка:  

а – трехмерная модель распределения светового поля по толщине кристалла; б – результат теоретического  

моделирования пучков на выходе из кристалла; в –  профили световых пучков на выходе из кристалла 

 

 
 

Рисунок 5. – Пространственное распределение электрического поля (а) и изменение показателя преломления (в)  

в фоторефрактивном кристалле SBN. (б)-(г): 1 – кривые, рассчитанные без учета диффузии сечения электрического 

поля и изменения показателя преломления, на выходе из кристалла плоскостью, параллельной ХOZ и проходящей 

через максимум; 2 – кривые, рассчитанные с учетом диффузии сечения электрического поля и изменения  

показателя преломления, на выходе из кристалла плоскостью, параллельной ХOZ и проходящей через максимум 

 

Если рассмотреть сечение распределения показателя преломления, рассчитанного без учета диффузии 

(рисунок 5, г, кривая 1), то можно видеть, что в области взаимодействия световых пучков происходит боль-

шее изменение показателя преломления, что способствует созданию условий, более близких к полному внут-

реннему отражению. При рассмотрении соответствующих профилей световых пучков в области взаимодей-

ствия наблюдается более крутой спад профиля, так как в этой области происходит большее внутренне отра-

жение, вследствие чего пучки начинают отталкиваться (рисунок 4, а, б). При учете диффузии можно видеть, 

что в пространственном распределении поля (рисунок 5, б, кривая 2) и показателя преломления (рисунок 5, г, 
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кривая 2) появляется асимметрия, что в дальнейшем приводит к созданию различных условий распростране-

ния для верхнего и нижнего световых пучков. 

Диффузионный механизм перемещения зарядов приводит к смещению световых пучков против 

направления вектора напряженности внешнего электрического поля, приложенного к кристаллу SBN вдоль 

направления внешнего электрического поля. Однако для верхнего пучка это смещение компенсирует его 

отклонение в направлении внешнего электрического поля за счет отталкивания взаимодействующих свето-

вых пучков. Для нижнего пучка эти два смещения суммируются, и он отклоняется больше верхнего (рису-

нок 1, б). Поэтому пучки проходят в кристалле различный оптический путь, который приводит к появлению 

разности фаз между взаимодействующими пучками (рисунки 6, а и 6, б, поверхность 1) и, как следствие, 

к появлению энергетического обмена между пучками, что проявляется в перекачке энергии от нижнего пучка 

к верхнему (рисунок 3, а, кривая 1). Без учета диффузионного слагаемого поля пространственного заряда 

разность фаз между взаимодействующими пучками не возникает (рисунок 6, б, поверхность 2).  

 

 
 

Рисунок 6. – Распределение относительной фазы между взаимодействующими пучками:  

а – с учетом диффузии на выходе из кристалла; б – с учетом диффузии (поверхность 1),  

без учета диффузии (поверхность 2) 

 

Пучки с поперечными сечениями, расположенными вдоль линии, перпендикулярной напряжённости 

внешнего электрического поля, взаимно «притягиваются», и возможно их объединение в один пучок, кото-

рый смещается в направлении, противоположном направлению напряжённости внешнего электрического 

поля (рисунок 7, а1-а2). При увеличении входного расстояния между пучками в два раза объединения не про-

исходит, оба пучка продолжают распространяться самостоятельно и смещаются в направлении, противопо-

ложном направлению напряжённости внешнего электрического поля (рисунок 7, б1-б2). 

 

 
 

Рисунок 7. – Взаимодействие двух прямоугольных двумерных световых пучков, поперечные сечения  

которых на входе в кристалл расположены вдоль прямой, перпендикулярной вектору напряжённости внешнего 

электрического поля, приложенного к фоторефрактивному кристаллу SBN, с учетом диффузионного слагаемого 
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поля пространственного заряда и входным расстоянием между пучками, равным размеру пучка (а1)  

и равным удвоенному размеру пучка (б1); а2 – трехмерная модель распределения светового поля  

по толщине кристалла; б2 – результат теоретического моделирования пучков на выходе из кристалла 

При распространении таких световых пучков в фотрефрактивном кристалле дрейфовый и диф-

фузионный механизмы приводят к одинаковому смещению световых пучков, разность фаз между свето-

выми пучками не проявляется. В области взаимодействия световых пучков происходит рост показателя 

преломления (рисунок 8, а1-а2), который в итоге притягивает оба пучка. При начальном расстоянии меж-

ду пучками на входе в кристалл SBN, равном ширине пучков, происходит их полное объединение (рису-

нок 7, а1-а2), при входном расстоянии, равном удвоенной ширине пучков, в результате притяжения пучки 

сближаются, однако каждый из них продолжает распространяться самостоятельно (рисунок 7, б1-б2). 

Следует отметить, что вдоль оси ОХ, происходит большее изменение показателя преломления 

(рисунок 8, а2, б2, кривая 1), чем вдоль оси ОY (рисунок 8, а2, б2, кривая 2), поэтому на выходе из кристал-

ла пучки приобретают эллиптичную форму, вытянутую вдоль оси ОY. 

Асимметрия в изменении показателя преломления в фоторефрактивном кристалле SBN (рису-

нок 8, а1–а2), которая в дальнейшем приводит к смещению световых пучков в направлении, противопо-

ложном направлению внешнего электрического поля, приложенного к фоторефрактивному кристаллу 

SBN вдоль его оптической оси, наблюдается только при учете диффузионного слагаемого поля про-

странственного заряда; без его учета такая асимметрия не наблюдается (рисунок 8, б1-б2). 

 

 
 

Рисунок 8. – Изменение показателя преломления в фоторефрактивном кристалле SBN, рассчитанное  
с учетом диффузии (а1) и без нее (б1); (а2)-(б2): 1 – кривые, рассчитанные с учетом диффузии и без нее,  
сечения изменения показателя преломления, на выходе из кристалла плоскостью, параллельной ХOZ  

и проходящей через максимум; 2 – кривые, рассчитанные с учетом диффузии и без нее, сечения изменения  

показателя преломления, на выходе из кристалла плоскостью, параллельной YOZ и проходящей через максимум 

 

Заключение. Исходя из теоретических расчетов можно отметить невозможность объяснить пере-

качку энергии между пучками, располагающимися вдоль внешнего электрического поля, которая наблю-

далась в условиях эксперимента, не принимая во внимание в уравнении для потенциала слагаемое, со-

держащее параметр kBT. 

Отмечено, что при более чем двукратном превышении расстояния между осями световых пучков 

над характерным размером каждого их двух пучков одинакового поперечного сечения взаимодействие 

ослабляется, асимметрии пучков не наблюдается, и на выходе из кристалла их максимальная относи-

тельная интенсивность практически одинакова. 
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Все теоретические результаты, полученные в данной работе, хорошо согласуются с эксперимен-

тальными результатами, изложенными в [36] и могут быть использованы при определении: 

− оптимальных параметров кристалла SBN;  

− направления внешнего электрического поля и значения его напряженности;  

− размеров и взаимного расположения двумерных световых пучков с целью осуществления энер-

гетического обмена между ними, а также достижения их квазисолитонного распространения, которое 

может быть использовано при проектировании оптических волноводных устройств, осуществляющих 

каналирование световых потоков, передачу и обработку информации.  
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ENERGY EXCHANGE BETWEEN INTERACTION BEAMS 

IN PHOTOREFRACTIVE SBN CRYSTAL 

 

V. DAVYDOVSKAYA 

 

The features of the interaction of two-dimensional light beams in a SBN photorefractive crystal placed in 

an external constant electric field are established, depending on the location of the light beams relative to each 

other, as well as on the intensity vector of the external electric field. The conditions for energy exchange between 

in-phase two-dimensional light beams were found during their interaction in an SBN photorefractive crystal 

placed in an external electric field applied along the optical axis of the crystal. 

Keywords: photorefractive crystal, external electric field, two-dimensional light beams, super-Gaussian 

profile, optical axis of the crystal, optimal conditions, energy exchange. 
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УДК 537.623 

 

СВОЙСТВА КЕРАМИКИ (Ni1−xZnx)Fe2O4 СО СЛОИСТОЙ СТРУКТУРОЙ 

 

д-р физ.-мат. наук, проф. В.Н. ШУТ, канд. физ.-мат. наук, доц. C.Р. СЫРЦОВ, 

В.Л. ТРУБЛОВСКИЙ 

(ГНУ «Институт технической акустики НАН Беларуси», Витебск); 

Д.В. ЖИГУЛИН 

(ООО «ИНТЕГРАЛ», Минск) 

 

По толстопленочной технологии изготовлены образцы однородной (х = 0; 0,1; 0,2) и многослой-

ной керамики со «встречным» градиентом состава (х = 0,2→0→0,2) на основе твердых растворов ни-

кель-цинковых ферритов (Ni1–хZnх)Fe2O4. Использование двухступенчатого режима спекания позволило 

обеспечить синтез керамики и сохранить закономерно-неоднородное распределение химических элемен-

тов по толщине градиентных образцов. Исследованы особенности намагничивания многослойных 

структур при двух вариантах приложения внешнего магнитного поля: параллельно и перпендикулярно 

плоскости образца. Результирующая петля гистерезиса для многослойного градиентного образца мо-

жет быть получена «суммированием» петель однородных слоев структуры.  

Ключевые слова: керамические композиты, микроструктура, магнитные свойства. 

 

Введение. Ферроики – это класс материалов, обладающих фазовым переходом, при котором про-

исходит изменение симметрии кристаллических твердых тел. При магнитном фазовом переходе возника-

ет спонтанная намагниченность, при сегнетоэлектрическом – спонтанная электрическая поляризация. 

Благодаря своим уникальным свойствам ферроики находят широкое применение в различных областях 

науки и техники [1]. Для модификации свойств полярных материалов и адаптации к конкретным прило-

жениям их легируют различными примесями. В этом плане перспективным подходом является создание 

структур с градиентом состава, когда примеси распределены в объеме материала не однородно, а по 

некоторому закону. Наибольший прогресс в этой области достигнут при формировании сегнетоэлектри-

ческих структур с градиентом состава (compositionally graded ferroelectrics) [2–4]. Объем исследований по 

другим типам ферроиков (в частности, магнитным) существенно меньше. Представляет интерес использо-

вание градиентных материалов в мультиферроиках – веществах, в которых сосуществование магнитной 

и сегнетоэлектрической подсистем приводит к появлению магнитоэлектрического (МЭ) эффекта [5, 6]. 

Теоретически предсказано, что МЭ константы в слоистых композитах (со связностью 2-2) значительно 

возрастают при использовании структур с градиентом состава (свойств) в качестве сегнетоэлектрической 

и (или) магнитной компоненты [7]. Поэтому создание и исследование градиентных магнитных материа-

лов представляется весьма актуальным. В работе [8] представлены результаты исследования многослой-

ной керамики на основе феррита (Ni1–хZnх)Fe2O4 со «стандартным» градиентом состава (плавное измене-

ние состава по толщине образцов), полученных по толстопленочной технологии (методом шликерного 

литья). Процесс изготовления таких образцов имеет некоторые технологические трудности. Соседние 

слои имеют разное соотношение Ni/Zn. Соответственно отличаются температуры усадки и спекания 

слоев. Поэтому сложно подобрать оптимальные режимы спекания. Зачастую имеет место деформация 

образцов. Это снижает их практическую привлекательность при использовании в качестве магнитной 

подсистемы МЭ элементов, поскольку свойства композиционных мультиферроиков зависят не только от 

состава и типа связанности, но и от качества контакта между сегнетоэлектриком и магнетиком (на гра-

нице сегнетоэлектрик-магнетик).  

Поэтому представляет интерес исследовать возможность получения градиентных магнитных сло-

ев с другими типами пространственного изменения состава, позволяющих избежать указанных недостат-

ков. Целью данной работы является получение керамики на основе никель-цинковых ферритов  

(Ni1–хZnх)Fe2O4 со «встречным» градиентом состава (х = 0,2→0→0,2) и изучение их магнитных характе-

ристик. 

Образцы и методы эксперимента. Порошки никель-цинковых ферритов были синтезированы 

с использованием оксидов ZnO и Fe2O3 марки «ЧДА» и NiO квалификации «Ч». Смешивание и помол 

компонентов осуществлены в шаровой мельнице в присутствии жидкой среды (этиловый спирт) в тече-

ние 1 ч. Синтез проводился на воздухе в два этапа. На первом этапе синтез осуществлялся при темпера-

туре 1020°C в течение 2 ч. Далее проводился повторный помол и спекание при температуре 1020°C 

в течение 1 ч. В таких условиях были синтезированы порошки (Ni1–хZnх)Fe2O4 трех составов: х = 0; 0,1; 0,2. 
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Из приготовленных порошков методом шликерного литья получали пленки толщиной ~ 25 мкм [9]. Од-

нородные структуры (с фиксированной концентрацией цинка) собирались из пленок одинакового соста-

ва. Для изготовления структур с градиентом состава (х = 0,2→0→0,2) совместно прессовались пленки 

различных составов ((Ni0,8Zn0,2)Fe2O4 + (Ni0,9Zn0,1)Fe2O4 + NiFe2O4 + (Ni0,9Zn0,1)Fe2O4 + (Ni0,8Zn0,2)Fe2O4) – 

по два слоя каждого состава (рисунок 1).  

 

 
 

Рисунок 1. – Схема структуры со «встречным» градиентом (х = 0,2→0→0,2) 

 

В работе [8] при изготовлении образцов со «стандартным» градиентом состава по толщине  

(х = 0→0,2) нам приходилось спрессовывать по три пленки каждого состава. Это необходимая мера, 

поскольку образцы, изготовленные путем прессования по одной или по две пленки каждого состава, при 

спекании заметно деформировались (хотя и сохраняли целостность). Из пакетов вырубались заготовки 

размерами 5,5×4,0 мм. Для уменьшения диффузионных процессов на границах слоев с различным соста-

вом был применен двухступенчатый режим спекания образцов [10]. На первом этапе температура повы-

шалась до максимального значения 1270°С (скорость нагрева составляла 350°С/ч), затем снижалась до 

1100°С, при которой осуществлялась выдержка в течение 3 ч. Окончательная толщина многослойных 

образцов составляла ~ 260 мкм. Полученные керамические образцы не имели видимых деформационных 

искажений.  

Рентгеноструктурные исследования выполнены при температуре ~ 300 K с использованием  

CuKα-излучения в режиме съемки дифракционного рассеяния по точкам. Время набора информации 

в точке составляло Δτ = 3 с, шаг сканирования по углу Δ2θ = 0,03°. Исследования микроструктуры 

и распределения химических элементов выполнены на сканирующем электронном микроскопе высокого 

разрешения S-4800 (Hitachi). 

Зависимости удельной намагниченности от величины индукции магнитного поля σ = f(B) изучены 

при помощи автоматизированного вибрационного магнитометра фирмы Cryogenic Limited. Исследования 

проводились при двух вариантах приложения внешнего магнитного поля: параллельно и перпендикуляр-

но плоскости образца. 

Результаты эксперимента и их обсуждение. Рентгеноструктурные исследования однородных 

образцов показали, что используемая технология синтеза позволяет получать однофазные структуры 

в диапазоне концентрации замещения никеля цинком x = 0−0,2. Результаты дифракционного анализа 

керамики составов NiFe2O4 и (Ni0,8Zn0,2)Fe2O4 представлены на рисунке 2. Видно, что дифракционные 

пики смещаются в сторону меньших углов при изменении концентрации Zn от x = 0 до x = 0,2. Это указы-

вает на увеличение объема ячейки при увеличении концентрации цинка и согласуется с влиянием размер-

ного фактора для твердых растворов замещения, когда радиус иона замещения цинка (r(Zn2+) = 0,74 Å) 

больше, чем у замещаемого иона никеля (r(Ni2+) = 0,69 Å (при координационном числе 6) [11]. Параметр 

элементарной ячейки увеличивается от значения a = 8,34 Å (для x = 0) до 8,40 Å (при x = 0,2).  

Рентгеноструктурный анализ градиентных структур показал, что положения дифракционных ре-

флексов (и параметры элементарных ячеек), полученные с поверхностей образцов, близки к значениям 

для соответствующих однородных материалов (a = 8,41 Å).  

Исследование распределения элементов по толщине материалов (Ni1–хZnх)Fe2O4 с (х = 0,2→0→0,2) 

подтверждают наличие градиента состава (рисунок 3). Концентрация никеля возрастает в направлении от 

края (10,9 мол.%) к центру (13 мол.%) образца; содержание цинка, наоборот, минимально в центральной 

области. При этом в центральной области концентрация цинка отлична от нуля (составляет ~ 0,3 мол.%). 

Т.е. цинк диффундирует на глубину более 20 мкм от границы слоев. Таким образом, используемый двух-

стадийный режим спекания позволяет достичь компромисса: обеспечить синтез керамики и сохранить 

при этом закономерно неоднородное распределение химических элементов.  
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Рисунок 2. – Дифрактограммы однородной керамики NiFe2O4 и (Ni0,8Zn0,2)Fe2O4 

 

 
 

Рисунок 3. – Фотография торца (стрелкой указана линия, вдоль которой проводились измерения) 

и распределение элементов по толщине градиентной керамики  

(Ni1–хZnх)Fe2O4  (х = 0,2→0→0,2) 

 

Зависимости удельной намагниченности от величины индукции магнитного поля σ = f(B) изучены 

при комнатных температурах в геометрии параллельного и перпендикулярного направления магнитного 

поля относительно плоскости пленок (рисунок 4). 
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Рисунок 4. – Петли магнитного гистерезиса однородных образцов (Ni1–хZnх)Fe2O4 (x = 0, 0,2)  

и градиентной керамики: a – магнитное поле параллельно поверхности,  

б – магнитное поле перпендикулярно поверхности 

 

 

В однородных образцах удельная намагниченность увеличивается от σ = 46 A·м2·kг-1 (при х = 0) до 

σ = 57 A·м2·kг-1 (при х = 0,2). Феррит никеля является ферримагнетиком. Ферримагнитные свойства фер-

рит никеля определяются сверхобменными А-О-В взаимодействиями между катионами, находящимися 

в тетрагональной (А) и октаэдрической (В) позициях шпинельной структуры. Магнитные моменты ионов 

направлены антипараллельно в этих подрешетках. Внедрение немагнитных ионов цинка на А-позиции 

приводит к вытеснению ионов F3+ в октаэдрические В-позиции ( 3 2 3 2
1 1 1 4(Fe Zn )(Fe Ni )Ox x x x

+ + + +
− + − ) и соответ-

ственно к увеличению разности намагниченности подрешеток. Таким образом, величина общей намаг-

ниченности феррита возрастает по мере увеличения концентрации цинка до значения х = 0,4, при которой 

происходит снижение уровня обменного взаимодействия между ионами А и В подрешеток [1]. Значения 

намагниченности в состоянии насыщения при различных геометриях эксперимента практически одина-

ковы. При этом существенно увеличивается напряженность магнитного поля (~ 10 раз), необходимая для 

достижения насыщения в случае приложения поля перпендикулярно плоскости пленки. Это обусловлено 

влиянием размагничивающего фактора при данной геометрии эксперимента (толщина образцов суще-

ственно меньше размеров поверхности).  

Петли магнитного гистерезиса градиентных материалов являются симметричными по обеим осям. 

Искажений в виде перетяжек также не наблюдается. Значение намагниченности близко к соответствую-

а 

б 

     -0,8           -0,4             0             0,4           0,8 

В, Тл 
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щему значению для образцов с х = 0,1 (σ = 56 A·м2·kг-1). Ранее нами было показано, что интегральная 

петля магнитного гистерезиса многослойной структуры (х = 0→0,2) может быть получена «суммирова-

нием» ординат петель магнитного гистерезиса отдельных слоев керамики. Для аппроксимации петель 

гистерезиса использовались выражения, применяемые при анализе процессов поляризации сегнетоэлек-

трических систем [8, 12].  

th( )
2

c
s

B B± −
σ = ±σ

δ
,        (1) 

где σs — намагниченность насыщения; 

σr – остаточная намагниченность; 

Вc – индукция магнитного поля (верхний знак соответствует восходящей ветви петли, нижний 

знак – нисходящей).  

Значение параметра δ определяется соотношением 

1

s 

1

ln .

1

r

s

r

s

−
 σ  +  σ  δ = σ

σ  −  σ  

          (2) 

Использование приведенных выше выражений при моделировании поведения магнитных характе-

ристик структур со «встречным» градиентом также хорошо согласуется с экспериментом. Т.е. такое 

«суммирование» дает хороший результат и не зависит от последовательности чередования слоев различ-

ного состава (типа градиента состава).  

При геометрии эксперимента, когда внешнее поле коллинеарно градиенту величины намагничен-

ности (или градиенту состава) – H || ∇ σ, теоретически предсказана возможность формирования внут-

реннего магнитного поля Hint, приводящего к сдвигу петли гистерезиса [13]. Согласно соотношению  

Hint = – ∫ dz

dM
dz, при созданной в исследуемых образцах величине градиента намагниченности 

2A м
90

кг мм

d

dz

σ ⋅≈
⋅

, горизонтальный сдвиг петли должен быть значительным (~ 0,1 Т). Однако в пределах 

погрешности эксперимента сдвига петли гистерезиса (ни по оси удельной намагниченности σ, ни по оси 

магнитной индукции B), свидетельствующего о наличии в градиентных материалах внутреннего поля, 

нами обнаружено не было. Т.е. эффект возникновения внутренних полей, наблюдаемый в тонкопленоч-

ных градиентных структурах [13], в объемных материалах не реализуется. Причины такого расхождения 

эксперимента с теорией проанализированы в работе [8] и могут быть связаны с формированием полидомен-

ной структуры в объемных материалах, что препятствует возникновению внутреннего магнитного поля. 

Заключение. По толстопленочной технологии получены образцы однородной (х = 0; 0,1; 0,2) 

и многослойной керамики со «встречным» градиентом состава (х = 0,2→0→0,2) на основе твердых рас-

творов никель-цинковых ферритов (Ni1–хZnх)Fe2O4. Показано, что применение двухступенчатого режима 

спекания позволяет обеспечить синтез однофазной керамики и сохранить при этом закономерно неодно-

родное распределение химических элементов по толщине градиентных образцов. После высокотемпера-

турной термообрабоки в градиентных материалах концентрация никеля возрастала в направлении от 

края (10,9 мол.%) к центру (13 мол.%) образца; содержание цинка, наоборот, минимально в центральной 

области.  

Исследованы особенности намагничивания полученных многослойных структур при двух ва-

риантах приложения внешнего магнитного поля: параллельно и перпендикулярно плоскости образца. 

В однородных образцах удельная намагниченность увеличивается от σ = 46 A·м2·кг-1 (при х = 0) до  

σ = 57 A·м2·kг-1 (при х = 0,2). Результирующая петля гистерезиса для многослойного градиентного об-

разца получается «суммированием» петель однородных слоев структуры. Внутренних полей, приводя-

щих к сдвигу и искажению магнитных петель гистерезиса, в исследуемых материалах обнаружено не 

было. Используемый в работе метод получения градиентных структур может быть эффективен при изго-

товлении магнитных материалов с модифицированными характеристиками.  
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PROPERTIES OF (Ni1−xZnx)Fe2O4 CERAMICS WITH LAYERED STRUCTURE 

 

V. SHUT, S. SYRTSOV, V. TRUBLOVSKY, D. ZHIGULIN 

 

Using the thick-film technology, the samples of homogeneous (x = 0; 0,1; 0,2) and multilayer ceramics 

with “oncoming” compositional gradient (x = 0,2→0→0,2) based on solid solutions of nickel – zinc ferrites 

(Ni1–xZnx) Fe2O4  have been obtained. The features of the magnetization of multilayer structures were investigat-

ed with two variants of application of external magnetic field (parallel and perpendicular to the sample plane). 

The resulting hysteresis loop for multilayer gradient sample can be obtained by “summing up” the loops  

of homogeneous layers of the structure.  
 

Keywords: ceramic composites, microstructure, magnetic properties. 
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МАТЕМАТИКА 
 

 

УДК 511.8  

 

ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ПОДОБИЯ ВО МНОЖЕСТВЕ ПОЛУКВАТЕРНИОНОВ 

 

канд. физ.-мат. наук, доц. А.А. КОЗЛОВ,  

К.С. СУРАВНЕВА, Н.Д. ЖАЛЕЙКО 

(Полоцкий государственный университет) 

 

Предложено определение преобразования подобия для полукватернионов и доказано, что, вообще 

говоря, это преобразование (так же, как и в случае кватернионов [2, с. 29]) изменяет вид преобразуемо-

го гиперкомплексного числа. Получена формула преобразования подобия полукватернионов и некоторые 

следствия, из нее вытекающие. В дальнейшем планируется установить геометрический смысл этого 

преобразования. 

Ключевые слова: полукватернионы, гиперкомплексные числа, преобразование подобия. 

 

Введение. На сегодняшний день теория гиперкомплексных чисел представляет собой не только 

достаточно стройную фундаментальную математическую теорию, но и действенный аппарат для 

решения многих прикладных задач. Так, например, дуальные числа позволяют математически, 

с определенной степенью точности, описать физическое пространство-время [1], кватернионы 

используются в вопросах управления космическим аппаратом [2, 3], при решении задач компьютерного 

моделирования 3D-объектов [4] и др.  

Сама теория гиперкомплексных чисел появилась как обобщение теории действительных чисел. 

Первым таким обобщением стало множество комплексных чисел, т.е. чисел вида ,z a bi= +  где ,a b  – 

действительные числа, а 1i = −  – мнимая единица. Необходимость введения этой числовой совокупно-

сти была обусловлена тем, что во множестве действительных чисел не каждое алгебраическое уравнение 

с действительными коэффициентами имело решение. Во введенном же множестве комплексных чисел, 

как выяснилось, всякое алгебраическое уравнение n-й степени с комплексными коэффициентами облада-

ет ровно n корнями с учетом их кратностей. Это так называемая основная теорема алгебры [7]. Другим 

распространением понятия «действительное число» [8, c. 20–23] стало введение множества дуальных 

чисел, т.е. чисел вида ,a bi+  в которых ,a b  – действительные числа, а мнимая единица 2 0i = , причем 

i R∉  (здесь и всюду далее R  обозначает совокупность действительных чисел). Такое множество, как 

выяснилось совсем недавно, позволяет достаточно точно математически смоделировать физическое про-

странство-время [1]. 

Дальнейшее распространение теории комплексных чисел нашло свое отражение во введенном 

В. Гамильтоном в 1843 г. понятии кватерниона [8, c. 28]  

,q a bi cj dk= + + +  

где , , ,a b c d  – действительные числа; 

, ,i j k R∉  – базисные (кватернионные) единицы, для которых выполняются соотношения: 

2 2 2 1,i j k= = = −   , , , ,ij k jk i ki j ik j= = = = −   ,kj i= −   ji k= − . 

Такие числа, а также последующие их обобщения, и стали в дальнейшем носить название гипер-

комплексные числа. Позднее оказалось, что кватернионы являются не просто отдельным теоретическим 

объектом математики, но хорошим алгебраическим средством для описания вращений в трех- и четы-

рехмерном векторном пространстве [2, 4], которые, в свою очередь, широко используются [9, 10] в элек-

тродинамике, квантовой и теоретической физиках, теории управления [2], компьютерном моделировании 

3D-объектов [4] и других областях знаний.  

Иным обобщением множества комплексных чисел явилось введенное в 1997 г. Б. Розенфельдом 

в работе «Геометрия групп Ли» [5] понятие полукватерниона как обобщения комплексного числа, явля-

ющееся своего рода синтезом дуальных и комплексных чисел. Позднее, в 2013 г., иранскими математи-

ками X. Мортазашлом и М. Джафари были определены [6] арифметические операции во множестве по-

лукватернионов и изучены свойства этих операций, а также получены решения отдельных классов урав-

нений над полукватернионами.  
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Определение 1 [5]. Действительным полукватернионом (или просто полукватернионом) назовем 

формальное выражение 

0 1 2 3 ,q a a i a j a k= + + +            (1) 

в котором 0 1 2 3, , ,a a a a  – действительные числа; , ,i j k R∉  – кватернионные (базисные) единицы, для 

которых выполняются соотношения: 

2 2 21, 0,i j k= − = =   ,ij k=   ,ji k= −   ,ik j= −   ,ki j=   0,jk =   0.kj =  

Множество всех полукватернионов обозначим через .sH  

 

Определение 2 [6]. Суммой полукватернионов 1 0 1 2 3q a a i a j a k= + + +  и 2 0 1 2 3q b b i b j b k= + + +  

будем называть полукватернион 1 2 ,sq q q H= ∈  определяемый равенством 

0 0 1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) ( ) .q a b a b i a b j a b k= + + + + + + +            (2) 

Определение  3. [6] Произведением полукватернионов 1 0 1 2 3q a a i a j a k= + + +  и 

2 0 1 2 3q b b i b j b k= + + +  назовем полукватернион 1 2 ,sq q q H= ∈  определяемый следующим равенством: 

0 0 1 1 0 1 1 0 0 2 1 3 2 0 3 1 0 3 1 2 2 1 3 0( ) ( ) ( ) ( ) .q a b a b a b a b i a b a b a b a b j a b a b a b a b k= − + + + − + + + + − +      (3) 

Операцию произведения полукватернионов можно представить [6] в матрично-векторной форме, 

т.е. в виде произведения матрицы с элементами (некоторыми коэффициентами первого полукватернио-

на) на вектор, элементами которого являются числа, стоящие при действительной и мнимых единицах 

второго сомножителя 

0 1 0

1 0 1
1 2

2 3 0 1 2

3 2 1 0 3

0 0

0 0
.

a a b

a a b
q q q

a a a a b

a a a a b

−  
  
  = =
  −
  

−  

       (4) 

Последнее представление, а также операции над полукватернионами, было предложены ирански-

ми математиками X. Мортазашлом и М. Джафари в статье [6], в которой кроме того были введены опре-

деления нормы и сопряженного полукватерниона и установлены нижеприведенные теоремы 1 и 2.  

Теорема 1 [6]. Операция произведения замкнута во множестве полукватернионов и обладает 

свойствами ассоциативности, некоммутативности и дистрибутивности относительно операции 

сложения полукватернионов. 

Пример 1. Пусть даны полукватернионы  

1 4 6 5 3q i j k= − + −  и 1 2 6 9 .q i j k= − + + +  

Тогда их произведением будет полукватернион 

1 2

4 6 0 0 2 28

6 4 0 0 6 36
28 36 14 74 .

5 3 4 6 9 14

3 5 6 4 1 74

q q i j k

−    
    −    = = = + + −
    −
    

− − − −    

 

Определение 4. [6] Сопряженным полукватернионом для 0 1 2 3a a i a j a k+ + +  назовем полуква-

тернион  

0 1 2 3( ) .sq a a i a j a k H= − + + ∈                 (5) 

Пример 1 (продолжение).  Сопряженным для полукватерниона 1q  является полукватернион 

1 4 6 5 3 .q i j k= + − +                      (6) 
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Определение 5. [6] Нормой полукватерниона 0 1 2 3q a a i a j a k= + + +  назовем действительное чис-

ло, равное  

2 2
0 1 .qN q q a a= ⋅ = +         (7) 

Пример 1 (продолжение). Норма полукватерниона 1q  равна  

 
1

2 2
4 ( 6) 52.qN = + − =     (8) 

Определение 6. [6] Обратным для полукватерниона sq H∈  назовем полукватернион 1 ,sq H− ∈  

вычисляемый по формуле 

 1 ,
q

q
q

N

− =         (9) 

где 0.tN ≠  

Пример 1 (продолжение). В силу определения 6 с учетом формул (6) и (8) обратным для полуква-

терниона 1q  является полукватернион 

1
1

(4 6 5 3 ).
52

q i j k= + − +  

Теорема 2 [6]. При всяких 1 2, , sq q q H∈  и 1 2, ,c c c ∈ℝ   для операции сопряжения полукватернио-

нов имеют место следующие свойства: 

1) ;q q=    2) 1 1 2 2 1 1 2 2c q c q c q c q+ = + ;  3) 
2

;cq qN c N=     4) 
1 2 1 2

;q q q qN N N⋅ = ⋅     5) .q qN N=  

 

Основная часть. В настоящей работе введено преобразование подобия для множества полуква-

тернионов и доказано, что в общем случае оно, как и для случая кватернионов, изменяет вид преобразу-

емого гиперкомплексного числа. Кроме того, предложены формула вычисления преобразования подобия 

полукватернионов и некоторые следствия, из нее вытекающие.  
 

Определение 7. Левым (правым) преобразованием подобия ( )l
t q∏  ( )( )

r
t q∏  полукватерниона q  

с помощью полукватерниона ,t  для которого 0,tN ≠  назовем следующее преобразование  

( )1 1
( ) ( ) ( ) ( ) .

l r
t tq t qt q tq t

− −∏ = ∏ =      (10) 

Замечание 1. В силу теоремы 1 операция умножения полукватернионов является замкнутой во 

множестве полукватернионов, поэтому справедливо включение  

( )( ) ( ) .
l r
t s t sq H q H∏ ∈ ∏ ∈  

Кроме того, ввиду той же теоремы операция умножения полукватернионов ассоциативна, а зна-

чит, левое и правое преобразование подобия совпадают, т.е. для любых sq H∈  и ,st H∈  где 0,tN ≠  

имеют место равенства 

1 1( ) ( ) ( ) ( ).l r
t tq t qt tq t q− −∏ = = = ∏  

Таким образом, скобки в формуле (10) не играют никакой роли и, следовательно, можно говорить 

в целом о преобразовании подобия на множестве полукватернионов. Итак, 

 

Определение 8. Преобразованием подобия ( )t q∏  полукватерниона q  с помощью полукватерни-

она t , где 0,tN ≠  будем называть преобразование вида  

1
( ) .t q tqt

−∏ =                 (11) 
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Теорема 2 (формула преобразования подобия). Пусть даны sq H∈  и ,st H∈  где 0.tN ≠  Тогда 

формула для преобразования подобия ( )t q∏  полукватерниона q с помощью полукватерниона t имеет вид 

1 11

2 2 1 0

3 3 0 1

0 0

0 02
( ) .t

t

j k

a b
q tqt q

a b b bN

a b b b

−∏ = = +
−

                      (12) 

Доказательство. Пусть даны произвольные полукватернионы 0 1 2 3q a a i a j a k= + + +  

и 0 1 2 3 ,t b b i b j b k= + + +  причем 0.tN ≠  Тогда в силу определения 6 для полукватерниона t  найдется 

ему обратный, для которого верны равенства  

1
0 1 2 32 2

0 1

1
( ).

t

t
t b b i b j b k

N b b

− = = − − −
+

                     (13) 

Найдем вначале произведение 1,qt−  а затем полученное выражение умножим слева на число .t  

При нахождении этих произведений будем пользоваться матрично-векторным представлением умноже-

ния полукватернионов (4), а также формулой (13). Имеем равенства 

0 00 1 1

2 2 2 22 2
0 1 0 10 1

1 0 0 110 1
2 2 2 2 2 2
0 1 0 1 0 11 01

2 3 0 1 2 2 0 3 1 0 2 1 3

2 2 2 2 2 2 2 2
3 2 1 0 0 1 0 1 0 1 0 1

3

2 2
0 1

0 0

0 0

a bb a b

b b b bb b

a b a bba a

b b b b b ba a
qt

a a a a b a b a b a b a b

a a a a b b b b b b b b

b

b b

−

  +  + ++ 
 −  − −   + + +  = =  −  − − − +   − + + + + 
 
 − + 

2 2
0 1

3 0 0 32 1 1 2

2 2 2 2 2 2 2 2
0 1 0 1 0 1 0 1

b b

a b a ba b a b

b b b b b b b b

 
 
 
 
 
 
 
 
 +
 
 + − − + + + + 

 

и, далее 

0 0 1 1

2 2 2 2
0 1 0 1

1 0 0 10 1
2 2 2 2
0 1 0 11 01

2 3 0 1 2 0 3 1 0 2 1 3

2 2 2 2 2 2 2 2
3 2 1 0 0 1 0 1 0 1 0 1

3 0 0 32 1 1 2

2 2 2 2 2 2 2 2
0 1 0 1 0 1 0 1

0 0

0 0
( )

a b a b

b b b b

a b a bb b

b b b bb b
t qt

b b b b a b a b a b a b

b b b b b b b b b b b b

a b a ba b a b

b b b b b b b b

−

 + + +
−  −  + + =  −  − − + − + + + + 

+ − −
+ + + +

0

1

2 2
2 0 1 3 3 1 0 1 1 2 2 1

2 2
0 1

2 2
3 0 1 2 2 1 0 1 1 3 3 1

2 2
0 1

(2 2 ) 2
.

( 2 2 ) 2

a

a

a b a b a b b a b b a b

b b

a b a b a b b a b b a b

b b


  
  
  
  + − + −  =  +  

   + − + + −   
  +   



 

Таким образом, преобразование подобия ( )t q∏  полукватерниона q  с помощью полукватерниона t  

имеет вид 

0

1

2 2

2 0 1 3 3 1 0 1 1 2 2 1

2 2

0 1

2 2

3 0 1 2 2 1 0 1 1 3 3 1

2 2

0 1

(2 2 ) 2
( ) .

( 2 2 ) 2

t

a

a

a b a b a b b a b b a b
q

b b

a b a b a b b a b b a b

b b

 
 
 
 + − + −

∏ =  + 
 + − + + −
 

+  
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Отсюда с учетом равенства 0 1 2 3q a a i a j a k= + + +  следуют соотношения 

0
2 2

2 0 1 3 3 1 0 1 1 2 2 11
22 2

0 12

2 2
3 3 0 1 2 2 1 0 1 1 3 3 1

32 2
0 1

0

0

(2 2 ) 2
( )

( 2 2 ) 2

t

a

a b a b a b b a b b a ba
aq

b ba

a a b a b a b b a b b a b
a

b b

 
 
  
   + − + −
   −∏ = + =
   +
  
   + − + + −

− 
+  

 

 

0
2

1 3 3 1 0 1 1 2 2 11
2 2
0 12

2
3 1 2 2 1 0 1 1 3 3 1

2 2
0 1

0

0

(2 2 ) 2 2

( 2 2 ) 2 2

a

a b a b b a b b a ba

b ba

a a b a b b a b b a b

b b

 
 
  
   − + −
  = + =
   +
  
   − + + −
 

+  

 

( ) ( )( )2 2
1 3 0 3 1 0 1 1 2 2 1 1 2 0 2 1 0 1 1 3 3 12 2

0 1

2
.q a b b a b b a b b a b j a b b a b b a b b a b k

b b
= + − + − + − + + −

+
             (14) 

Преобразуем выражение, стоящее в скобках в последней формуле, используя известное свойство 

разложения определителя  

( ) ( )2 2
1 0 3 3 0 1 1 1 2 2 1 1 0 2 2 0 1 1 1 3 3 1a b b a b b a b b a b j a b b a b b a b b a b k− + − + − + + − =  

1 1 1 1
1 1

2 2 0 2 2 1
2 2 1 0

3 3 1 3 3 0
3 3 0 1

0 0
0 0

0 0
.

j k
a b a b

a b
a b b j a b b k

a b b b
a b b a b b

a b b b

= − + − =
−

−
 

Тогда отсюда и из формулы (14) с учетом равенства 2 2
0 1 0tN b b= + ≠  получим требуемое соотно-

шение (12). 

Теорема 2 доказана. 

Замечание 2. В силу формулы (12) и определения 1 легко видеть, что при преобразовании подо-

бия изменяется лишь часть полукватерниона при базисных единицах, квадрат которых равен нулю. 

Пример 2. Рассмотрим преобразование подобия полукватерниона 1 2 3 4q i j k= + − +  с помощью по-

лукватерниона 2 7 5 ,t i j k= − + −  для которого очевидно справедливо неравенство 
2 2

2 ( 1) 5 0.tN = + − = ≠  

Из формул (8) и (9) следует, что обратным для полукватерниона t  является полукватернион 

1 1
(2 7 5 ).

5t

t
t i j k

N

− = = + − +  

Найдем преобразование подобия ( ),t q∏  для чего вычислим вначале произведение 1,qt−  а затем 

полученное выражение умножим слева на число 2 7 5 .t i j k= − + −  При вычислении указанных произве-

дений будем использовать матрично-векторную запись произведения полукватернионов (4). Получим 

равенства 
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1

2
0

51 2 0 0 1
1

2 1 0 0 19
5

3 4 1 2 57
4 3 2 1 2

5
51

qt
−

 
  
 −   
    
    = = −  − −  
    −     
    

 

   и, далее,   
1

0 1

2 1 0 0 1 2

1 2 0 0 19 61( )
7 5 2 1 5 5

5 7 1 2 2 12

5 5

t qt
−

   
    
    −     = =− −    −
    − − −      −      

. 

Таким образом, преобразование подобия полукватерниона 1 2 3 4q i j k= + − +  с помощью полуква-

терниона 2 7 5t i j k= − + −  равно 

61 12
( ) 1 2 .

5 5
t q i j k∏ = + − −             (15) 

Воспользуемся теперь для рассматриваемых полукватернионов указанной в теореме 2 формулой 

(12). Тогда, используя вначале разложение определителя по первой строке, а далее – правило вычисления 

определителя третьего порядка, получим соотношения 

1 1

2 2 1 0

3 3 0 1

0 0 0 0

0 0 2 1 0 02 2
( ) (1 2 3 4 )

3 7 1 25

4 5 2 1

t
t

j k j k

a b
q q i j k

a b b bN

a b b b

−
∏ = + = + − + + =

− − − −
− −

 

2 1 0 2 1 0
2

(1 2 3 4 ) 3 7 2 3 7 1
5

4 5 1 4 5 2

i j k j k

 − − 
 = + − + + − − − − − = 
 − − − 

 

2 2
1 2 3 ( 14 0 8 0 3 20) 4 (28 0 4 0 6 10)

5 5
i j k
   = + + − + − + + − + − + − + + − − − =   
   

 

2 2 61 12
1 2 3 ( 23) 4 16 1 2 .

5 5 5 5
i j k i j k
   = + + − + ⋅ − + − ⋅ = + − −   
   

         (16) 

Равенство правых частей соотношений (15) и (16) подтверждает справедливость полученной 

в теореме 2 формулы для вычисления преобразования подобия полукватернионов. 

Поскольку очевидно, что совокупность полукватернионов включает в себя множество действи-

тельных, а также комплексных чисел, то рассмотрим следующие частные случаи преобразования подо-

бия, которые описаны в нижеприведенных следствиях 1–5. 

Следствие 1. Пусть q ∈ℝ  и ,st H∈  где 0.tN ≠  Тогда имеет место равенство  ( ) .t q q∏ =  

Доказательство. Возьмем любые числа 0 1 2 3 ,st b b i b j b k H= + + + ∈  где 0,tN ≠  и 

0 1 2 3 .q a a i a j a k= + + + ∈ℝ  Тогда очевидно, что справедливы равенства 1 2 3 0a a a= = =  и выполняется 

теорема 2, на основании которой имеем формулу 

11

2 1 0

3 0 1

0 0

0 0 02
( ) .

0

0

t
t

j k

b
q tqt q

b b bN

b b b

−∏ = = +
−

 

Поскольку определитель с нулевым столбцом равен нулю, то выполняется требуемое равенство 

( ) .t q q∏ =   Следствие 1 доказано. 
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Следствие 2. Пусть q ∈ℂ  и ,t ∈ℂ  где 0.tN ≠  Тогда справедливо равенство  ( ) .t q q∏ =   

Доказательство. Зафиксируем любые числа 0 1 2 3 ,t b b i b j b k= + + + ∈ℂ  где 0,tN ≠  и 

0 1 2 3 .q a a i a j a k= + + + ∈ℂ  Тогда имеют место равенства 2 3 0a a= =  и 2 3 0.b b= =  Отсюда, ввиду спра-

ведливости для зафиксированных чисел теоремы 2, выполняется равенство 

1 11

1 0

0 1

0 0

0 02
( ) .

0 0

0 0

t
t

j k

a b
q tqt q

b bN

b b

−∏ = = +
−

                     (17) 

Поскольку в определителе, стоящем в формуле (17), первый и второй столбцы пропорциональны, 

то он равен нулю. Отсюда и из равенства (17) вытекает требуемое соотношение ( ) .t q q∏ =  Следствие 2 

доказано. 

Замечание 3. Следствие 2 описывает известный и легко устанавливаемый факт о том, что на 

множестве комплексных чисел преобразование подобия не изменяет преобразуемое комплексное число. 

Следствие 3.  Для любых чисел sq H∈  и \{0}t ∈ℝ  выполняется соотношение ( ) .t q q∏ =  

Доказательство. Возьмем произвольные числа 0 1 2 3 sq a a i a j a k H= + + + ∈  

и 0 1 2 3 \{0}.t b b i b j b k= + + + ∈ℝ   Тогда справедливы соотношения  

1 2 3 0b b b= = =  и 2 2 2
0 1 0 0.tN b b b= + = ≠                    (18) 

Следовательно, для выбранных чисел q  и t  имеет место теорема 2, пользуясь которой, а также 

первым соотношением в формуле (18), установим равенство  

11

2 0

3 0

0 0

0 0 02
( ) .

0 0

0 0

t
t

j k

a
q tqt q

a bN

a b

−∏ = = +
−

 

Поскольку определитель с нулевым столбцом равен нулю, то в силу последней формулы выполня-

ется требуемое равенство ( ) .t sq q H∏ = ∈  Следствие 3 доказано. 

Следствие 4. Для произвольных чисел q ∈ℂ  и ,st H∈  где 0,tN ≠  справедливо равенство 

( ) ( )( )1
1 2 0 3 1 3 0 22 2

0 1

2
( ) .t s

a
q q j k Hb b b b b b b b

b b
∏ = + + + − ∈

+
        (19) 

Доказательство. Возьмем любые числа 0 1 2 3q a a i a j a k= + + + ∈ℂ   и 0 1 2 3 ,st b b i b j b k H= + + + ∈  

где 2 2
0 1 0.tN b b= + ≠   

Тогда выполняются соотношения  

2 3 0a a= =  и 0 0b ≠  или 1 0.b ≠                                           (20) 

Очевидно, что выбранные числа удовлетворяют теореме 2. Тогда на основании этой теоремы, 

а также первой из формул (20) имеет место равенство 

1 11

2 1 0

3 0 1

0 0

0 02
( ) .

0

0

t

t

j k

a b
q tqt q

b b bN

b b b

−∏ = = +
−

    (21) 
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Разлагая определитель в равенстве (21) по первому столбцу, а далее – по первой строке, получим 

равенства 

1 1 2 0 2 1

1 2 1 0 1

2 1 0 3 1 3 0

3 0 1

3 0 1

0 0
0

0 0

0

0

j k
j k

a b b b b b
a b b b a j k

b b b b b b b
b b b

b b b

− 
= − − = − − + = −  

 

1 1 2 0 3 1 1 3 0 2
( ) ( ) .a b b b b j a b b b b k= + + −  

Отсюда и из формулы (21) с учетом равенства 2 2
0 1tN b b= + , вынося 1a  за скобки, получим тре-

буемую формулу (19). При этом отметим, что в силу справедливости хотя бы одного из неравенств 

(20) верны соотношения ( ) .t sq q H∋ ≠ ∏ ∈ℂ  Следствие 4 доказано. 

Замечание 4. Следствие 4 показывает, что преобразование подобия комплексного числа с помо-

щью полукватерниона в результате дает число, являющееся полукватернионом.  

Следствие 5. При всяких числах  sq H∈  и ,t ∈ℂ  для которого 0,tN ≠   выполняется равенство 

( )( )1
3 0 2 1 2 0 3 12 2

0 1

2
( ) ( ) .t s

b
q q a b a b j a b a b k H

b b
∏ = + − + + − ∈

+
       (22) 

Доказательство. Пусть 0 1 2 3 sq a a i a j a k H= + + + ∈  и 0 1 2 3 ,t b b i b j b k= + + + ∈ℂ  где 0.tN ≠  То-

гда справедливы равенства 2 3 0b b= =  и существует  число 1 \{0}.t− ∈ℂ  Поэтому выполняется теорема 

2,  а значит, с учетом последних равенств имеет место соотношение 

  
1 11

2 1 0

3 0 1

0 0

0 02
( ) .

0

0

t
t

j k

a b
q tqt q

a b bN

a b b

−∏ = = +
−

                                      (23) 

Разложим определитель из формулы (23) вначале по второму столбцу, а затем полученный опре-

делитель третьего порядка – по первой строке. Имеем равенства 

1 1 2 0 2 1
1 2 1 0 1

2 1 0 3 1 3 0
3 0 1

3 0 1

0 0
0

0 0

0

0

j k
j k

a b a b a b
b a b b b j k

a b b a b a b
a b b

a b b

 −
= − = − + =  −  

 

( )( )1 3 0 2 1 2 0 3 1( ) .b a b a b j a b a b k= − + + −  

Отсюда и из формулы (23) с учетом равенства 2 2
0 1tN b b= +  следует требуемое соотношение   

( )( )1
3 0 2 1 2 0 3 12 2

0 1

2
( ) ( ) .t s

b
q q a b a b j a b a b k H

b b
∏ = + − + + − ∈

+
 

Следствие 5 доказано. 

Замечание 5.  Следствие 5 показывает, что при преобразовании подобия полукватерниона даже 

при помощи комплексного числа вид преобразуемого числа, вообще говоря, не сохраняется (изменяются 

коэффициенты при мнимых единицах j  и ).k  

Заключение. В настоящей работе для множества полукватернионов введено понятие преобразо-

вания подобия и изучены отдельные ее свойства, предложен достаточно простой явный вид формулы 

нахождения преобразованного кватерниона. Полученные результаты в дальнейшем будут использованы 

при изучении геометрического смысла введенного преобразования.  
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THE SIMILARITY TRANSFORMATION IN THE SET OF SEMI-QUATERNIONS 

 

A. KOZLOV, K. SURAVNEVA, N. ZHALEIKO 

 

In this paper, the definition of a similarity transformation for semi-quaternion’s is proposed and it is 

proved that, generally speaking, this transformation (as in the case of quaternion’s [2, p. 29]) changes the form 

of the hypercomplex number being transformed. A formula is obtained for the transformation of the similarity 

of semi-quaternion’s and some consequences that follow from it. In the future we plan to establish the geometric 

meaning of this transformation. 

Keywords: semi-quaternion, hypercomplex numbers, similarity transformation. 
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УДК 514.765+512.812.4 

АВТОПОДОБИЯ И АВТОИЗОМЕТРИИ ОДНОЙ
ЧЕТЫРЕХМЕРНОЙ АЛГЕБРЫ ЛИ VI ТИПА БИАНКИ

канд. физ.-мат. наук, доц. М.Н. ПОДОКСЕНОВ, Ф. С. ГАДЖИЕВА 

(Витебский государственный университет им. П.М. Машерова, Беларусь) 

Рассматривается четырехмерная алгебра Ли G , являющаяся прямой суммой трехмерой алгебры 

Ли группы Гейзенберга и одномерной алгебры Ли. Предполагается, что эта алгебра Ли снабжена 

лоренцевым скалярным произведением сигнатуры (+,+,+,–). Рассматривается вопрос: в каком случае 

алгебра Ли G  допускает однопараметрическую группу преобразований подобия, являющихся 

одновременно автоморфизмами алгебры Ли. Рассмотрено пять возможных случаев задания лоренцева 

скалярного произведения и в трех из них такая однопараметрическая группа существует. Выписаны 

формулы, по которым действует эта однопараметрическая группа преобразований, и матрица Грама 

канонического базиса. Доказано, что при любом возможном способе задания лоренцева скалярного 

произведения алгебра Ли G  допускает однопараметрическую группу изометрий, являющихся 

автоморфизмами алгебры Ли. 

Ключевые слова: алгебра Ли, автоморфизм, лоренцево скалярное произведение, подобие. 

Введение. Пусть G  – алгебра Ли, в которой задано евклидово или лоренцево скалярное произве-

дение 〈,〉. Преобразование  f :  G  →  G   называется автоморфизмом, если оно сохраняет операцию скобки

Ли, т.е. выполняется 

[f X, f Y]  = f([X, Y])   ∀ X,  Y ∈ G .

Это преобразование называется подобием c коэффициентом  eµ, если

〈f X, f Y〉  =  e2µ 〈X, Y〉   ∀ X,  Y ∈ G .

В случае  µ  =  0  преобразование  f   называется изометрией.

Преобразование алгебры Ли, являющееся одновременно подобием и автоморфизмом, будем назы-

вать гомотетическим автоморфизмом или автоподобием алгебры Ли. Преобразование, которое являет-

ся одновременно автоморфизмом и изометрией, будем называть автоизометрией. 

В работе [1] показано, что решение задачи о существовании автоподобий для однородных про-

странств групп Ли, снабженных левоинвариантной метрикой, тесно связано с решением задачи о суще-

ствовании автоподобий для алгебр Ли, снабженных скалярным произведением векторов. Алгебра Ли, 

снабженная невырожденным скалярным произведением, допускает однопараметрическую группу авто-

подобий тогда и только тогда, когда соответствующая ей связная односвязная экспоненциальная группа 

Ли, снабженная левоинвариантной метрикой, является самоподобным многообразием (необходимые 

определения можно найти в работе [2]). 

Все автоподобия и автоизометрии для трехмерной алгебры Ли  H s   трехмерной группы Ли Гей-

зенберга H s  были найдены в работе А.О. Кравченко [3]. Эти результаты были в дальнейшем использо-

ваны научным руководителем в работе [1], где были найдены все автоподобия и автоизометрии для од-

нородного многообразия трехмерной группы Гейзенберга, снабженной левоинвариантной лоренцевой 

метрикой. Все автоподобия и автоизометрии для трехмерных разрешимых алгебр Ли были найдены 

в работе [4].  

Матричное представление алгебры Ли  H s ⊕R . В данной работе мы рассматриваем четырех-

мерную алгебру Ли  G  = H s  ⊕R , которая относится к подтипу VI3 по классификации Бианки. Она со-

стоит из матриц вида 

X = 









0  x2  x1  0

0  0  x3  0

0  0   0  0

0  0   0  x4

 (1) 

с обычными операциями сложения и коммутатора матриц. 
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В алгебре Ли  G   можно выбрать базис  (E1, E2, E3, E4), состоящий из матриц 

E1 =









0  0   1  0

0  0   0  0

0  0   0  0

0  0   0  0

,  E2 =  









0  1   0  0

0  0   0  0

0  0   0  0

0  0   0  0

,  E3 =  









0  0   0  0

0  0   1  0

0  0   0  0

0  0   0  0

 ,  E4 =









0  0   0  0

0  0   0  0

0  0   0  0

0  0   0  1

 .  (2) 

Тогда операция скобки будет задаваться одним равенством 

[E2, E3] =E1, 

а остальные скобки Ли равны нулевому вектору. Алгебра Ли G  содержит двумерный центр L , который 

является линейной оболочкой векторов E1 и E4, а также одномерный центр Z =RE1, который равен 

G (2) = [G, G ] .    

Произвольный базис (V1, V2, V3, V4) в G , относительно которого коммутационные соотношения за-

даются одним равенством [V2, V3] =V1, будем называть каноническим. В любом каноническом базисе 

верно, что  L = 〈V1, V4〉  и  Z = RV1.

Основные результаты. Доказательство существования автоподобий для алгебры Ли  G   не явля-

ется сложной задачей. Достаточно ввести лоренцево скалярное произведение так, что идеалы  Hs   и  R  

ортогональны, и на  Hs   индуцируется такое лоренцево скалярное произведение, при котором она допус-

кает автоподобия.  

Сложнее выяснить, существует ли еще какое-либо лоренцево скалярное произведение, при кото-

ром G  допускает автоподобия. Это связано тем, что вложения Hs  и  R  в  G  не являются единственными. 

Теорема.  Пусть на алгебре Ли  G= Hs ⊕R   задано лоренцево скалярное произведение сигнатуры

(+ ,+ ,+ ,–). Тогда эта алгебра Ли допускает автоподобия в следующих трех случаях. 

Условие 
Матрица Грама  

в каноническом базисе 

Матрица, задающая однопараметрическую 

группу автоподобий 

1. На двумерном центре  L   индуци-

руется знаконеопределенное скаляр-

ное произведение и идеал Z   изотро-

пен 







0  0  0  1

0  1  0  0

0  0  1  0

1  0  0  0 







e2µt  0  0  0

0   eµt cos t  – eµt sin t    0

0   eµt sin t     eµt cos t    0

0  0  0  1

, t∈R.

2. На двумерном центре  L   индуци-

руется вырожденное скалярное про-

изведение и идеал Z   изотропен 









0  1  0  0

1  0  0  0

0  0  1  0

0  0  0  1 







e3µt  0  0  0

0   eµt    0     0

 0  0  e2µt  0

 0  0  0  e2µt

, t∈R.

3. На двумерном центре L  индуциру-

ется вырожденное скалярное произ-

ведение и идеал Z   неизотропен 









1 0 0 0

0  0  0  1

0  0  1  0

0  1  0  0 







eµt   0    0    0

 0  1  0  0

0   0   eµt   0

 0  0  0  e2µt

, t∈R.

Лемма. Пусть (V1, V2, V3, V4) – канонический базис в алгебре Ли G= Hs ⊕R . Тогда полная группа

автоморфизмов определяется матрицами вида 









δ   a12  a13   a14

0   a22  
 a23   

 0

0   a32  
 a33   

 0

0   a42  
 a43   a44

 ,  (3) 

где a44 ≠ 0  и  δ = 



a11  a12 

a21  a22 
≠ 0.

Доказательство леммы.  Любой автоморфизм  f : G→ G  должен оставлять инвариантным двумер-

ный центр  L   и производную алгебры Ли  Z= G (2) , поэтому ограничение  f   на  L   задается матрицей 





a11  a14

 0    a44 
, a11⋅ a44 ≠ 0.
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Следовательно, автоморфизм f  действует по формулам 



 V1′= a11V1,

V2′= a12V1 + a22V2 + a32V3 + a42V4,

V3′= a13V1 + a23V2 + a33V3 + a43V4,

V4′= a14V1 +                        a44V4.

Имеем 

[V2′, V3′] = [a12V1 +a22V2 +a32V3 +a42V4, a13V1 +a23V2 +a33V3 +a43V4] =

= a22a33[V2, V3] +  a32a23[V3, V2] = (a22a33 – a32a23)[V2,V3] = δV1 .

Преобразование будет автоморфизмом тогда и только тогда, когда в результате этой операции получится 

вектор V1′. Следовательно, V1′= δV1. Равенство всех остальных скобок Ли базисных векторов нулевому

вектору сохраняется. � 

Заметим, что общий вид матрицы автоморфизма не изменится, если мы умножим базисный вектор 

V1  на любое ненулевое число. То есть если в базисе  (V1,V2,V3,V4)  операция скобки задается одним ра-

венством  [V2,V3] =λV1, λ ≠ 0 , то все автоморфизмы алгебры Ли будут задаваться матрицами вида (3).

Доказательство теоремы.  Пусть на алгебре Ли  G= Hs ⊕R   задано лоренцево скалярное произве-

дение. Вектор, скалярный квадрат которого равен –1, будем называть единичным. 

I случай.  Пусть на двумерном центре  L   индуци-

руется евклидово скалярное произведение. Обозначим 

P = L ⊥  – ортогональное дополнение к  L  (рисунок 1). То-

гда на  P   индуцируется лоренцево скалярное произведе-

ние. Выберем в  P   ортонормированный базис  (V2,V3) 

и обозначим V1 = [V2,V3] . Затем выберем единичный век-

тор V4∈L   ортогональный V1 .

Любое автоподобие f : G → G   должно оставлять ин-

вариантным центр  L , а значит, должно оставлять инвари-

антным подпространство  P . Тогда ограничение  f  на  P  

задается в базисе  (V2,V3)  одной из следующих матриц:   

± eµt





ch t   sh t

sh t   ch t
,  ± eµt





–ch t  sh t

–sh t   ch t
 . 

Определители этих матриц равны  ±e2µt . Следовательно, если  f – автоморфизм, то

V1′= f(V1) = ±e2µt V1.

Тогда  〈V1′,V1′〉 = e4µt . Это означает, что f  не является подобием. Однако в случае  µ=0  мы получим од-

нопараметрическую группу автоизометрий, действие которой задается матрицей 









1  0  0  0

0   ch t    sh t   0

0   sh t     ch t   0

0  0  0  1

, t∈R.

II случай. Пусть на двумерном центре  L   индуцируется ло-

ренцево скалярное произведение и идеал  Z   неизотропен. Обозна-

чим  P = L ⊥  – ортогональное дополнение к  L  (рисунок 2). Тогда на

P   индуцируется евклидово скалярное произведение. Выберем в  P  

ортонормированный базис  (V2,V3)  и обозначим   V1 = [V2,V3] .  Затем 

выберем единичный вектор V4∈L   ортогональный V1 .

Так же как и в случае I, автоподобие  f : G→ G   должно остав-

лять инвариантным центр  L , а значит, должно оставлять инвариант-

ным подпространство  P . Тогда ограничение  f  на  P   задается в ба-

зисе  (V2,V3)  одной из следующих матриц:   

eµt





cos t  – sin t

sin t     cos t
,  eµt





cos t     sin t

sin t   – cos t
, t∈R .  (4) 

V1  

V4  

V2  V3  

L  

P  

Рисунок 1

V1  

V4  

V2  

V3  

L  

P  

Рисунок 2
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Определители этих матриц равны  e2µt  и  – e 2µt . Следовательно, если  f – автоморфизм, то

V1′= f(V1) =± e2µt V1.

Тогда  〈V1′,V1′〉 = e4µt . Это означает, что f  не является подобием. Однако в случае  µ=0  мы получим од-

нопараметрическую группу автоизометрий, действие которой задается матрицей 









1  0  0  0

0   cos t  – sin t    0

0   sin t     cos t    0

0  0  0  1

, t∈R.

Заметим, что в данном рассуждении не имеет значения какой из векторов (V1 или V4) является 

временеподобным, а какой – пространственноподобным (т.е. на рисунке 2 векторы V1 и  V4  можно поме-

нять местами). 

III случай.  Пусть на двумерном центре  L   индуцируется

лоренцево скалярное произведение и идеал  Z   изотропен. Обо-

значим  P = L ⊥  – ортогональное дополнение к  L  (рисунок 2).

Тогда на  P   индуцируется евклидово скалярное произведение. 

Выберем в  P   ортонормированный базис  (V2,V3)  и обозначим 

V1 = [V2,V3] .  Затем выберем вектор V4∈L , такой что 〈V1,V4〉 = 1 .

В этом базисе матрица Грама имеет вид 

Γ =









0  0  0  1

0  1  0  0

0  0  1  0

1  0  0  0

Ограничение  f  на  P   задается в базисе (V2,V3)  одной из 

матриц (4). Поэтому должно выполняться  V1′= f(V1)= ± e2µt V1.

Если при этом  V4′= f(V4)= ± V4, то  〈V1′,V4′〉 = e2µt . Итак, мы

нашли, что преобразование  f : G→ G , которое задается в выбран-

ном каноническом базисе  (V1, V2, V3, V4)  одной из следующих 

матриц:  







e2µt  0  0  0

0   eµt cos t  – eµt sin t    0 
0   eµt sin t     eµt cos t    0
0  0  0  1

 , 







e2µt  0  0  0

0   eµt cos t    eµt sin t    0 
0   eµt sin t   – eµt cos t    0
0  0  0  1

, t∈R,  (5) 

является автоподобием рассматриваемой алгебры Ли. 

Однопараметрическую группу образуют только преобразования, которые задаются первой из мат-

риц (5). При этом в случае  µ = 0  мы получим однопараметрическую группу автоизометрий.

IV случай.  Пусть на двумерном центре  L   индуцируется

вырожденное скалярное произведение и идеал  Z   изотропен.  

Предположим сначала, что  f : G → G   имеет еще одно инва-

риантное изотропное направление J. Выберем вектор V2 ∈ J , затем

выберем единичный вектор V4∈L , ортогональный сразу двум

одномерным подпространствам  J  и  Z   (рисунок 4). После этого 

выберем единичный вектор V3 , ортогональный  Z , V2 и  V4.  

Обозначим  V1 = [V2,V3] . Одновременное умножение век-

торов V1 и V2  на любое ненулевое число не меняет операцию 

скобки, поэтому мы можем добиться, что  〈V1,V2〉 = 1 . В выбран-

ном базисе  (V1, V2, V3, V4)  матрица Грама имеет вид 

Γ =









0  1  0  0

1  0  0  0

0  0  1  0

0  0  0  1

 .  (6) 

V1  

V4  

V2  

V3  

L  

P  

Рисунок 3

V1  

V3  

V2  L  

Рисунок 4

V4  
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Все базисные векторы являются собственными для преобразования f.  Значит матрица этого преобразо-

вания имеет вид 







α  0  0  0

0 β  0  0

0  0  e2µt  0

0  0  0  e2µt

, t∈R

(мы обозначили коэффициент подобия как e2µt , с тем чтобы избежать дробных значений в результате).

Наше преобразование будет автоморфизмом, если  α=e2µt β ,  и оно будет подобием, если  αβ =e4µt . Ре-

шая последние два уравнения вместе, находим, что  α=e3µt ,  β =eµt . Итак, в рассмотренном случае ал-

гебра Ли  G   допускает автоподобия, которые задаются в выбранном базисе матрицей  







e3µt  0  0  0

0   eµt    0     0

 0  0  e2µt  0

 0  0  0  e2µt

, t∈R.

Предположим теперь, что подобие  f : G → G   не имеет второго изотропного собственного вектора.

Тогда, согласно [5], можно выбрать базис  (V1, V2, V3, V4), такой как на рисунке 4, и матрица Грама будет 

иметь вид  (6). При этом в базисе  (V1, V4, V2, V3)  подобие  f  будет задаваться матрицей 

eµt









1   t  –t2/2  0

0   1   – t    0

0  0  1  0

0  0  0  1

 . 

Переходя к нашему порядку нумерации векторов получаем матрицу 

eµt









1  – t2/2   0    t

0  1  0  0

0  0  1  0

0    – t     0    1

 . 

Условие  a11 =δ  выполняется только при  µ=0. Таким образом, в данном случае алгебра Ли допускает

автоизометрии, но не допускает автоподобий. 

V случай.  Пусть на двумерном центре  L   индуцируется вырожденное скалярное произведение

и идеал  Z   неизотропен.  

Центр  L   содержит единственное изотропное направление, и оно должно быть инвариантным от-

носительно действия подобия  f : G → G ; мы выберем вектор V4,  принадлежащий этому направлению.

Ортогональное дополнение  H = Z ⊥  тоже является инвариантным, и на нем индуцируется лоренцево

скалярное произведение. Это подпространство содержит в себе вектор  V4.  

Рассмотрим ограничение  f  на подпространство  H . Предположим, что  f : H → H   имеет еще одно

инвариантное изотропное направление  J. Выберем вектор  V2 ∈ J , затем выберем единичный вектор

V3 ∈ H , ортогональный сразу  V4  и  V2 . После этого умножим  V2  на число так, чтобы вектор  V1 = [V2,V3]

был единичным, а вектор V4  умножим на такое число, чтобы выполнялось  〈V2,V4〉=1 . Для того чтобы

проиллюстрировать выбор базиса, на рисунке 4 достаточно поменять местами векторы  V1  и  V4. 

В выбранном базисе  (V1, V2, V3, V4)  матрица Грама имеет вид 









1  0  0  0

0  0  0  1

0  0  1  0

0  1  0  0

. 

Все базисные векторы являются собственными для преобразования f.  Поэтому матрица этого преобразо-

вания имеет вид 







eµt  0   0    0

0 α  0  0

0   0   eµt   0

0  0  0 β

. 

Условие  a11 =δ  выполняется только при  α=1 . Тогда f является подобием, если  β =e2µt .



ФУНДАМЕНТАЛЬНЫЕ НАУКИ. Математика  № 4 

129 

Итак, в рассмотренном случае алгебра Ли  G  допускает автоподобия, которые задаются в выбран-

ном базисе матрицей  







eµt   0    0    0

 0  1  0  0

0   0   eµt   0

 0  0  0  e2µt

 . 

Предположим, теперь что  f : H → H   имеет только одно инвариантное изотропное направление.

Тогда, согласно [5], можно выбрать базис  (V2, V3, V4)  в  H , так что матрица Грама имеет вид   







0  0  1

0  1  0

1  0  0

 , 

а подобие f : H → H   задается матрицей

eµt







1   t   t2/2

0  1  t 

0  0  1

 . 

Следовательно, подобие  f : G → G   задается относительно базиса  (V1, V2, V3, V4)  матрицей

eµt









1  0  0  0

0   1   t  – t2/2

0   0   1   – t 

0  0  0  1

 . 

Условие  a11 =δ  выполняется только при  µ=0. Таким образом, в данном случае алгебра Ли допускает

автоизометрии, но не допускает автоподобий. � 

Попутно мы доказали следующее утверждение. 

Следствие.  Алгебра Ли  G = Hs ⊕R  , снабженная лоренцевым скалярным произведением, всегда

допускает однопараметрическую группу автоизометрий. Матрицы, задающие эту подгруппу, в каждом 

из пяти возможных случаев, и матрицы Грама канонического базиса приведены в следующей таблице. 

Условие 
Матрица Грама  

в каноническом базисе 

Матрица, задающая однопараметрическую 

группу изометрий 

1. На двумерном цен-

тре  L   индуцируется 

положительно опреде-

ленное скалярное 

произведение 








ε  0  0  0

0  1  0  0

0   0 –1   0

0  0  0  1

, ε > 0









1  0  0  0

0   ch t sh t    0

0   sh t     ch t    0

0  0  0  1

, t∈R

2. На двумерном цен-

тре  L   индуцируется 

знаконеопределенное 

скалярное произведе-

ние и идеал Z   неизо-

тропен 









–ε   0   0   0

 0  1  0  0

 0  0  1  0

 0  0  0  1

, ε > 0 ,  или









ε  0  0  0

0  1  0  0

0  0  1  0

0   0   0  –1

, ε > 0









1  0  0  0

0   cos t  – sin t    0

0   sin t     cos t    0

0  0  0  1

, t∈R

3. На двумерном центре 

L  индуцируется знако-

неопределенное скаляр-

ное произведение 

и идеал Z  изотропен 








0  0  0  1

0  1  0  0

0  0  1  0

1  0  0  0 







1  0  0  0

0   cos t  – sin t    0

0   sin t     cos t    0

0  0  0  1

, t∈R

4. На двумерном цен-

тре  L   индуцируется 

вырожденное скаляр-

ное произведение 

и идеал Z   изотропен 








0  1  0  0

1  0  0  0

0  0  1  0

0  0  0  1 







1  – t2/2   0    t

0  1  0  0

0  0  1  0

0    – t     0    1

, t∈R

5. На двумерном цен-

тре  L   индуцируется 

вырожденное скаляр-

ное произведение и 

идеал Z   неизотропен 








1  0  0  0

0  0  0  1

0  0  1  0

0  1  0  0 







1  0  0  0

0   1   t  – t2/2

0   0   1   – t 

0  0  0  1

, t∈R
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Заключение. В данном исследовании мы нашли, что четырехмерная алгебра Ли  G= Hs ⊕R , снаб-

женная лоренцевым скалярным произведением, допускает автоподобия в трех различных случаях. Это 

доказывает, что существует три самоподобных однородных лоренцевых многообразия группы Ли 

Hs ×R , снабженной левоинвариантной лоренцевой метрикой. Результаты этого исследования могут быть

применены для построения таких однородных многообразий и для того, чтобы получить в явном виде 

формулы, по которым действуют однопараметрические группы гомотетий этих многообразий.  
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AUTOSIMILARITIES AND AUTOISOMETRIC TRANSFORMATIONS  

OF ONE FOUR-DIMENSIONAL LIE ALGEBRA OF THE VI BIANCHI TYPE 

M. PODOKSENOV, F. GADHIEVA 

We consider four-dimensional Lie algebra G , which is a direct sum of three-dimensional Lie algebra of 

Heisenberg group and one-dimensional Lie algebra. We suppose, that this algebra is supplied by Lorentzian 

scalar product of the signature (+,+,+,–). The following problem is considered: in which cases Lie algebra G  

admits one-parameter group of similarities, which are automorphisms of Lie algebra. Five possible cases 

of establishing  Lorentzian scalar product are considered. In three cases such one-parameter group exists. For-

mulas describing action of this one-parameter group and the Gram matrix of the canonical basis are specified. 

Also it is proved, that in each case of establishing Lorentzian scalar product Lie algebra G  admits one-

parameter group of isometric transformations, which are automorphisms of Lie algebra. 

Keywords: Lie algebra, automorphism, Lorentzian scalar product, similarity transformation. 
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УДК 517.983 

 

ДВУМЕРНОЕ ИНТЕГРАЛЬНОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ  

С G-ФУНКЦИЕЙ МЕЙЕРА В ЯДРЕ В ПРОСТРАНСТВЕ СУММИРУЕМЫХ ФУНКЦИЙ 

 

М.В. ПАПКОВИЧ, канд. физ.-мат. наук, доц. О.В. СКОРОМНИК 

(Полоцкий государственный университет) 

 

Изучено двухмерное интегральное преобразование с G-функцией Мейера в ядре в пространствах 

суммируемых функций по области 2 1 1R R R+ + += × . Построена ,2νL -теория рассматриваемого инте-

грального преобразования. Даны условия ограниченности и взаимной однозначности оператора такого 

преобразования из одних пространств ,2νL  в другие, доказан аналог формулы интегрирования по частям, 

установлены различные интегральные представления для рассматриваемого преобразования. Представ-

ленные результаты обобщают полученные ранее для соответствующего одномерного преобразования. 

 

Ключевые слова: двумерное интегральное G-преобразование, G-функция Мейера, двумерное пре-

образование Меллина, пространство интегрируемых функций, дробные интегралы и производные. 

 

1. Введение. 

Рассматривается интегральное преобразование  

 1, p

1,q

( )m,n
p,q ( )

0

(G )(x) G xt (t) t (x 0)i

j
f f d

∞
 = >  

∫
a

b
, (1.1) 

где 2
1 2x ( , )x x R= ∈ ; 2

1 2t ( , )t t R= ∈  – векторы, 2R  – двумерное Евклидово пространство;  

2

1

x t k k
k

x t
=

⋅ = ∑  – их скалярное произведение, в частности 
2

1

x 1 k
k

x
=

⋅ = ∑  для ( )1 1,1= ; x t>  означает 

1 1 2 2,x t x t> >  и аналогично для знаков ≥ , < , ≤ ; 

0 0 0

:
∞ ∞ ∞

=∫ ∫ ∫ ;  

{1,2,...}N =  – пространство натуральных чисел, 0 {0}N N= ∪ , 2
0 0 0N N N= × , 

2 1 1 2
{x , x 0}R R R R+ + += × = ∈ >  [1, §28.4];  

2
1 2 0m ( , )m m N= ∈  и 1 2m =m ; 2

1 2 0n ( , )n n N= ∈  и 1 2n =n ;  

2
1 2 0p ( , )p p N= ∈  и 1 2p =p ; 2

1 2 0q ( , )q q N= ∈  и 1 2q =q ; (0 m q, 0 n p)≤ ≤ ≤ ≤ ;  

1 2
( , )i i ia a=a , 1 pi≤ ≤ , 

1 2
,i ia a C∈  ( 1 1 2 21 , 1i p i p≤ ≤ ≤ ≤ );  

1 2
( , )j j jb b=b , 1 qj≤ ≤ , 

1 2
,j jb b С∈  ( 1 1 2 21 ,1j q j q≤ ≤ ≤ ≤ );  

( )1 2,k k k= ∈ N N N= × ( )1 2,k N k N∈ ∈  – индекс с 1 2! ! !k k k=  и 1 2k k k= + ; kD
1 2

1 2( ) ( )

k

k k
x x

∂=
∂ ∂

;  

1 2td d t d t= ⋅ ; 1 2( ) ( , )f t t=t ; 
1, pm, n

p,q
1,q

( )
G xt

( )

i

j

 
 
  

a

b
 – функция вида  

  
2 1,1, p ,m, n

p,q ,
1,q 1,1

( )( )
G xt G

( ) ( )

k kk k

k k
k k

i pi m n
k kp q

j j qk

a
x t

b=

  
   =
     

∏
a

b
,  (1.2) 

представляющая собой произведение G-функций Мейера [ ],
,

m n
p qG z  [2, глава 6]. 
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Настоящая работа посвящена изучению преобразования (1.1) в весовых пространствах ,2νL , 

2
1 2( , ) Rν = ν ν ∈  1 2( )ν = ν , 2 (2,2)= , интегрируемых функций 1 2( ) ( , )f f x x=x  на 2R+ , для которых 

,2
f ν < ∞ , где  

2 1

1 1

1/2

22 1 2 1
1 2 1 22 1,2

( , )

R R

f x x f x x dx dx

+ +

ν ⋅ − ν ⋅ −
ν

  
  = < ∞ 

    
∫ ∫ . 

Даются условия ограниченности и взаимной однозначности оператора преобразования (1.1) из од-

них пространств ,2νL  в другие. Доказывается аналог формулы интегрирования по частям, установлены 

различные интегральные представления для рассматриваемого преобразования. Полученные результаты 

обобщают полученные ранее для соответствующего одномерного G-преобразования [2, гл. 6]. 

 

2. Предварительные сведения. Для целых неотрицательных значений , , ,m n p q  

(0 , 0 )m q n p≤ ≤ ≤ ≤ , комплексных ,i ja b C∈  (1 , 1 )i p n q≤ ≤ ≤ ≤  G-функцией Мейера называется функ-

ция, определяемая интегралом Меллина – Барнса: 

 

 
1, ,

, ,
1

( ) ,...,

( ) ,...,

p pm n m n
p q p q

q q

a a a
G z G z

b b b

   
= =   

      

1,, ,
, ,

1,

( ) 1
( ) , 0

( ) 2

i pm n m n s
p q p q

j q L

a
G z s z ds z

b i

− 
= ≠ 

π  
∫G ,  (2.1) 

где  

 
1,, ,

, ,
1,

( ) ( )

( ) ( )

i p pm n m n
p q p q

j q q

a a
s s

b b

   
= =   

      
G G

1 1

1 1

( ) (1 )

( ) (1 )

m n

j i
j i

p q

i j
i n j m

b s a s

a s b s

= =

= + = +

Γ + Γ − −

Γ + Γ − −

∏ ∏

∏ ∏
.  (2.2) 

Здесь L – специально выбранный бесконечный контур, оставляющий полюса js b k= − −  

( 1,2,..., ; 0,1,2,...)j m k= =  слева, полюса 1 ( 1, 2,..., ; 0,1,2,...)js a k j n k= − + = =  – справа, а пустые произ-

ведения, если таковые имеются, считаются равными единице. Более подробно с теорией G-функции (2.1) 

можно ознакомиться в [2, гл. 6]. 

G-преобразованием называют интегральное преобразование [2, формула (6.1.1)] 

( ) 1,,
,

1,0

( )
( ) ( )

( )

i pm n
p q

j q

a
Gf x G xt f t dt

b

∞  
=  

  
∫ ,      (2.3) 

содержащее G-функцию Мейера (2.1) в ядре. 

Введем пространство ,rνL  измеримых по Лебегу, вообще говоря, комплекснозначных функций 

f  на R (0, )+ = ∞ , для которых 
,r

f ν < ∞ , где  

 

1

,
0

( ) (1 , R )
r r

r

dt
f t f t r

t

∞
ν

ν
 

= ≤ < ∞ ν ∈  
 
∫ , (2.4) 

Заметим, что 

 1 1
, ( , )

, (1 , R )r
r rL R t

f f rν −
ν +

= ≤ < ∞ ν ∈
L

.  

Для функции , (1 2)rf rν∈ ≤ ≤L  преобразование Меллина fM  определяется равенством [2, 3] 

 )( ) ( ) ( ; , R)sf s f e e d s it t
+∞

τ τ

−∞
= τ = ν + ν ∈∫(M .  (2.5) 
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Если , ,1, Re( )rf sν ν∈ = ν∩L L , то (2.5) совпадает с обычным преобразованием Меллина: 

  * 1

0

)( ) ( ) ( ) sf s f s f t t dt
+∞

−= = ∫(M .   (2.6) 

Двумерное преобразование Меллина функции 1 2(x) ( , )f f x x= , 1 20, 0x x> > , определяется фор-

мулой [3, формула (1.4.42)] 

 
2

* 1)( ) ( ) ( t) t t

R

f f f d

++

−= = ∫
s

s s(M ,  (2.7) 

{ }2 2
1 2( , ) : 0( 1,2)jR t t R t j++ = = ∈ > =t , 1 2( , ), ( 1,2)js s s C j= ∈ =s . 

Обратное преобразование Меллина для 2
1 2x ( , )x x R++= ∈  дается формулой [3, формула (1.4.43)] 

 

 [ ]
1 2

1 1

2
1 2

1
)(x) ( ) (x) x ( )

(2 )

i i

i i

g g g d
i

γ + ∞ γ + ∞
− − −

γ − ∞ γ − ∞
=

π
∫ ∫

s
s s s(M M , Re( ) ( 1, 2)j js jγ = = .  (2.8) 

 

Формула преобразования Меллина от G -преобразования (2.3) для «достаточно хороших» функ-

ций f имеет вид [1, формула (6.1.2)] 

 

  (M
1,,

,
1,

( )
)( ) ( )(1 )

( )

i pm n
p q

j q

a
Gf s s f s

b

 
= − 

  
MG , (2.9) 

где 
,
, ( )

m n
p q sG  дается (2.2). 

Нам понадобятся следующие постоянные, определяемые через параметры G-функции (2.1)  

[1, формулы (6.1.5) – (6.1.11)]: 

 1
min [Re( )], 0,

, 0,

j
j m

b m

m

≤ ≤
− >α = 
 −∞ =

    1
1 max[Re( )], 0,

, 0;

i
i n

a n

n

≤ ≤
− >β = 
∞ =

  (2.10) 

 * 2( )a m n p q= + − − ;  (2.11) 

 q p∆ = − ;   (2.12) 

 *
1a m n p= + − ; *

2a m n q= + − ;   (2.13) 

     
1 1 2

q p

j i
j i

p q
b a

= =

−µ = − +∑ ∑ .  (2.14) 

  

Назовем исключительным множеством GE  для функции ( )sG , определенной в (2.2), множество 

вещественных чисел ν  таких, что 1α < − ν < β  и ( )sG  имеет нули на прямой Re( ) 1s = − ν . 

3. ,2νL -теория G-преобразования 

Введем функцию 

 
m,n

p,q ( ) ≡sG
2 1,1, p ,m ,n

p,q ,
1,q 1,1

( )( )

( ) ( )

k kk k

k k
k k

i pi m n
kp q

j j qk

a
s

b=

  
   =
     

∏
a

s
b

G G ,  (3.1) 

где 
1,,

,
1,

( )

( )

k kk k

k k
k k

i pm n
kp q

j q

a
s

b

 
 
  

G , 1, 2k = , – функция вида (2.2). 
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Исключительным множеством 
G
E  функции 

m,n
p,q ( )sG  назовем множество векторов 2

1 2( , ) Rν = ν ν ∈  

1 2( )ν = ν  таких, что 1 1 11α < − ν < β , 2 2 21α < − ν < β , и функции вида (2.2) 1 1

1 1

,
1,

( )
m n

p q
sG , 2 2

2 2

,
2,

( )
m n

p q
sG  имеют 

нули на прямых 1 1Re( ) 1s = − ν , 2 2Re( ) 1s = − ν , соответственно. 

Применяем двумерное преобразование Меллина (2.7) к G - преобразованию (1.1) и учитывая (2.9), 

получаем следующую формулу для “достаточно хороших” функций f: 

 ( ) 1, pm,n
p,q

1,q

( )
G ( ) ( )(1 )

( )

i

j

f f
 

=   −
  

a
s s s

b
M MG ,  (3.2) 

где 
m,n

p,q ( )sG  дается (3.1). 

Для формулировки утверждений, представляющих ,2νL - теорию G-преобразования (1.1) нам по-

надобятся следующие двумерные аналоги постоянных (2.10) – (2.14): 

1
1 1

1
1

1

1

min Re( ) , 0,

, 0,

j
j m

b m

m

≤ ≤
  − >  α = 
 −∞ =

, 
1

1 1

1
1

1

1

1 max Re( ) , 0,

, 0,

i
i n

a n

n

≤ ≤
  − >  β = 
 ∞ =

  (3.3) 

 
2

2 2

2
1

2

2

min Re( ) , 0,

, 0,

j
j m

b m

m

≤ ≤
  − >  α = 
 −∞ =

, 
2

2 2

2
1

2

2

1 max Re( ) , 0,

, 0,

i
i n

a n

n

≤ ≤
  − >  β = 
 ∞ =

 (3.4) 

  1 1 1 1 12( ) ,a m n p q∗ = + − − 2 2 2 2 22( )a m n p q∗ = − − − ; (3.5) 

    1 1 1 2 2 2, ;q p q p∆ = − ∆ = −   (3.6) 

  
1 1 1 1

1 1 2 2

1 1 2 2
1 2

1 1 1 1

, .
2 2

q p q p

j i j i
j i j i

p q p q
b a b a

= = = =

− −
µ = − + µ = − +∑ ∑ ∑ ∑   (3.7) 

Обозначим через [X, Y] множество ограниченных линейных операторов, действующих из банахова 

пространства Х в банахово пространство Y. 

Из [2, теоремы 3.6 и 3.7, теоремы 6.1 и 6.2, замечания 6.1.1 и 6.2.1], представления (3.2) и непо-

средственной проверки получаем ,2νL -теорию G-преобразования (1.1).  

Теорема 1. Допустим, что  

  1 1 11α < − ν < β , 2 2 21α < − ν < β , 1 2ν = ν   (3.8) 

и выполняется любое из условий:  

 1 2 0a a∗ ∗> 0, >   (3.9) 

или  

 [ ] [ ]* *
1 2 1 1 1 2 2 20, 0, 1 Re( ) 0, 1 Re( ) 0a a= = ∆ − ν + µ ≤ ∆ − ν + µ ≤ .  (3.10) 

Тогда верны следующие утверждения: 

a) существует взаимно однозначное преобразование ,2 1 ,2G [ , ]ν −ν∈ L L  такое, что равенство 

(3.2) выполняется для ,2f ν∈L  и Re( ) 1= − νs . 

Если [ ] [ ]* *
1 2 1 1 1 2 2 20, 0, 1 Re( ) 0, 1 Re( ) 0a a= = ∆ − ν + µ = ∆ − ν + µ =  и ν ∉

G
E , то G биективно 

отображает ,2νL  на 1 ,2−νL ; 
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b) если ,2f ν∈L  и ,2g ν∈L ,то имеет место формула

( ) ( )
0 0

(x) G (x) x G (x) (x) xf g d f g d
∞ ∞

=∫ ∫ ; (3.11) 

c) пусть 2
1 1( , ) Cλ = λ λ ∈  и ,2f ν∈L . Если Re( )λ > −ν , то преобразование (1.1) представимо в виде

1(G )(x) x x
x

d
f

d

−λ λ+= 1,pm,n 1
p 1,q 1

1,q0

, ( )
xt (t) t

( ) , 1

i

j

G f d
∞

+
+ +

 −λ
 

−λ −  
∫

a

b
, (3.12) 

а при Re( )λ < −ν  дается формулой

1(G )(x) x x
x

d
f

d

−λ λ+= − 1,pm 1,n
p 1,q 1

1,q0

( ) ,
xt (t) t

1, ( )

i

j

G f d
∞

+
+ +

 −λ
 

−λ −  
∫

a

b
; (3.13) 

d) преобразование G f  не зависит от ν  в том смысле, что если ν  и νɶ  удовлетворяют (3.8)

и выполняются условия (3.9) или (3.10), и если преобразования G f  и G fɶ  определяются в простран-

ствах ,2νL  и ,2νɶL  равенством (3.2), то G f = G fɶ  для f ∈ ,2ν ∩ɶL ,2νL ;

e) если 1 2 0a a∗ ∗> 0, >  или если * *
1 20, 0,a a= =  [ ]1 1 11 Re( ) 0,∆ − ν + µ <  [ ]2 2 21 Re( ) 0∆ − ν + µ < , то

для ,2f ν∈L  преобразование G f  дается формулой (1.1).

Замечание 1. Пусть 1 1 2 2,α < β α < β  и пусть выполняется одно из следующих условий:

a) 1 2 0a a∗ ∗> 0, > ;

b) 1 2 1 20, 0, 0a a∗ ∗= = ∆ > 0, ∆ >  и 1 2
1 2

1 2

Re( ) Re( )
,

µ µ
α < − α < −

∆ ∆
; 

c) 1 2 1 20, 0, 0a a∗ ∗= = ∆ < 0, ∆ <  и 1 2
1 2

1 2

Re( ) Re( )
,

µ µ
β > − β > −

∆ ∆
; 

d) 1 2 1 20, 0, 0a a∗ ∗= = ∆ = 0, ∆ =  и 1 2Re( ) 0, Re( ) 0µ ≤ µ ≤ .

Тогда G-преобразование определено в ,2νL  с 1 1 1 1 2 1,α < ν < β α < ν < β , 1 2ν = ν .

Теорема 2. Пусть 

1 1 11α < − ν < β , 2 2 21α < − ν < β , 1 2ν = ν

и выполняется любое из условий: 

a) 1 2 0a a∗ ∗> 0, > ;

b) 1 2 1 1 1 2 2 20, 0, Re( ) Re( )a a∗ ∗= = ∆ (1− ν ) + µ < 0, ∆ (1− ν ) + µ < 0 .

Тогда для ,2f ν∈L  и x 0>  ( )G (x)f  дается формулой (1.1).

Замечание 2. Пусть 1 1 2 2,α < β α < β  и пусть выполняется одно из следующих условий:

a) 1 2 0a a∗ ∗> 0, > ;

b) 1 2 1 20, 0, 0a a∗ ∗= = ∆ > 0, ∆ >  и 1 2
1 2

1 2

Re( ) 1 Re( ) 1
,

µ + µ +
α < − α < −

∆ ∆
; 
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c) 1 2 1 20, 0, 0a a∗ ∗= = ∆ < 0, ∆ <  и 1 2
1 2

1 2

Re( ) 1 Re( ) 1
,

µ + µ +
β > − β > −

∆ ∆
; 

d) 1 2 1 20, 0, 0a a∗ ∗= = ∆ = 0, ∆ =  и 1 2Re( ) 0, Re( ) 0µ ≤ µ ≤ . 

Тогда G-преобразование может определяться формулой (1.1) в ,2νL  с 1 1 1 1 2 1,α < ν < β α < ν < β , 

1 2ν = ν . 
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TWO-DIMENTIONAL INTEGRAL TRANSFORM WITH THE MEIJER G-FUNCTION  

IN THE KERNEL IN THE SPACE OF SUMMABLE FUNCTIONS 

 

M. PAPKOVICH, O. SKOROMNIK 

 

Two-dimentional integral transform with the Meijer G-function in the kernel in the space of summable 

functions on a domain 2 1 1R R R+ + += ×  was studied. ,2νL -theory of a considered integral transformation was con-

structed. Conditions for the boundedness and one-to-one operator of such a transformation from one ,2νL -space 

to another were given, an analogue of the integration formula in parts was proved, various integral representa-

tions for the transformation under consideration were established. The results generalize the well know findings 

for corresponding one-dimentional integral transform. 

 

Keywords: two-dimensional integral G-transform, Meijer G-function, two-dimensional Mellin transform, 

the space of integrable functions, fractional integrals and derivatives. 
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УДК 514

СВОЙСТВА ФУНКЦИИ ГАМИЛЬТОНА
В ВАРИАЦИОННЫХ ЗАДАЧАХ СО СТАРШИМИ ПРОИЗВОДНЫМИ

канд. физ.-мат. наук, доц. Ю.Ф. ПАСТУХОВ, канд. физ.-мат. наук, доц. Д.Ф. ПАСТУХОВ 

(Полоцкий государственный университет) 

Рассмотрены свойства функций Гамильтона и Лагранжа в координатно-импульсном и расслоен-

ном пространстве скоростей. Основным полученным результатом является утверждение – в случае 

локальной невырожденности матрицы Гессе от функции Гамильтона по импульсам максимального по-

рядка (матрицы Гессе от функции Лагранжа по скоростям максимального порядка) указанные матри-

цы Гессе взаимно обратны. Получен ряд вспомогательных результатов, например, о квазилинейной 

форме временной производной порядка k от обобщенной координаты по скоростям расслоенного про-

странства порядка k для невырожденной замены координат. Получены неожиданные тождества 

в координатно-импульсном пространстве q-p для частной производной между координатами расслоен-

ного пространства (координата-координата, импульс-импульс). Получены формулы, связывающие 

частные производные в координатно-импульсном пространстве q-p для функций Лагранжа и Гамиль-

тона по одним и тем же переменным. 

Ключевые слова: функция Гамильтона, вариационная задача, расслоенное пространство скоро-

стей, уравнения Эйлера – Лагранжа, гладкие многообразия, тензор обобщенного импульса, невырож-

денный гессиан. 

Введение. У.Р. Гамильтон в 1835 году получил новую форму уравнений движения механических 

систем – канонические уравнения Гамильтона. В 1848 году М.В. Остроградский распространил принцип 

Гамильтона на случай систем с нестационарными голономными связями, после чего распространилось 

название принцип Гамильтона – Остроградского. Полученная система канонических уравнений содер-

жит вдвое больше дифференциальных уравнений, чем у Лагранжа, но зато все они первого порядка, 

(у Лагранжа – второго). 

Академик В.И. Арнольд следующим образом охарактеризовал возможности, открывшиеся после 

появления гамильтоновой механики: Гамильтонова точка зрения позволяет исследовать до конца ряда 

задач механики, не поддающихся решению иными средствами (например, задачу о притяжении двумя 

неподвижными центрами и задачи о геодезических на трехосном эллипсоиде). Еще большее значение 

гамильтонова точка зрения имеет для приближенных методов теории возмущений (небесная механика), 

для понимания общего характера движения в сложных механических системах (эргодическая теория, 

статистическая механика) и в связи с другими разделами математической физики (оптика, квантовая ме-

ханика и т.п.).  

Подход Гамильтона оказался высоко эффективным во многих математических моделях физики. 

На этом плодотворном подходе основан, например, многотомный учебный курс «Теоретическая физика» 

Л.Д. Ландау и Е.М. Лифшица. Первоначально вариационный принцип Гамильтона был сформулирован 

для задач механики, но при некоторых естественных предположениях из него выводятся уравнения 

Максвелла электромагнитного поля. С появлением теории относительности оказалось, что этот принцип 

строго выполняется и в релятивистской динамике. Его эвристическая сила существенно помогла разра-

ботке квантовой механики, а при создании общей теории относительности Д. Гильберт успешно приме-

нил гамильтонов принцип для вывода уравнений гравитационного поля (1915). 

Вариационное исчисление является одним из старейших и богатых содержанием и приложениями 

разделов математического анализа. Вариационные задачи (например, изопериметрические) рассматрива-

лись и в древности, но исследовались геометрическими методами. Началом зарождения вариационного 

исчисления можно считать работу Ферма 1662 г., в которой аналитическими методами исследована зада-

ча о распространении света из одной оптической среды в другую и о преломлении света на границе двух 

сред. Далее аналогичные (но более общие) вариационные задачи исследовались Ньютоном (задача 

о наименьшей поверхности вращения, 1685 г.), Д. Бернулли (задача о брахистохроне) и др. 

Теоретико-групповая точка зрения Ф. Клейна, изложенная в его «Эрлангенской программе» 

(1872), то есть: геометрия – учение об инвариантах групп преобразований, в применении к дифференци-

альной геометрии была развита Э. Картаном, который построил теорию пространств проективной связ-

ности и аффинной связности. 

Основная задача дифференциальной геометрии состоит в нахождении и описании дифференци-

альных инвариантов геометрических структур. Необходимым аппаратом здесь является исчисление 

струй. Это понятие интенсивно использовалось в теории геометрических структур высшего порядка 
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в работах В.В. Вагнера, Г.Ф. Лаптева, Л.Е. Евтушика, М.О. Рахулы, а в последнее время в теории осо-

бенностей гладких отображений М. Голубицким, В. Гийеминым и геометрической теории нелинейных 

дифференциальных уравнений А.М. Виноградовым, В.В. Лычагиным. Представленная работа является 

продолжением работ авторов [9, 10, 13, 16–20]. 

Определения и постановка задачи. Введем обозначения для дифференциально-геометрических 

структур, используемых в работе: mX  – гладкое многообразие размерности m; n
mT X – гладкое рассло-

енное пространство скоростей порядка n с базой расслоения mX ;  : n
mL T X → ℜ  – невырожденная 

функция в точке n n
x mv T X∈  [9]. 

Пусть 2( , ) : mnH q p ℜ →ℜ  – функция Гамильтона с 2mn  независимыми переменными  

2 1
2 1

( , ) 1 1, , 1 1, , 2 1, , 2 1,
j j

l l
q p j m l n j m l n= = = = , 

где 
_

1 1 11 1 2 1 2 1
1 1 1 2 2 21 2 1

( , ,..., ) ( ... , ... ,..., ,..., ) ( )
j j jj m m m

n n n l
p p p p p p p p p p p p p p= = = =  1 1,j m=   1 1,l n= ; 

_
2 2 22 1 2 1 2 1

1 1 1 2 2 21 2 2
( , ,..., ) ( ... , ... ,..., ,..., ) ( )

j j jj m m m
n n n l

q q q q q q q q q q q q q q= = = =    2 1,j m=   2 1,l n= . 

Далее, 
1

1
1 1 1

( , )
( , ) ( , )

n m m
j j j

nk k j
k j j n

H q p
L p q H p q p q p

p

−

+
= = =

∂= − + + ⋅
∂

∑ ∑ ∑  – функция Лагранжа, двойственная 

к функции Гамильтона. 
 

Определение 1. Система функций { } { },( )
i i

n k k nP p n p= = ,  

( )

, ( )
0

( ,..., )
( ) ( 1) ( )

p
n k

i i l l
k k n t l k i

l

L x x
p n p D

x

−

+
=

∂= = −
∂

∑ , 0, , 1,k n i m= = , 

называется обобщенным импульсом ранга n для функции : p
mL T X → ℜ  в локальных координатах (x) 

базы mX  расслоения  p
mT X , где 

( )

( , ,..., )
p

L x x x
•

 – локальная запись функции L  при выборе локальных 

координат ( )x  в базе mX  расслоения p
mT X . 

Функция ,
i
k np  –  k-я компонента обобщенного импульса nP  ранга n  по i-й координате или им-

пульс порядка k  (k-импульс) по i-й координате обобщенного импульса nP  ранга n . 

 

Постановка задачи. Исследуем свойства функции Гамильтона 2( , ) : mnH q p ℜ →ℜ  2mn  незави-

симых переменных 
2 1

2 1
( , ) 1 1, , 1 1, , 2 1, , 2 1,

j j
l l

q p j m l n j m l n= = = =  и функции Лагранжа, двойственной 

к функции Гамильтона 
1

1
1 1 1

( , )
( , ) ( , )

n m m
j j j

nk k j
k j j n

H q p
L q p H q p p q p

p

−

+
= = =

∂= − + + ⋅
∂

∑ ∑ ∑ , а также связи между этими 

функциями 2( , ) : mnH q p ℜ →ℜ , ( , )L p q . 

Имеет место следующая теорема. 

Теорема 1.   Пусть 1 2( , ,..., )
i i

mx S x x x= , здесь : ( ) ( )S x x→  – гладкое невырожденное преобразо-

вание координат в базе гладкого многообразия mX  расслоения скоростей порядка ,  max( , )p
mT X p s l≥ , 

1,i m= , тогда  

_
( ) ( 1)_ _

( )

1

( )
( ) ( ) ( , ,..., ) 1,

k j kim
k i k i
t j

j

x x
D x x x x x f x x x k

x

−•

=

∂= = + ≥
∂

∑                                       (1) 

где 

( 1)_

( , ,..., )

k

f x x x

−•
 – некоторая гладкая функция, аргументы которой 

( 1) ( ) ( )1 ( )_

, ,..., , ( ,..., ),

k s s s m

x x x x x x

−•
=  

( )

,

s j
js

tx D x=  
________

0, 1 .s k= −  
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Доказательство проведем методом математической индукции. База индукции 1k = , тогда 

_ _
(1)_

1 (1)

1 1

( ) ( )
( ) ( )

j ji im m
i i

t j j
j j

x x x x
D x x x x x x

x x

•

= =

∂ ∂= = =
∂ ∂

∑ ∑ . 

Доказано. 

Рассмотрим утверждение теоремы 1 для k = 2 
_ _ _ _

(1) 2_
2 (2) 1 1 1

1 1 1 1

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

j lj j ji i i im m m m
i i

t t t tj j j l j
j j l j

x x x x x x x x
D x x x x D x D x D x x x

x x x x x

• •• •

= = = =

∂ ∂ ∂ ∂= = = + = +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∑ ∑ ∑∑  

_ _ _
2

1 1 1 1

( ) ( ) ( )
( , ) , ( , ) .

j j jli i im m m m

j j l j
j j l j

x x x x x x
x x f x x f x x x x

x x x x

•• •• •• • •

= = = =

∂ ∂ ∂+ = + =
∂ ∂ ∂ ∂

∑ ∑ ∑∑   Доказано для 2k = .  

Индуктивный переход.  

Пусть 

_
( ) ( 1)_ _

( )

1

( )
( ) ( ) ( , ,..., )

k j kim
k i k i
t j

j

x x
D x x x x x f x x x

x

−•

=

∂= = +
∂

∑ . Тогда 

_ _
( ) ( 1) ( ) ( 1)_ _ _

1 1 ( )

1 1

( ) ( )
( ) ( ) ( ( , ,..., ) ) ( ) ( ( , ,..., ))

k j k k j ki im m
k i k i
t t t t tj j

j j

x x x x
D x x D x x D x f x x x D x D f x x x

x x

− −• •
+

= =

∂ ∂= = + = + =
∂ ∂

∑ ∑  

_ _
( ) ( ) ( 1)_

1

( ) ( )
( ) ( ) ( ( , ,..., )).

k j k j ki im

t t tj j
j

x x x x
D x D x D f x x x

x x

−•

=

∂ ∂= + +
∂ ∂

∑                                        (2) 

Поскольку 

_ _ _
2

1 1

( ) ( ) ( )
( ) ( )

l li i im m

t j l j l j
l l

x x x x x x
D x x

x x x x x

• •

= =

∂ ∂ ∂ ∂= =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∑ ∑  и 

( ) ( 1)

( )

k j k j

tD x x

+
= , то сумма (2) равна 

_ _
( ) ( ) ( 1)_

1

( ) ( )
( ) ( ) ( ( , ,..., ))

k j k j ki im

t t tj j
j

x x x x
D x D x D f x x x

x x

−•

=

∂ ∂+ + =
∂ ∂

∑  

( 1)_ _ _
( ) ( 1) ( 1).2 1

( )
1 1 0 1

( ) ( ) ( , ,..., )
( )

k
k j k j s jli im m k m

l j j s j
j l s j

x x x x f x x x
x x x x

x x x
x

−•
+ +−

= = = =

∂ ∂ ∂= + + =
∂ ∂ ∂ ∂

∑ ∑ ∑ ∑  

_
( 1) ( )_

1

( )
( , ,..., ), 0 1 1 1 1 .

k j kim

j
j

x x
x f x x x s k k

x

+ •

=

∂= + + ≤ + ≤ − + =
∂

∑                                       (3) 

В формуле (3) сгруппируем члены 

_
( 1) ( )_

1

( )
( , ,..., ), 0 1 1 1 1

k j kim

j
j

x x
x f x x x s k k

x

+ •

=

∂ + + ≤ + ≤ − + =
∂

∑ , где  

( 1)_ _
( ) ( ) ( 1)2 1_

( )
1 1 0 1

( ) ( , ,..., )
( , ,..., ) ( )

k
k k j s jlim m k m

l j s j
j l s j

x x f x x x
f x x x x x x

x x
x

−•
+• • −

= = = =

∂ ∂= +
∂ ∂ ∂

∑ ∑ ∑ ∑ .  

Теорема 1 доказана. 
 

Теорема 2.  Пусть 1 2( , ,..., ),i i
mx S x x x=  : ( ) ( )S x x→  – гладкое невырожденное преобразование 

координат в базе гладкого многообразия mX  расслоения скоростей порядка , max( , ),p
mT X p s l≥ 1,i m= , 

тогда  

( )
( )

1
( )

( ) !
, , ! ,( , ,..., ) ! ( )!

0, .

i kk p k p p
k i tk kj

j
p j

x x k
C D C k j k px x x x p k px

x k p

• −

=

  ∂⋅ = = ≥  ∂    ⋅ −= ∂  
∂ <

∏
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Доказательство. При k p<  по Теореме 1 имеем   

_
( ) ( ) ( 1)_

( ) ( )

1

( )
( , ,..., ) ( ) ( , ,..., ) 1

k k l kim
k i k i

l
l

x x
x x x x x x x f x x x k

x

−• •

=

∂= = + ≥
∂

∑ , поэтому 

( ) _
( ) ( 1)( ) _

( ) ( )
1

( , ,..., ) ( )
( ( , ,..., )) 0.

k
k l kk i im

p j p j l
l

x x x x x x
x f x x x

x
x x

•
−•

=

∂ ∂ ∂= + =
∂∂ ∂

∑  

При k p≥  доказательство проведем методом математической индукции. База индукции k p= . 

Тогда по Теореме 1 имеем  

( ) _
( ) ( 1)( ) _

( ) ( )
1

( , ,..., ) ( )
( ( , ,..., ))

k
k l kk i im

p j p j l
l

x x x x x x
x f x x x

x
x x

•
−•

=

∂ ∂ ∂= + =
∂∂ ∂

∑  

( ) ( 1)_ _ _ _

( ) ( )
1 1

1,( ) ( , ,..., ) ( ) ( )
( ) , символ Кронекера.

0,

k l k
i i im m

l l
j jl k j k j l j

k k

j lx x x f x x x x x x x

j lx x x
x x

−•

= =

=∂ ∂ ∂ ∂ ∂ = + = δ = δ = −
≠∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∑ ∑  

База индукции доказана.  

Индуктивный переход: пусть утверждение теоремы 2 справедливо при k p≥ . 

Введем функции 

( ) ( )
( )( , ,..., ) ( , ,..., )

k k
i k i
kF x x x x x x x

• •
= , 

( 1) ( 1)
( )

( )
1 0

( )

k i s lim k
k i i k

t t k s l
l s

F
x D x D F x

x

+ +

= =

∂
= = =

∂
∑∑ , тогда 

( )
( 1) ( 1)2( 1) ( 1)

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 0 1 0

( , ,..., )
( ) ( )

l
s l s li i ik i s lm k m k

k k k

p j p j s l p j s l s l p j
l s l s

F F Fx x x x x
x x

x x x x x x x

•
+ ++ +

= = = =

∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂= = + =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∑∑ ∑∑  

=

( 1) ( 1)2 2
1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( 1)
1 0 1 0

( ) ( ) .

s l s li i i im k m k
s lk k k k
p jp j s l s l s l p j p j

l s l s

F F F F
x x

x x x x x x

+ +
+

−
= = = =

∂ ∂ ∂ ∂
+ δ δ = +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∑∑ ∑∑                         (4) 

По предположению индукции )
)(

(
),...,,(

_

)()(

)(.
)(

j

i
pk

t
p
kjp

i
k

jp

k

ik

x

xx
DС

x

F

x

xxxx

∂

∂=

∂

∂=

∂

∂ −
. Значит, сумма (4) равна 

=
∂

∂+
∂

∂

∂

∂=
∂

∂+
∂∂

∂ −−−−

= =
−

+

= =
∑∑∑∑ )

)(
()))

)(
((()(

_

)1(1
)(

1 0
)()1(

)1(

1 0
)()(

2

j

i
pk

t
p
k

ls

tj

i
pk

t

m

l

k

s
ls

p
kjp

i
k

lsm

l

k

s
jpls

i
k

x

xx
DСxD

x

xx
D

x

С

x

F
x

xx

F
 

_
( ) ( )._

1 ( 1)

( )
1 0

( ) ( )
( ( ( )( , ,..., )) ) ( ).

k p s li ik pm
p k p p k p

t t tk ks l j j
l s

x x x x
С D x x x D x С D

x x
x

−−
− − − −

= =

∂ ∂ ∂= +
∂ ∂∂

∑ ∑                     (5) 

Известно, что  

1
1

! ! ! ( 1)!
(1 ) .

!( )! ( 1)!( ( 1))! !( )! 1 !( 1)!

p p p
k k k

k k k p k
C С C

p k p p k p p k p k p p k p

−
+

++ = + = + = =
− − − − − − + − +

       (6) 

Тогда 

( ) ( ) ( )_ _

( )
1 0

( ) ( )
( )( , ,..., ) ( ( )( , ,..., )) ).

k p k p s li ik pm
k p k p
t t tj s l j

l s

x x x x
D x x x D x x x D x

x x
x

− −• •−
− −

= =

∂ ∂ ∂=
∂ ∂∂

∑ ∑                      (7) 
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Учитывая формулы (6) и (7), получим выражение для суммы (5): 

_
( ) ( )_

1 ( 1)

( )
1 0

( ) ( )
( ( ( )( , ,..., )) ) ( )

k p s li ik pm
p k p p k p

t t tk ks l j j
l s

x x x x
С D x x x D x С D

x x
x

−•−
− − − −

= =

∂ ∂ ∂+ =
∂ ∂∂

∑ ∑  

_ _ _

1 ( 1) 1 1 1
1

( ) ( ) ( ) ( )
( ( )) ( ) ( ) ( ) ( )

i i i i
p k p p k p p p k p p k p

t t t t tk k k k kj j j j

x x x x x x x x
C D D С D C С D C D

x x x x

− − − − − + − + −
+

∂ ∂ ∂ ∂= + = + =
∂ ∂ ∂ ∂

. 

Теорема 2 доказана. 

Пусть ( , )H q p  – функция Гамильтона зависит от 2mn  независимых переменных 

2 1
2 1

( , ), 1 1, , 1 1, , 2 1, , 2 1,
j j

l l
q p j m l n j m l n= = = = , при этом нижние индексы меняются от 1 до n, верхние 

индексы меняются от 1 до m 
1 1 11 1 2 1 2 1

1 1 1 2 2 21 2 1
( , ,..., ) ( ... , ... ,..., ,..., ) ( )

j j jj m m m
n n n l

p р p p p p p p p p p p p p= = = = , 1 1,j m= , 1 1,l n= ; 

2 2 22 1 2 1 2 1
1 1 1 2 2 21 2 2

( , ,..., ) ( ... , ... ,..., ,..., ) ( ),
j j jj m m m

n n n l
q q q q q q q q q q q q q q= = = =   2 1,j m= , 2 1,l n= . 

 

Теорема 3. Пусть , 1, , , 1,s k n i j m= = . Тогда   

1)             

1 1

1 11

1 1

(1 ) , 1, 1, , , 1,

(1 ), , 1, , , 1, ;

(1 ) , 2 , 1, , , 1,

i k
j s j s

i kk
j s si i ks s j s

s k n i j mq
s k n i j m

q s n k n i j m

+
++

+

 − δ δ δ = = =∂ = = δ δ − δ = =
∂  − δ δ δ ≤ ≤ = =

            (8) 

2)                                                          0, , 1, , , 1, ;

j j
k n

i i
s s

p p
s k n i j m

q q

∂ ∂
= = = =

∂ ∂
                                                        (9) 

3)                                                                              

j
j kk

sii
s

p

p

∂
= δ δ

∂
,                                                                        (10) 

где 
1,

символ Кронекера.
0,

α
β

α = βδ = −
α ≠ β

 

Доказательство. Прибавим 1 к обеим частям двойного неравенства  1 1 2 1 ,k n k n≤ ≤ − ⇒ ≤ + ≤  

1 s n≤ ≤ , поэтому при 1s =  

1 1 11 0 1 1 1 (1 ) , , 1, ,

j
i kk

s s j si
s

q
i j m

q

++∂
= = − = − δ = − δ δ δ =

∂
 

где 
1

1, 1 1, 1
символ Кронекера.

0, 1 0, 2
s

s s

s s

= =  δ = = − 
≠ ≥  

 

То есть при 1s =  проверена  справедливость формулы (7), 

где 
1,

0,

i
j

i j

i j

=δ = 
≠

, 
1

1, 1
символ Кронекера.

0, 1

k
s

s k

s k

+
= +δ = −
≠ +

  

При ns ≤≤2  
1 1 11

1, ( ) ( 1)
(1 ), , 1,

0, ( ) ( 1)

j
i k i kk
j s j s si

s

i j s kq
i j m

q i j s k

+ ++
= ∧ = +∂ = = δ δ = δ δ − δ =

∂ ≠ ∨ ≠ +
 или  

1 1

1 11

1 1

(1 ) , 1, 1, , , 1,

(1 ), , 1, , , 1, .

(1 ) , 2 , 1, , , 1,

i k
j s j s

i kk
j s si i ks s j s

s k n i j mq
s k n i j m

q s n k n i j m

+
++

+

 − δ δ δ = = =∂ = = δ δ − δ = =
∂  − δ δ δ ≤ ≤ = =
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Вторая и третья части теоремы очевидны: 

0=
∂
∂=

∂
∂

i
s

j
n

i
s

j
k

q

p

q

p
, , 1, , , 1,s k n i j m= = , так как переменные p, q независимы; 

k
s

j
ii

s

j
k

skji

skji

p

p
δδ=





≠∨≠
=∧=

=
∂
∂

)()(,0

)()(,1
, условие во второй строке очевидно является отрицанием усло-

вия в первой:  )()()()()()( skjiskjiskji ≠∨≠==∨===∧= . 

Теорема 3 доказана. 
 

Теорема 4.  Пусть ( , )q p  – 2mn  независимых переменных 
2 1

2 1
( , ) 1 1, ,

j j
l l

q p j m=  1 1, ,l n=  2 1, ,j m=  

2 1,l n= . Тогда при 1, , , 1,s n i j m= =  и произвольных 
j

k
p ∈ℜ  выполнено соотношение 

1 1
1 1 1 1 1 1 1

1 1
1 1 1 1

( (1 ) (1 ) (1 ) (1 )(1 ),
n m n m

j ji k i k i i
s j s s j s s s s s nk k

k j k j

p p p p
− −

+ +
− −

= = = =
− δ δ δ = − δ δ δ = − δ = − δ − δ∑∑ ∑ ∑             (11) 

где 
1

1, 1 1, 1
символ Кронекера;

0, 1 0, 2
s

s s

s s

= =  δ = = − 
≠ ≥  

 

1,
символ Кронекера;

0,

i
j

i j

i j

=δ = −
≠

 

1
1, 1

символ Кронекера.
0, 1

k
s

s k

s k

+
= +δ = −
≠ +

  

Доказательство. Так как 1(1 )s− δ  не зависит от индексов суммирования ,k j , то  

1 1
1 1 1 1

1 1 1 1

( (1 ) (1 ) .
n m n m

j ji k i k
s j s s j sk k

k j k j

p p
− −

+ +

= = = =
− δ δ δ = − δ δ δ∑∑ ∑ ∑  

При 1s =  
1

1 1 1

1 1

(1 ) 1 1 0 (1 ) 0
n m

j i k
s s j sk

k j

p
−

+

= =
− δ = − = ⇒ − δ δ δ =∑ ∑  1

1 1(1 ) 0 0i i
s s sp p− −− δ = ⋅ =  и утверждение 

теоремы 4 выполнено.  

При 2 1 1n s s≥ ≥ ⇒ − ≥  1 1 1
1 10, 1 1 0 1 (1 )i i

s s s s sp p− −δ = − δ = − = ⇒ − δ =  – правая часть; 

111 1
1 1 1

, ( ) ( 1 )
(1 ) (1 0)

0, ( ) ( 1 )

j i i
sk sj i k i i i

j s s s s sk

p p j i k s
p p p p

j i k s

=
−= −+

− − −

 = = ∧ + =δ δ = ⇒ − δ = − =
 ≠ ∨ + ≠

 – левая часть 

утверждения.  

При 1 11 1 ( 1, ) 1n sn s s n= ⇒ = = ⇒ δ = δ = , поэтому   

1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1(1 )(1 ) (1 )(1 ) 0 (1 )i i i

s s np p p− − −− δ − δ = − δ − δ = = − δ . 

При 1 1 1 1 1
1 11 0 (1 ) (1 0) 1 (1 ) (1 )(1 )i i

n n s s s s nn p p− −> ⇒δ = ⇒ − δ = − = ⇒ − δ = − δ − δ . 

Формула (11) проверена. Теорема 4 доказана. 

 

Рассмотрим функцию 
1

1
1 1 1

( , )
( , ) ( , )

n m m
j j j

nk k j
k j j n

H q p
L p q H p q p q p

p

−

+
= = =

∂= − + + ⋅
∂

∑ ∑ ∑ . 
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Теорема 5. Пусть
1

1
1 1 1

( , )
( , ) ( , )

n m m
j j j

nk k j
k j j n

H q p
L p q H p q p q p

p

−

+
= = =

∂= − + + ⋅
∂

∑ ∑ ∑ , тогда имеют место следу-

ющие равенства: 

1. 
2

1 1
1

1

( , ) ( , )
(1 )(1 )

m
i j
s n s ni i j i

js s n s

L q p H q p H
p p

q q p q
−

=

∂ ∂ ∂= − + − δ − δ +
∂ ∂ ∂ ∂

∑ ,  (12) 

2. 
2

1
1

1

( , ) ( , )
(1 )(1 )

m
s i s j

n n s n ni i i j i
js s n n s

L q p H q p H H
q p

p p p p p
+

=

∂ ∂ ∂ ∂= − + − δ − δ + δ +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∑ ,  (13) 

где 
1,

символ Кронекера.
0,

α
β

α = βδ = −
α ≠ β

 

Доказательство: 
21

1
1

1 1 1

( , ) ( , ) ( , )
( ) ( ).

j j jn m m
j j jk k n

nk ki i i i i j j i
k j js s s s s n n s

p q pL q p H q p H q p H
q p p

q q q q q p p q

−
+

+
= = =

∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂= − + + + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∑ ∑ ∑  

По теореме 3, 0

j j
k n

i i
s s

p p

q q

∂ ∂
= =

∂ ∂
,  так как переменные p, q независимы, перепишем равенства: 

1 1

1 11

1 1

(1 ) , 1, 1, , , 1,

(1 ), , 1, , , 1,

(1 ) , 2 , 1, , , 1,

i k
j s j s

i kk
j s si i ks s j s

s k n i j mq
s k n i j m

q s n k n i j m

+
++

+

 − δ δ δ = = =∂ = = δ δ − δ = =
∂  − δ δ δ ≤ ≤ = =

, 

поэтому 
21

1
1

1 1 1

( , ) ( , ) ( , )
( ) ( ).

j j jn m m
j j jk k n

nk ki i i i i j j i
k j js s s s s n n s

p q pL q p H q p H q p H
q p p

q q q q q p p q

−
+

+
= = =

∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂= − + + + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∑ ∑ ∑  

21
1 1

1
1 1 1

( , ) ( , ) ( , )
(1 ) ( ) ( )

j j jn m m
j j jk k n

n nk ki i i i i j j i
k j js s s s s n n s

p q pL q p H q p H q p H
q p p

q q q q q p p q

−
+

+
= = =

∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂= − + − δ + + + =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∑ ∑ ∑

21
1 1

1 1 1

( , )
(1 ) ( ) ( )

jn m m
j jk

n nki i j i
k j js s n s

qH q p H
p p

q q p q

−
+

= = =

∂∂ ∂= − + − δ + =
∂ ∂ ∂ ∂

∑ ∑ ∑

21
1 1 1

1 1 1

( , )
(1 ) ( (1 ) )

n m m
j i k j

n s j s nki j i
k j js n s

H q p H
p p

q p q

−
+

= = =

∂ ∂= − + − δ − δ δ δ + =
∂ ∂ ∂

∑ ∑ ∑

21
1 1 1

1 1 1

( , )
(1 )(1 )

n m m
j i k j

n s j s nki j i
k j js n s

H q p H
p p

q p q

−
+

= = =

∂ ∂= − + − δ − δ δ δ + =
∂ ∂ ∂

∑ ∑ ∑

2
1 1

1
1

( , )
(1 )(1 ) .

m
i j

n s s ni j i
js n s

H q p H
p p

q p q
−

=

∂ ∂= − + − δ − δ +
∂ ∂ ∂

∑  

По теореме 4, 
1 1

1 1 1 1 1
1

1 1 1 1

( (1 ) (1 ) (1 )
n m n m

j ji k i k i
s j s s j s s sk k

k j k j

p p p
− −

+ +
−

= = = =
− δ δ δ = − δ δ δ = − δ∑ ∑ ∑ ∑ , поэтому

2 21
1 1 1 1 1

1
1 1 1 1

( , ) ( , )
(1 )(1 ) (1 )(1 ) .

n m m m
j i k j i j

n s j s n s n s nki j i i j i
k j j js n s s n s

H q p H H q p H
p p p p

q p q q p q

−
+

−
= = = =

∂ ∂ ∂ ∂− + − δ − δ δ δ + = − + − δ − δ +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∑∑ ∑ ∑  

Формула (12) проверена. Первая часть теоремы 5 доказана. 

1 1
1

1 1
1 1 1 1 1 1

( , ) ( , )
( , ) ( , ) ( , ) (1 ) .

n m m n m m
j j j jj j

n n nk k k kj j
k j j k j jn n

H q p H q p
L p q H p q p q p H p q p q p

p p

− −

+ +
= = = = = =

∂ ∂= − + + ⋅ = − + − δ + ⋅
∂ ∂

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑  

21
1 1

1
1 1 1

( , ) ( , ) ( , )
(1 ) ( ) ( ).

j j jn m m
j j jk k n

n nk ki i i i i j j i
k j js s s s s n n s

p q pL q p H q p H q p H
q p p

p p p p p p p p

−
+

+
= = =

∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂= − + − δ + + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∑ ∑ ∑  
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Так как 
1, ( ) ( ), , 1, , , 1,

0, ( ) ( ), , 1, , , 1,

j
j kk

sii
s

s k i j s k n i j mp

p s k i j s k n i j m

 = ∧ = = =∂ = = δ δ
∂  ≠ ∨ ≠ = =

 и 1 0

j
k

i
s

q

p

+∂
=

∂
, то 

21
1 1

1
1 1 1

( , ) ( , )
(1 ) ( ) ( )

j j jn m m
j j jk k n

n nk ki i i i j j i
k j js s s s n n s

p q pH q p H q p H
q p p

p p p p p p p

−
+

+
= = =

∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂− + − δ + + + =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∑ ∑ ∑  

21
1

1
1 1 1

( , ) ( , )
(1 ) ( ) ( )

n m m
j j jk n j

n s s ni iki j j i
k j js n n s

H q p H q p H
q p

p p p p

−

+
= = =

∂ ∂ ∂− + − δ δ δ + δ δ + =
∂ ∂ ∂ ∂

∑ ∑ ∑  

2
1

1
1

( , ) ( , )
(1 )(1 ) .

m
js n j

n n s nsi i j i
js n n s

H q p H q p H
q p

p p p p
+

=

∂ ∂ ∂= − + − δ − δ + δ +
∂ ∂ ∂ ∂

∑  

Формула (13) проверена. Теорема 5 доказана.    

Теорема 6. Пусть 
( )

( , ,..., )
k

f x x x
•

 – локальная запись гладкой функции : n
mf T X → ℜ  в локальных 

координатах в базе mX  расслоения n
mT X . Тогда 

( )
( ) ( ) ( 1)

( )
1

( , ,..., )
( , ,..., ) ( , ,..., ) , 1

k
mk k p j k p

p
t k j

j

f x x x
D f x x x x a x x x p

x

•
+ + −• •

=

∂= ⋅ + ≥
∂

∑ . 

Доказательство проведем по индукции по индексу p . База индукции 1p = . 

( )
( ) ( )

1 ( 1)

( )
0 1

( , ,..., )
( , ,..., ) ( , ,..., )

k
k mk k

s j
t t s j

s j

f x x x
D f x x x D f x x x x

x

•
• • +

= =

∂= = =
∂

∑ ∑  

( ) ( )
1

( 1) ( 1)

( ) ( )
0 1 1

( , ,..., ) ( , ,..., )
.

k k
k m m

s j k j

s j k j
s j j

f x x x f x x x
x x

x x

• •
−

+ +

= = =

∂ ∂= +
∂ ∂

∑ ∑ ∑  

При 1 1s k s k≤ − ⇒ + ≤ , поэтому 

( )

( )

( , ,..., )
k

s j

f x x x

x

•
∂

∂
, ( 1)s jx +  и произведение 

( )

( 1)

( )

( , ,..., )
k

s j

s j

f x x x
x

x

•
+∂

∂
 за-

висят от производных порядка не выше k , значит и вся сумма 

( )
1( 1 1) ( )

( 1)

( )
0 1

( , ,..., )
( , ,..., ) ( , ,..., )

k
k mk k

s j

s j
s j

f x x x
a x x x a x x x x

x

•
−+ −• • +

= =

∂= =
∂

∑ ∑  

также зависит от производных порядка не выше k . Значит,  

( ) ( ) ( )
1( ) ( )

1 ( 1) ( 1) ( 1)

( ) ( ) ( )
0 1 1 1

( , ,..., ) ( , ,..., ) ( , ,..., )
( , ,..., ) ( , ,..., ) .

k k k
k m m mk k

s j k j k j
t s j k j k j

s j j j

f x x x f x x x f x x x
D f x x x x x a x x x x

x x x

• • •
−• •+ + +

= = = =

∂ ∂ ∂= + = +
∂ ∂ ∂

∑ ∑ ∑ ∑  

База индукции проверена.  

Индуктивный переход: пусть утверждение верно для p , то есть 

( )
( ) ( ) ( 1)

( )
1

( , ,..., )
( , ,..., ) ( , ,..., ).

k
mk k p j k p

p
t k j

j

f x x x
D f x x x x a x x x

x

•
+ + −• •

=

∂= ⋅ +
∂

∑  

Докажем, что оно верно для 1p + , то есть имеет место равенство: 

( ) ( )
( ) ( 1) ( 1 1) ( 1) ( )

1

( ) ( )
1 1

( , ,..., ) ( , ,..., )
( , ,..., ) ( , ,..., ) ( , ,..., ).

k k
m mk k p j k p k p j k p

p
t k j k j

j j

f x x x f x x x
D f x x x x a x x x x a x x x

x x

• •
+ + + + − + + +• • •+

= =

∂ ∂= ⋅ + = ⋅ +
∂ ∂

∑ ∑  
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По предположению индукции имеем 
( )

( ) ( ) ( ) ( 1)
1

( )
1

( , ,..., )
( , ,..., ) ( ( , ,..., )) ( ( , ,..., ))

k
mk k k p j k p

p p
t t t t k j

j

f x x x
D f x x x D D f x x x D x a x x x

x

•
+ + −• • •+

=

∂= = ⋅ + =
∂

∑  

( ) ( )
( ) ( ) ( 1)

( ) ( )
1

( , ,..., ) ( , ,..., )
( ( )) ( , ,..., )

k k
m k p j k p j k p

t t tk j k j
j

f x x x f x x x
D x D x D a x x x

x x

• •
+ + + −•

=

∂ ∂= ⋅ + + =
∂ ∂

∑  

( ) ( )
( ) ( 1) ( 1)

( ) ( )
1 1

( , ,..., ) ( , ,..., )
( , ,..., ).

k k
m mk p j k p j k p

t tk j k j
j j

f x x x f x x x
D x x D a x x x

x x

• •
+ + + + −•

= =

∂ ∂= ⋅ + ⋅ +
∂ ∂

∑ ∑  

Максимальный порядок производных в каждом члене суммы 

( )
( )

( )
1

( , ,..., )
k

m k p j

t k j
j

f x x x
D x

x

•
+

=

∂ ⋅
∂

∑  равен 

max( 1, )k k p k p+ + = + , так как 1p ≥ . По доказанному утверждению при 1p =  максимальный порядок 

производных в 

( )

( )

( , ,..., )
k

t k j

f x x x
D

x

•
∂

∂
 равен 1k + , а максимальный порядок производных в 

( 1)

( , ,...,
k p

tD a x x x
+ −•

 

равен 1 1k p k p+ − + = + . Значит, 

( )
( ) ( ) ( 1)

( )
1

( , ,..., )
( , ,..., ) ( , ,..., )

k
mk p k p j k p

t tk j
j

f x x x
a x x x D x D a x x x

x

•
+ + + −• •

=

∂= ⋅ +
∂

∑  зави-

сит от производных порядка не выше k p+ . Следовательно получим 

( ) ( )
( ) ( 1) ( 1)

( ) ( )
1 1

( , ,..., ) ( , ,..., )
( , ,..., )

k k
m mk p j k p j k p

t tk j k j
j j

f x x x f x x x
D x x D a x x x

x x

• •
+ + + + −•

= =

∂ ∂⋅ + ⋅ + =
∂ ∂

∑ ∑  

( )
( 1) ( )

( )
1

( , ,..., )
( , ,..., )

k
m k p j k p

k j
j

f x x x
x a x x x

x

•
+ + +•

=

∂= ⋅ +
∂

∑ . 

Теорема 6 доказана. 

 

Теорема 7 (линейность обобщенного импульса по старшим производным). Пусть { } { },( )
i i

n k k nP p n p= = – 

импульс ранга n для функции : p
mL T X → ℜ  в локальных координатах (x) базы mX  расслоения p

mT X . 

Обозначим ( , , )b n p k  – максимальный порядок скорости в аргументах обобщенного импульса; 

( , , ) max(2 min( , ) , )b n p k p n k p= − , max 2 min( , )v n p k= − , min min( , )v n p=  

( )
( , , )

, ( )
0

( ,..., )
( ) ( , ,..., ) ( 1) ( )

p
n kb n p k

i i l l
k k n t l k i

l

L x x
p n p x x x D

x

−•

+
=

∂= = −
∂

∑ , 

где 0,min 1, 1,k v i m= − =  – компоненты импульса ранга n.  

Тогда  
( )

2 (max 1)
(max )

(min ) (min )
1

( ,..., )
( ) ( , ,..., ), 1, .

p
m v

i v j
k iv j v i

j

L x x
p n x g x x x i m

x x

−•

=

∂= + =
∂ ∂

∑                            (14) 

Доказательство. По теореме 6 максимальная степень координат по t , которые войдут в произ-

водную 

( )

( )

( ,..., )
( )

p

l
t l k i

L x x
D

x
+

∂

∂
 по порядкам скоростей при выполнении дифференцирования, равна 

max( 2 ) max(2 )l k l l k l k+ + = + = +  при условии, что , ,l n k l k p l p k l n k≤ − + ≤ ⇔ ≤ − ⇒ ≤ −  

min( , ) min( , )l p k l n k p k n p k≤ − ⇔ ≤ − − = − , 
min( , )

max (2 ) 2(min( , ) ) 2 min( , ) max .
l n p k

l k n p k k n p k v
≤ −

+ = − + = − =  
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Значит, значение наибольшего порядка скорости, которое войдет в выражение 

( )

( )
0

( ,..., )
( 1) ( )

p
n k

l l
t l k i

l

L x x
D

x

−

+
=

∂−
∂

∑ , равно 
min( , )

max( , max (2 )) max( , 2 min( , ) )) ( , , )
l n p k

p l k p n p k b n p k
≤ −

+ = − = . 

При условии max 2 min( , )v n p k p= − >  выражение (14) будет линейно по скоростям старшего по-

рядка. 

Теорема 7 доказана.   
 

Замечание. Ясно, что max 2 min( , ) min min( , )n p k n pν = − ≥ ν =  при min( , )k n p≤  и 

max 2 min( , ) min min( , )n p k n pν = − > ν =  при min( , ))k n p< . 

Условие k n≤  следует из определения импульса ранга n, а при k p>  компоненты импульса 

( )
( , , )

, ( )
0

( ,..., )
( , ,..., ) ( 1) ( ) 0

p
n kb n p k

i l l
k n t l k i

l

L x x
p x x x D

x

−•

+
=

∂= − ≡
∂

∑  (тривиальны), поэтому условие , min( , )k n k p k n p≤ ≤ ⇔ ≤  

определяет нетривиальные компоненты импульса ранга n. 
 

Теорема 8. При p n=  max 2min( , ) 2min( , ) 2n p k n n k n kν = − = − = − , min min( , ) min( , )n p n n nν = = = ,  

( , , ) max(2min( , ) , ) max(2min( , ) , ) max(2 , ) 2b n p n k p n n k p n n k n n k n n k= = = − = − = − = − , так как 

min( , ) min( , )k n p n n n≤ = = , 

(2 )
( )

2 (2 1)

( ) ( )
1

( ,..., )
( ) ( , ,..., ), 1,

n k j
n

m n k
i
k in j n i

j

L x x
p n x g x x x i m

x x

− − −•

=

∂= + =
∂ ∂

∑   при 0 1k n≤ ≤ −  

2 1n k n n− ≥ + >  и выражение 

(2 )
( )

2 (2 1)

( ) ( )
1

( ,..., )
( ) ( , ,..., ), 1,

n k j
n

m n k
i
k in j n i

j

L x x
p n x g x x x i m

x x

− − −•

=

∂= + =
∂ ∂

∑        (15) 

линейно зависят от скоростей старшего порядка 

(2 )n k j

x

−

.   

Формула (15) доказана. Теорема 8 доказана.   
 

Теорема 9. Пусть 
2

( ) ( )

( )
det( ) 0

n

n j n i

L X

x x

∂ ≠
∂ ∂

 в точке 
( )

2 2
0 00 0 0 0( , , ,..., )

n
n k n k n

n X X x x x x
• ••− −π = = , 

(2 )
2

0 00 0 0( , , ,..., )
n k

n kX x x x x
−• ••− = , 0 1k n≤ ≤ − , 2 2:n k n k n

n m mT X T X− −π →  – каноническая проекция. Тогда 

существует окрестность 2
0( )n kU X −  точки 2

0
n kX − , такая что в ее окрестности выполнены условия: 

1)                                         
(2 )

2 2

( ) ( )

( )( ) ( )
det( ) det( ) 0

n k j

i n k n
k

n j n i

p n X L X

x x
x

−

−∂ ∂= ≠
∂ ∂

∂

  2 2( )n n k n k
nX X− −= π ;         (16) 

2)                                         
(2 1)

(2 ) (2 ) ( , ,..., , ( ))
n k

n k j n k j i
kx x x x x p n

− −•− −= .                                               (17) 

Доказательство:  

(2 )

(2 ) (2 )

( )
2 (2 1)

( ) ( )
1

( ) ( ,..., )
( ( , ,..., ))

n k s

n k j n k j

n
i m n k
k

in j n i
s

p n L x x
x g x x x

x x
x x

−

− −

− −•

=

∂ ∂ ∂= + =
∂ ∂

∂ ∂
∑  

(2 )

(2 ) (2 )

( )
2 (2 1)

( ) ( )
1

( ,..., )
( ( ) ( ( , ,..., )))

n k s

n k j n k j

n
m n k

in j n i
s

L x x
x g x x x

x x
x x

−

− −

− −•

=

∂ ∂ ∂= + =
∂ ∂

∂ ∂
∑  
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(2 ) (2 )

(2 ) (2 ) (2 )

( ) ( )
2 2 (2 1)

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

( ,..., ) ( ,..., )
( ) ( ) ( ( , ,..., )))

n k s n k s

n k j n k j n k j

n n
m m m n k

in j n i n s n i
s s s

L x x L x x
x x g x x x

x x x x
x x x

− −

− − −

− −•

= = =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂= + + =
∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂
∑ ∑ ∑  

(2 )

(2 )

( )
2

( ) ( )
1

( ,..., )
( )

n k s

n k j

n
m

n j n i
s

L x x
x

x x
x

−

−
=

∂ ∂= =
∂ ∂

∂
∑

( ) ( )
2 2

( ) ( ) ( ) ( )
1

( ,..., ) ( ,..., )
n n

m
s
jn s n i n j n i

s

L x x L x x

x x x x=

∂ ∂δ =
∂ ∂ ∂ ∂

∑   

где 
1,

символКронекера.
0 ,

s
j

s j

s j

=δ = −
≠

 

Так как при 0 1 2 1k n n k n n≤ ≤ − ⇒ − ≥ + > , следовательно,  

(2 )

( )
2

( ) ( )

( ,..., )
( ) 0

n k j

n

n j n i

L x x

x x
x

−
∂ ∂ ≡ ⇒

∂ ∂
∂

(2 )

(2 )

( )
2

( ) ( )
1

( ,..., )
( ) 0

n k s

n k j

n
m

n j n i
s

L x x
x

x x
x

−

−
=

∂ ∂ =
∂ ∂

∂
∑ . 

Поскольку 2 2 1n k n k− ≥ − −   при любых целых n и k, следовательно 
(2 )

(2 1)

( ( , ,..., )) 0
n k j

n k

ig x x x

x

−

− −•∂ =

∂

.  

Первое равенство в формуле (16) доказано, первая часть теоремы 9 доказана. 

В силу условий первой части теоремы 9 (формула (16) имеем  

(2 )

2 2 2 2
2 0 0
0 ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ( ))
det( )( ) det( ) det( ) 0

n k j

i n n k n k
n kk n

n i n j n i n j

p n L X L X
X

x x x x
x

−

− −
−∂ ∂ ∂ π

= = ≠
∂ ∂ ∂ ∂

∂

,  

то из гладкости функций 2 2:n k n k n
n m mT X T X− −π → , : n

mL T X → ℜ  и гладкости композиции 

2 2:n k n k
n mL T X− −π → ℜ�  следует, что существует окрестность 2

0( )n kU X − , точки 2
0

n kX − , такая что 

2 2 2
2 2

0( ) ( )

( ( ))
det( ) 0 ( )

n k n k
n k n kn

n i n i

L X
X U X

x x

− −
− −∂ π

≠ ∀ ∈
∂ ∂

, 
(2 )

2 ( , , ,..., )
n k

n kX x x x x
−• ••− = , по теореме о неявной 

функции в окрестности 2
0( )n kU X −  точки  2

0
n kX −   

(2 1)
(2 ) (2 ) ( , ,..., , ( ))

n k
n k j n k j i

kx x x x x p n
− −•− −= . 

Формула (17) и теорема 9 доказана. 

 

Замечание. В теореме 8 условие 0 1k n≤ ≤ −  было существенно, так как из неравенства 

0 1 2 1k n n k n n≤ ≤ − ⇒ − ≥ + >  следует равенство 0: 

(2 )

( )
2

( ) ( )

( ,..., )
( ) 0

n k j

n

n j n i

L x x

x x
x

−
∂ ∂ ≡ ⇒

∂ ∂
∂

(2 )

(2 )

( )
2

( ) ( )
1

( ,..., )
( ) 0

n k s

n k j

n
m

n j n i
s

L x x
x

x x
x

−

−
=

∂ ∂ =
∂ ∂

∂
∑ . 

Для k n=  этого утверждать уже нельзя. Но тем не менее, аналогичное утверждение справедливо 

и для k n= . 

 

Теорема 10. Пусть  2: mnH ℜ →ℜ  – функция 2mn  независимых переменных 
2 1

2 1
( , ) 1 1, ,

j j
l l

q p j m=  

1 1, , 2 1, , 2 1,l n j m l n= = =  и выполняется условие 

2 ( , )
det( ) 0, , 1,

i i
n n

H q p
i j m

p p

∂ ≠ =
∂ ∂

 в окрестности 0 0( , )U q p  точки 0 0( , )q p . 

Тогда 

1) замена переменных ( ) ( , )
, 1,i n i

n i
n

H q p
p x i m

p

∂→ = =
∂

 является невырожденной в окрестности точ-

ки 0 0( , )q p  и справедливо  
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( ) 2 ( , )n i

j j i
n n n

x H q p

p p p

∂ ∂=
∂ ∂ ∂

;                                                                  (18) 

2) локально существует обратная замена 

( )
1 2,..., 1 2 1( , , , ,..., , )i i n

n n n np p q q q p p p x−= ;                                                 (19) 

3) имеет место формула свертки  

2

( )
1

1,( , )
символ Кронекера

0 ,

sm
in
ji s n j

s n n

i jpH q p

p p x i j=

=∂∂ ⋅ = δ = −
∂ ∂ ∂ ≠

∑ .                                (20) 

Доказательство. 
( ) 2

( ) ( , ) ( , ) ( , )
( )

n i
n i

i j j i j i
n n n n n n

H q p x H q p H q p
x

p p p p p p

∂ ∂ ∂ ∂ ∂= ⇒ = =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

Выражение (18) проверено. 

Так как 
2 ( , )

det( ) 0
j i

n n

H q p

p p

∂ ≠
∂ ∂

, то по теореме об обратной функции существует обратная замена 

( )
1 2,..., 1 2 1( , , , ,..., , )i i n

n n n np p q q q p p p x−= ,                                                  (21) 

и значит, первые 2 части утверждения доказаны. 

Продифференцируем соотношения  

( ) ( ) ( )
1 1 1 1 2,..., 1 2 1( ,..., , ,..., , ( , , , ,..., , )) , , , 1,n i n n i

n n n n nx q q p p p q q q p p p x x i l j m− − ≡ = . 

Учитывая, что  
( ) 2 ( )

( )

( , )
; 0 1, ; 0 1, 1

ln i n i
s

l l i l n j
n n n s

px H q p x
s n s n

p p p q x

∂∂ ∂ ∂= = = = = −
∂ ∂ ∂ ∂

, 

( ) ( ) ( ) ( )1

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1 1

l l ln i n i n i n in m n m m
i s s n
jn j l n j l n j l n j

s l s l ls s n

q p px x x x

x q x p x p x

−

= = = = =

∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂= δ = + + =
∂ ∂ ∂

∑∑ ∑∑ ∑  

( ) 2

( ) ( )
1 1

( , )
l ln im m
n n

l n j l i n j
l ln n n

p px H q p

p x p p x= =

∂ ∂∂ ∂= =
∂ ∂ ∂

∑ ∑ . 

Что доказывает формулу (20) и теорему 10. 

Теорема 11. Пусть ( , )H q p  – функция 2
:

mn
H ℜ →ℜ  2mn  независимых переменных 2 1

2 1
( , )

j j
l l

q p  

1 1, ,j m=  1 1, , 2 1, , 2 1,l n j m l n= = = . И пусть функция Гамильтона в уравнении связи 

1

1
1 1 1

( , )
( , ) ( , )

n m m
j j j

nk k j
k j j n

H q p
L p q H p q p q p

p

−

+
= = =

∂= − + + ⋅
∂

∑ ∑ ∑  невырождена 
2 ( , )

det( ) 0, , 1,
i i
n n

H q p
i j m

p p

∂ ≠ =
∂ ∂

, где 

0 0( , )U q p  – окрестность  точки 0 0( , ).q p  

Тогда справедливы следующие результаты: 

1) формула замена переменных – это переход от  

( ) ( , )
, 1,i n i

n i
n

H q p
p x i m

p

∂→ = =
∂

,                                                          (22) 

является невырожденным в окрестности точки 0 0( , )q p ; 

2) локально существует обратная замена 

( )
1 2,..., 1 2 1( , , , ,..., , )i i n

n n n np p q q q p p p x−= ;                                                      (23) 

3)             
( )

1 2,..., 1 2 1 1 2,..., 1 2 1( )
( , , , ,..., , ( , , , ,..., , )) .

n i
n n n n n nn i

L q q q p p p p q q q p p p x p
x

− −
∂ =

∂
                    (24) 



ФУНДАМЕНТАЛЬНЫЕ НАУКИ. Математика                                                                                             № 4 

 

149 

Доказательство. По теореме 10, первые 2 части теоремы 11 доказаны: 

( ) 2
( ) ( , ) ( , ) ( , )

( )
n i

n i

i j j i j i
n n n n n n

H q p x H q p H q p
x

p p p p p p

∂ ∂ ∂ ∂ ∂= ⇒ = =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

. 

Так как 
2 ( , )

det( ) 0
j i

n n

H q p

p p

∂ ≠
∂ ∂

, благодаря теореме об обратной функции существует обратная замена 

переменных ( )
1 2,..., 1 2 1( , , , ,..., , )i i n

n n n np p q q q p p p x−= . 

( )
1 2,..., 1 2 1 1 2,..., 1 2 1( )

( , , , ,..., , ( , , , ,..., , ))
n

n n n n nn i
L q q q p p p p q q q p p p x

x
− −

∂ =
∂

 

1

1( )
1 1 1

( , )
( ( , ) )

n m m
j j j

nk kn i j
k j j n

H q p
H q p p q p

x p

−

+
= = =

∂ ∂= − + + ⋅ =
∂ ∂

∑ ∑ ∑  

1

1( ) ( ) ( )
1 1 1

( , )
( , ) ( ) ( )

n m m
j j j

nk kn i n i n i j
k j j n

H q p
H q p p q p

x x x p

−

+
= = =

∂ ∂ ∂ ∂= − + + ⋅ =
∂ ∂ ∂ ∂

∑ ∑ ∑                           (25) 

( ) ( )
1 1

( , ) ( , )
j jn m

k k

j n i j n i
k j k k

q pH q p H q p

x xq p= =

∂ ∂∂ ∂= − − +
∂ ∂∂ ∂

∑ ∑  

1

1 1( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

( , ) ( , )
( ) ( )) (( ) ( )).

n m m
j j j j j j

n nk k k kn i n i n i j n i j
k j j n n

H q p H q p
p q p q p p

x x x p x p

−

+ +
= = =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ + + ⋅ +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∑ ∑ ∑        (26) 

Учтем тождества 
( )

0; 1, ;

j
k

n i

q
k n

x

∂
= =

∂
 

1( ) ( )
0; 1, 1; 0

j j
k kn i n i

p k n q
x x

+
∂ ∂= = − =

∂ ∂
, поэтому формулу (26) 

можно переписать в виде 

1

1( ) ( ) ( )
1 1 1 1

( , ) ( , )
( )

j jn m n m
j jk k

k kj n i j n i n i
k j k jk k

q pH q p H q p
p q

x x xq p

−

+
= = = =

∂ ∂∂ ∂ ∂− − + +
∂ ∂ ∂∂ ∂

∑ ∑ ∑ ∑  

1

1( ) ( ) ( )
1 1 1

( , ) ( , )
( ) (( ) ( ))

n m m
j j j j

n nk kn i n i j n i j
k j j n n

H q p H q p
p q p p

x x p x p

−

+
= = =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ + ⋅ + =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∑ ∑ ∑  

( ) ( ) ( )
1 1 1

( , ) ( , ) ( , )
(( ) ( )).

jn m m
j jk

n nj n i n i j n i j
k j j n nk

pH q p H q p H q p
p p

x x p x pp= = =

∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂= − + ⋅ +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂

∑ ∑ ∑                    (27) 

С учетом теоремы 3  ( )
( ) ( )

1,,
, символ Кронекера

0,
0,

j
j j k

k kk k n i
n nn i n i

p
k nk np p

x
x x k n

k n

 ∂ = =∂ ∂  = ⋅δ = δ = −∂ 
∂ ∂ ≠ 

<

                 (28) 

(переменные ( )
1 2,..., 1 2 1, , , ,..., , n

n nq q q p p p x−  независимы), тогда выражение (27) запишем в виде 

( ) ( ) ( )
1 1 1

( , ) ( , ) ( , )
(( ) ( ))

jn m m
j jk

n nj n i n i j n i j
k j j n nk

pH q p H q p H q p
p p

x x p x pp= = =

∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂− + ⋅ + =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂

∑ ∑ ∑  

( ) ( ) ( )
1 1 1

( , ) ( , ) ( , )
(( ) ( ))

jn m m
k j jk
n n nj n i n i j n i j

k j j n nk

pH q p H q p H q p
p p

x x p x pp= = =

∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂= − δ + ⋅ + =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂

∑ ∑ ∑  

( ) ( ) ( )
1 1

( , ) ( , ) ( , )
(( ) ( ))

jm m
j jn

n nj n i n i j n i j
j jn n n

pH q p H q p H q p
p p

p x x p x p= =

∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂= − + ⋅ + =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∑ ∑  
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( ) ( ) ( )
1 1 1

( , ) ( , ) ( , )
( ) ( )

jm m m
j jn

n nj n i n i j n i j
j j jn n n

pH q p H q p H q p
p p

p x x p x p= = =

∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂= − + ⋅ + =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∑ ∑ ∑  

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
( ) ( ) ( ),

j jm m m
j jn n

n nj n i n i j n i j n i j
j j jn n n n

p pH q p H q p H q p H q p
p p

p x x p x p x p= = =

∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= − + ⋅ + =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∑ ∑ ∑       (29) 

так как 
( ) ( ) ( )

1 1

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
( ) ( ) 0

j j jm m
n n n

j n i n i j j j n i
j jn n n n

p p pH q p H q p H q p H q p

p x x p p p x= =

∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂− + ⋅ = − + =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∑ ∑ . 

Преобразуем выражение (29), получим 

2 2

( ) ( ) ( )
1 1 1 1 1 1

( , )
( ) ( ).

l lm m n m n m
j j k k

n nn i j j l n i j l n i
j j k l k ln n k n k

q pH q p H H
p p

x p p q x p p x= = = = = =

∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂= +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∑ ∑ ∑∑ ∑∑                     (30) 

Зная, что 
( )

0, 1, , , 1,
l
k

n i

q
k n i l m

x

∂
= = =

∂
 и по формуле (27) 

( ) ( )

l l
lk k
nn i n i

p p

x x

∂ ∂
= δ

∂ ∂
, где 

1,

0,

l
n

l n

l n

=δ = 
≠

– сим-

вол Кронекера, то выражение (30)  можно преобразовать: 

2 2 2

( ) ( ) ( )
1 1 1 1 1 1 1 1

( )
l l lm n m n m m n m

j jk k k
n nj l n i j l n i j l n i

j k l k l j k ln k n k n k

q p pH H H
p p

p q x p p x p p x= = = = = = = =

∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂+ = =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∑ ∑∑ ∑∑ ∑ ∑∑  

2 2

( ) ( )
1 1 1 1 1

.
l lm n m m m

j k jk n
n n nj l n i j l n i

j k l j ln k n n

p pH H
p p

p p x p p x= = = = =

∂ ∂∂ ∂= δ =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∑ ∑∑ ∑ ∑                                      (31) 

По пункту 3 теоремы 10, 
2

( )
1

1,( , )

0,

sm
in
ji s n j

s n n

i jpH q p

p p x i j=

=∂∂ ⋅ = δ = 
∂ ∂ ∂ ≠

∑ – символ Кронекера, перепишем 

формулу (31) следующим образом: 

2

( )
1 1 1 1,

0 1 .
lm m m m

j j j ij j j j i i in
n n n n n ni i ij l n i

j l j j j in n

pH
p p p p p p

p p x

==

= = = = ≠

∂∂ = δ = δ + δ = + ⋅ =
∂ ∂ ∂

∑ ∑ ∑ ∑  

Теорема 11 доказана. 

 

Теорема 12. Пусть  

1)  ( , )H q p – функция 2: mnH ℜ →ℜ  2mn  независимых переменных 
2 1

2 1
( , )

j j
l l

q p  1 1, ,j m=  1 1, ,l n=  

2 1, ,j m=  2 1,l n= . Введем сокращенные обозначения  

1 2,..., 1 2 1 1 2 1( , , ), ( , ,..., ), ( , ,..., ),n n n nq q q q p p p p P p p p− −= = =  ( )
1( , , );n

n n np p q P x−=  

2)  
2 ( , )

det( ) 0 , , 1,
i i
k k

H q p
i j m

p p

∂ ≠ =
∂ ∂

 окрестности 0 0( , )U q p  точки 0 0( , )q p . 

Тогда 

1) 

2 ( ) 2 ( )
1 1 1 1

( ) ( )
1

( , , ( , , )) ( , , ( , , ))
n nm

n n n n n n

i s n s n j
s n n

H q P p q P x L q P p q P x

p p x x

− − − −

=

∂ ∂
=

∂ ∂ ∂ ∂
∑  

1,
символ Кронекера

0,

i
j

i j

i j

== δ = −
≠

                                            (32) 

(матрицы 

2 ( )
1 1( , , ( , , ))

n
n n n

i s
n n

H q P p q P x

p p

− −∂

∂ ∂
 и 

2 ( )
1 1

( ) ( )

( , , ( , , ))n
n n n

n s n j

L q P p q P x

x x

− −∂

∂ ∂
 – взаимно-обратные); 

2)                 

2 ( ) 2 ( )
1 1 1 1

( ) ( )

( , , ( , , )) ( , , ( , , ))
0 0.

n n
n n n n n n

i s n s n j
n n

H q P p q P x L q P p q P x

p p x x

− − − −∂ ∂
≠ ⇔ ≠

∂ ∂ ∂ ∂
                        (33) 
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Доказательство. По пункту 2 теоремы 10, ( ) ( )
1 2,..., 1 2 1 1( , , , ,..., , ) ( , , ).i i n i n

n n n n n np p q q q p p p x p q P x− −= =  

Значит, ( ) ( )
1 1 1 1( , ) ( , , ( , , )), ( , ) ( , , ( , , )).n n

n n n n n nL q p L q P p q P x H q p H q P p q P x− − − −= =  

По теореме 11 
( )

1 1( )
( , , ( , , ))

n i
n n n nn i

L q P p q P x p
x

− −
∂ =

∂
,  следовательно 

2 ( ) ( )
( ) 1 1 1

1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( , , ( , , )) ( , , )
( ( , , ( , , )) .

n i n
n n n n n n

n n nn j n i n j n i n j

L q P p q P x p q P x
L q P p q P x

x x x x x

− − −
− −

∂ ∂∂ ∂ = =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

       (34) 

Равенство (34) – это аналог матрицы Якоби 

( )

( )

( ,..., )
n

i
n

n j

p x x

x

∂

∂
 – локальной записи импульсов n-го по-

рядка по старшим скоростям порядка n для функции Лагранжа : n
mL T X → ℜ , и оно может быть полу-

чено по-другому:  
( )

(2 )

, ( )
0

( ,..., )
( )( ,..., ) ( 1) ( ) 0, , 1,

n
n kn k

i i l l
k k n t l k i

l

L x x
p n x x p D k n i m

x

−−

+
=

∂= = − = = ⇒

∂
∑  

( ) ( )
(2 ) ( )

0 0

(0 ) ( )

( ,..., ) ( ,..., )
( ) ( )( ,..., ) ( )( ,..., ) ( 1) ( )

n n
n n n

i i i l l
n k n n t n i n i

L x x L x x
p n p n x x p n x x D

x x

−
= =

= +
∂ ∂

⇒ = = = − = ⇒

∂ ∂
 

( )
2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ,..., )
( ) .

n
i
n

n j n j n i n i n j n i

p L x x L

x x x x x
x

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
⇒ = =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂
 

По третьему пункту теоремы 10, имеем  

2 ( ) ( )
1 1 1

( )
1

1,( , , ( , , )) ( , , )
символ Кронекера.

0,

n s nm
in n n n n
ji s n j

s n n

i jH q P p q P x p q P x

p p x i j

− − −

=

=∂ ∂ ⋅ = δ = −
∂ ∂ ∂ ≠

∑           (35) 

Подставим 
( ) 2 ( ) 2 ( )

1 1 1 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( , , ) ( , , ( , , )) ( , , ( , , ))s n n n
n n n n n n n n

n j n j n s n s n j

p q P x L q P p q P x L q P p q P x

x x x x x

− − − − −∂ ∂ ∂
= =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 (прямое 

следствие из выражения (34) в (35): 

2

( )
1

( , )
sm
n

i s n j
s n n

pH q p

p p x=

∂∂ ⋅ =
∂ ∂ ∂

∑  

2 ( ) 2 ( )
1 1 1 1

( ) ( )
1

1,( , , ( , , )) ( , , ( , , ))
символ Кронекера.

0,

n nm
in n n n n n
ji s n s n j

s n n

i jH q P p q P x L q P p q P x

p p x x i j

− − − −

=

=∂ ∂ = = δ = −
∂ ∂ ∂ ∂ ≠

∑   (36) 

Вторая часть теоремы  

2 ( ) 2 ( )2
1 1 1 1

( ) ( )

( , , ( , , )) ( , , ( , , ))( , )
0 0

n n
n n n n n n

i s i s n s n j
n n n n

H q P p q P x L q P p q P xH q p

p p p p x x

− − − −∂ ∂∂ = ≠ ⇔ ≠
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

следует из равенства (36). 

Теорема 12 доказана. 
 

Заключение. В работе получены основные результаты: 

1. Оператор k кратного дифференцирования расслоения скоростей по времени (старых координат, 

выраженных через новые) квазилинеен относительно k-го дифференцирования по времени новых коор-

динат и якобиану перехода (теорема 1). 

2. Получена формула первой частной производной порядка k от расслоения скоростей в старых 

координатах по скоростям в новых координатах порядка p. Показано, что она пропорциональна произ-

водной по времени от якобиана перехода порядка k-p (теорема 2). 

3. Выявлена связь частных производных первого порядка обобщенных координат по координа-

там и импульсов по обобщенным импульсам и с произвольными нижними и верхними индексами. Рас-

сматриваемые производные можно выразить через функции дельта Кронекера (теорема 3). 
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4. Теорема 4 – формула свертки обобщенных импульсов в двойной сумме по верхнему и нижне-

му индексам. 

5. В теореме 5 показано, что частные производные по обобщенным координатам c индексами (i,s) 

в функциях Гамильтона и Лагранжа пропорциональны с точностью до слагаемого по сопряженной коор-

динате (нижний индекс для производной по координате понижается на 1, для производной по импульсу 

нижний индекс – повышается на 1), а также с точностью до суммы со вторыми частными производными 

функции Гамильтона и умноженные на обобщенный импульс максимального порядка. 

6. В теореме 6 доказано, что формула временной производной порядка p от гладкой функции 

с аргументом старшей скорости порядка k выражается квазилинейно через скорость максимального по-

рядка k + p. 

7. Теорема 7 – формула связи обобщенного импульса с индексами (i,k) со вторыми частными 

производными функции Лагранжа по скоростям минимального порядка, умноженными на скорость  мак-

симального порядка в расслоенном пространстве скоростей.  

8. Теорема 8 – частный случай теоремы 7 (порядок временной производной равен рангу обоб-

щенного импульса). 

9. В теореме 9 показана эквивалентность частной временной производной порядка 2n – k от 

обобщенного импульса ( )i
kp n  по координате расслоенного пространства скоростей и гессиана от функ-

ции Лагранжа по координатам расслоенного пространства с максимальным порядком n производных по 

времени (локально невырожденного). И в силу теоремы о неявной функции можно выразить координату 

расслоенного пространства скоростей с временной производной максимального порядка через обобщен-

ный импульс. 

10. В случае невырожденности гессиана от функции Гамильтона по импульсам (старшего порядка 

n) его можно выразить через частную производную скорости порядка n по обобщенным импульсам по-

рядка n (максимален). 

11. В случае локальной невырожденности гессиана от функции Гамильтона по импульсам старше-

го порядка n существует равенство частной производной первого порядка от Лагранжиана по скорости 

порядка n расслоенного пространства обобщенному импульсу того же порядка. Аналогично, скорость 

порядка n равна частной производной функции Гамильтона по обобщенному импульсу порядка n. 

12. Матрица Гессе для функции Гамильтона по импульсу старшего порядка n и матрица Гессе от 

функции Лагранжа по скоростям порядка n являются взаимно обратными, то есть их свертка по индексу 

пространственной переменной равна символу Кронекера. 
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The Considered characteristic function Hamilton and Lagranzha in coordinate-pulsed and stratified 

space of the velocities. The Main got by result is a statement - in the event of local absence of degeneracy of the 

matrix Gesse from function Hamilton on pulse of the maximum order (the matrixes Gesse from function Lagran-

zha on velocity of the maximum order) specified matrixes Gesse mutually inverse. It Is Received row auxiliary 

result, for instance, about quasi linear form of the time derived order k from generalised coordinates on velocity 

stratified space of the order k for change the coordinates with nonzero finder Yakobi. Unexpected identity are 
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nate-coordinate, pulse-pulse). They Are Received formulas, linking quotient derived in coordinate-pulsed space 

q-p for function Lagranzha and Hamilton on one and same variable. 
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УДК 517.6: 517.958 

МИНИМАЛЬНАЯ РАЗНОСТНАЯ СХЕМА ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ПУАССОНА 

НА ПАРАЛЛЕЛЕПИПЕДЕ С ШЕСТЫМ ПОРЯДКОМ ПОГРЕШНОСТИ 

канд. физ-мат. наук, доц. Д.Ф. ПАСТУХОВ, канд. физ-мат. наук, доц. Ю.Ф. ПАСТУХОВ 

(Полоцкий государственный университет); 

Н.К. ВОЛОСОВА 

(Московский государственный технический университет им. Н.Э. Баумана) 

Предложен алгоритм решения общей неоднородной краевой задачи Дирихле для трехмерного 

уравнения Пуассона на параллелепипеде с шестым порядком погрешности и с минимальным 

27-точечным шаблоном. Численно проверена устойчивость алгоритма к разрывам первого рода гра-

ничных условий на гранях параллелепипеда.  Получено разложение невязки задачи в общем виде для не-

равномерной сетки через производные четного порядка от решения и правой части уравнения и четного 

порядка по каждой из трех переменных. Написана программа на основе построенного алгоритма 

и принципа сжатых отображений для явной формулы простой итерации. Решен точно тестовый при-

мер и проведено сравнение его решения с численным решением, которое подтверждает шестой порядок 

погрешности для формул полученного алгоритма. 

Ключевые слова: трехмерное уравнение Пуассона на параллелепипеде, неоднородно-краевая зада-

ча Дирихле, принцип сжатых отображений, уравнения математической физики. 

Введение. Рассмотрим неоднородную краевую задачу для трехмерного уравнения Пуассона в па-

раллелепипеде с краевыми условиями Дирихле. Известны разностные схемы для уравнения Пуассона 

с погрешностью второго порядка в двухмерной области А.А. Самарского [1] с погрешностью четвертого 

порядка на равномерной сетке К.Н. Волкова [2], также схемы большего порядка на прямоугольнике и на 

равномерной сетке [4]. Во всех случаях для тестирования алгоритма необходимы примеры с точными 

аналитическими решениями [3]. Однако, как показано в работе [1, с. 57], для схем второго порядка в за-

даче уравнения Пуассона на прямоугольнике удается достичь равномерно непрерывной нормы погреш-

ности 33 10−⋅  при делении его сторон на 160 частей. Отметим работу [11] с формулами для трехмерного

лапласиана. 

В данной работе предложен простой алгоритм решения трехмерного уравнения Пуассона на па-

раллелепипеде с использованием минимального симметричного шаблона для аппроксимации (27 узлов) 

и достижении равномерно непрерывной нормы погрешности 910−  при делении ребра параллелепипеда 

на 60 частей и с аппроксимацией шестым порядком погрешности. Сложность трехмерной задачи, по 

сравнению с двухмерной задачей, заключается в быстром росте количества вычислений и в увеличении 

общего числа узлов. Например, 10 000 узлов на прямоугольнике и 1 000 000 узлов в параллелепипеде. По 

сравнению с работой [4], в которой использовались два шаблона, граничный и внутренний на прямо-

угольнике с восьмым порядком погрешности, в данной работе использование одного универсального 

шаблона позволяет экономить число и время вычислений в 3 3 3 3 3(3 5 ) / 3 5,6n n+ =  число раз за счет вы-

бора одного шаблона, но с шестым порядком погрешности. Кроме того, нужно учитывать, что использо-

вание двойного шаблона увеличивает число вычислений в 2-3 раза в каждом узле и уменьшает быстро-

действие. В работе использована модифицированная формула бинома Ньютона – тринома Ньютона (по 

аналогии с биномом – прим. авт.). 

Полученный алгоритм численного решения трехмерной задачи для уравнения Пуассона может 

быть применен в различных областях механики [5], кристаллографии, стеганографии [6, 7], для числен-

ных задач математической физики, содержащих трехмерный оператора Лапласа, например, волновое 

уравнение [11, 14–17]. 

Постановка задачи. Рассмотрим неоднородную краевую задачу для трехмерного уравнения 

Пуассона в параллелепипеде для достаточно гладкого решения ( ), ,u x у z  как функции трех переменных:

( )
1 2

3 4

5 6

( , , ), ( , ), ( , ), ( , )

( , , ) ( , ), ( , , ) ( , ), ( , ) [ , ] [ , ]

( , , ) ( , ), ( , , ) ( , ), ( , ) [ , ] [ , ]

( , , ) ( , ), ( , , ) ( , ), ( , ) [ , ] [ , ].

xx yy zzu u u f x y z x a b y c d z e r

u a y z y z u b y z y z y z c d e r

u x c z x z u x d z x z x z a b e r

u x y e x y u x y r x y x y a b c d

 + + = ∈ ∈ ∈

= µ = µ ∈ ×


= µ = µ ∈ ×

= µ = µ ∈ ×










 (1) 
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В задаче (1) ( , , )f x y z  – неоднородная правая часть уравнения Пуассона в параллелепипе-

де: [ , ] [ , ] [ , ]a b c d e r× × , 1( , )y zµ , 2 ( , )y zµ , 3 ( , )x zµ , 4 5 6( , ), ( , ), ( , )x z x y x yµ µ µ  – неоднородные краевые усло-

вия, ( , , )x y z  – координаты точки. Обозначим внутреннее и граничное множества задачи (1) 

( ) ( ) ( ), , , , [ , ] [ , ] ( , ) [ , ] [ , ] ( , ) [ , ] [ , ] ( , )a b c d e r c d e r x a b a b e r y c d a b c d z e rΩ = × × ∂Ω = × = × = × =∪ ∪ .

В классической постановке задач математической физики необходимо требовать непрерывности 

граничных условий на пересечении их областей определения, т.е. непрерывность краевых условий на 

12 ребрах параллелепипеда, например, 

1 3(0, ) (0, ), [ , ]z z z e rµ = µ ∀ ∈ .

Рассмотрим аппроксимацию задачи (1) на шаблоне, содержащем минимальное количество узлов 

и покрывающим всю область параллелепипеда. Ясно, что на 27-точечном шаблоне, который содержит 

коробка со сторонами 1 2 32 ,2 ,2h h h , и решается поставленная задача с минимальным числом узлов в нем.

Такой шаблон является универсальным, как на границе рассматриваемого параллелепипеда, так и внутри 

данной области, и покрывает параллелепипед объема ( )( )( )b a d c r e− − −  кирпичиками с объемом

1 2 38h h h  (рисунок).
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•
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Рисунок. – Классификация 27 узлов куба (параллелепипеда) по расстоянию от центра 

и свойствам симметрии для 1, 6, 12, 8 узлов 

Докажем несколько вспомогательных утверждений. 

Лемма 1. Пусть решение задачи (1) принадлежит классу функций ( ) ( )2, , pu x у z С∈ Ω , тогда для

суммы узловых значений решения в шести центральных узлах граней куба (параллелепипеда) справед-

лива формула разложения в ряд Тейлора с центром в узле ( , , )m n k : 

( ) 1 2 3

2 2 2
2 2 2

1, , 1, , , 1, , 1, , , 1 , , 1 , , 2 2 2
1

1
6 2

2 !

l l lp
l l l

m n k m n k m n k m n k m n k m n k m n k l l l
l

u u u
u u u u u u u h h h

l x y z
− + − + − +

=

 ∂ ∂ ∂+ + + + + = + + + + 
 ∂ ∂ ∂ 

∑

( )2 2 2 2 2 2
1 2 3

p p p
O h h h

+ + ++ + + .  (2) 

Доказательство. Объединяя попарно противоположные узлы на каждой координатной оси отно-

сительно центра ( , , )m n k , учитывая, что в силу симметрии сохранятся только частные производные чет-

ной степени по соответствующей координате, получим 

( ) ( ) ( )
1, , 1, , , 1, , 1, , , 1 1, , 1

1, , 1, , , 1, , 1, , , 1 , , 1
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Что и завершает доказательство формулы (2) Леммы 1. В частности, для равномерной сетки по-

лучим из выражения (2) формулу (3) 

( ) ( )
1, , 1, , , 1, , 1, , , 1 , , 1

2 2 2 2
2 2

, , 2 2 2
1

6 2 .
2 !

m n k m n k m n k m n k m n k m n k

l l l lp
p

m n k l l l
l

u u u u u u

h u u u
u O h

l x y z

− + − + − +

+

=

+ + + + + =

 ∂ ∂ ∂= + + + + 
 ∂ ∂ ∂ 

∑
                                    (3) 

Лемма 2. Пусть решение задачи (1) принадлежит классу функций ( ) ( )2, , pu x у z С∈ Ω , тогда для 

суммы узловых значений решения в 12 узлах – серединах ребер куба (параллелепипеда) справедлива 

формула разложения в ряд Тейлора с центром в узле с индексами ( , , )m n k  

1, 1, 1, , 1 1, 1, 1, , 1 1, 1, 1, , 1

1, 1, 1, , 1 , 1, 1 , 1, 1 , 1, 1 , 1, 1

m n k m n k m n k m n k m n k m n k

m n k m n k m n k m n k m n k m n k

u u u u u u

u u u u u u

− + − + − − − − + + + +

+ − + − − − − + + − + +

+ + + + + +

+ + + + + + =
 

( ) ( )
2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2
, , 1 2 1 3 2 32 2 2 2 2 2 2 2 2

1 0

1
12 4

2 ! 2 2 !

l l lp l
s l s s l s s l s

m n k s l s s l s s l s
l s

u u u
u h h h h h h

s l s x y x z y z

− − −
− − −

= =
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 − ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

∑∑  

( )( )1 2 2 2 2 2 2 2 2 22 2 2
2 3 11 2 30

p p i p i p ii i i
i

O h h h h h h
+ + − + − + −

=+ + +∑ .                                      (4) 

Доказательство. Сгруппируем в формуле (4) суммы 3 четверок узлов, расположенных в плоско-

стях параллельных граням куба (параллелепипеда) и проходящих через центральный узел с индексами 

( , , )m n k . Для каждой четверки узлов разложим в ряд Тейлора сумму четырёх узловых значений, напри-

мер, в узлах плоскости 0xy получим разложение по формуле бинома Ньютона: 

( ) ( ) ( ) ( )
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Имеем далее 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
s l s s l s l s s s l+ − − −− + − + − + = − + − + − + = − + + − =  

1 1

1 1

4, 2 2
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s s l l

= ∧ == 
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                                                               (5) 

и ( 1 1,s s l l→ → ) получим 
( ) ( )( )2 2

1 2 2 22 2 2 22
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l s

C u
A u h h O h h

l x y

+ + −−
=−

= =

∂= + +
∂ ∂

∑∑ ∑ . 

Поскольку 
( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
2 2 ! 1

2 ! 2 ! 2 ! 2 2 ! 2 ! 2 2 !

s
l lC

l l s l s s l s
= =

− −
, то последняя формула примет вид 

1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,m n k m n k m n k m n ku u u u− − − + + − + ++ + + =  

( )( )2 2 2 2
1 2 2 2 21 2

, , 2102 2 2
1 0

4 4
(2 )!(2 2 )!

s l s lp l
p p i i

m n k is l s
l s

h h u
u O h h

s l s x y

−
+ + −

=−
= =

∂= + +
− ∂ ∂

∑∑ ∑ .                        (6) 
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Две четверки узлов и суммы узловых значений решения в соответствующих узлах в плоскостях 

0xz, 0yz имеют ту же симметрию и формулы разложения аналогично формуле (6), тогда, меняя цикличе-

ски индексы и складывая все 12 узловых значений, получим 

2 2 22 2 2 2 2
1 31 2

, , , ,2 2 2 2 2 2
1 0 1 0

4 4 4 4
(2 )!(2 2 )! (2 )!(2 2 )!

s l ss l s l lp pl l

m n k m n ks l s s l s
l s l s

h hh h u u
u u

s l s s l sx y x z

−−

− −
= = = =

∂ ∂+ + + +
− −∂ ∂ ∂ ∂

∑∑ ∑∑  

( )( )2 2 2 2
1 2 2 2 2 2 2 2 2 22 2 22 3

, , 2 3 11 2 302 2 2
1 0

4 4
(2 )!(2 2 )!

s l s lp l
p p i p i p ii i i

m n k is l s
l s

h h u
u O h h h h h h

s l s y z

−
+ + − + − + −

=−
= =

∂+ + + + + =
− ∂ ∂

∑∑ ∑  

( ) ( )
2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2
, , 1 2 1 3 2 32 2 2 2 2 2 2 2 2

1 0

1
12 4

2 ! 2 2 !

l l lp l
s l s s l s s l s

m n k s l s s l s s l s
l s

u u u
u h h h h h h

s l s x y x z y z

− − −
− − −

= =

 ∂ ∂ ∂= + + + + 
 − ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

∑∑  

( )( )1 2 2 2 2 2 2 2 2 22 2 2
2 3 11 2 30

p p i p i p ii i i
i

O h h h h h h
+ + − + − + −

=+ + +∑ . 

Лемма 2 и формула (4) доказаны. 

В частности, для равномерной сетки получим формулу 

1, 1, 1, , 1 1, 1, 1, , 1 1, 1, 1, , 1

1, 1, 1, , 1 , 1, 1 , 1, 1 , 1, 1 , 1, 1

m n k m n k m n k m n k m n k m n k

m n k m n k m n k m n k m n k m n k

u u u u u u

u u u u u u

− + − + − − − − + + + +

+ − + − − − − + + − + +

+ + + + + +

+ + + + + + =
 

( ) ( ) ( )
2 2 2

2 2 2
, , 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 0

1
12 4

2 ! 2 2 !

l l lp l
l p

m n k s l s s l s s l s
l s

u u u
u h O h

s l s x y x z y z

+
− − −

= =

 ∂ ∂ ∂= + + + + 
 − ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

∑ ∑ .             (7) 

Рассмотрим модифицированную формулу Ньютона 

( ) 1 2 3 3 1 2 31 2

1

2

3

1 2 3

, , , ,

1 2 30
0
0

!
, .

! ! !

n k k k k k k kk k
n n

k n
k n
k n

k k k n

n
a b c C a b c C

k k k≤ ≤
≤ ≤
≤ ≤
+ + =

+ + = =∑                               (8) 

Доказательство формулы (8). Введем переменные  

1 2 3 1 2 30 0
[0, ], [ ,0], ,

i i
k j i k i j i k n i k k k j i j n i n= ∈ = − ∈ = − + + = + − + − = , поскольку [0, ]i n∈ , то области 

изменения переменных 1 2 3[0, ], [ ,0], [ ,0]k n k n k n i n∈ ∈ = − ∈ , тогда имеем 

( ) ( )
0 0 0

n n i
n i ji n i i j i j n i

n n i
i i j

a b c C a b c C C a b c− − −

= = =
+ + = + = =∑ ∑ ∑  

3 31 2 1 2

1 1

2 2

3 3

1 2 3 1 2 3

0 0
0 0
0 0

! ! !

!( )! !( )! !( )!( )!

k kk k k k

k n k n
k n k n
k n k n

k k k n k k k n

n i n
a b c a b c

i n i j i j j i j n i≤ ≤ ≤ ≤
≤ ≤ ≤ ≤
≤ ≤ ≤ ≤
+ + = + + =

= = =
− − − −∑ ∑  

1 2 3 3 1 2 31 2

1

2

3

1 2 3

, , , ,

1 2 30
0
0

! !
,

!( )!( )! ! ! !

k k k k k k kk k
n n

k n
k n
k n

k k k n

n n
C a b c C

j i j n i k k k≤ ≤
≤ ≤
≤ ≤
+ + =

= = =
− −∑ . 

Формула (8) доказана. 

 

Лемма 3. Пусть решение задачи (1) принадлежит классу функций ( ) ( )2, , pu x у z С∈ Ω , тогда для 

суммы узловых значений решения в 8 вершинах куба (параллелепипеда) справедлива формула разложе-

ния в ряд Тейлора с центром в узле с индексами ( , , )m n k  

1, 1, 1 1, 1, 1 1, 1, 1 1, 1, 1 1, 1, 1 1, 1, 1 1, 1, 1 1, 1, 1m n k m n k m n k m n k m n k m n k m n k m n ku u u u u u u u− − − − − + − + − − + + + − − + − + + + − + + ++ + + + + + + =  
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( ) ( ) ( )
31 2

31 2

31 2
1 1

2 2

3 3

1 2 3 1 2 3

22 2 2
22 21 2 3

, , 1 2 322 2
1 2 310 0 1

0 0 1
0 0 1

1

8 8
2 ! 2 ! 2 !

ss s lp
ss s

m n k ss s
l s l s l

s l s l
s l s l

s s s l s s s l

h h h u
u O h h h

s s s x y z= ≤ ≤ ≤ ≤ +
≤ ≤ ≤ ≤ +
≤ ≤ ≤ ≤ +
+ + = + + = +

 
 
 
 ∂= + +  

∂ ∂ ∂  
 
 
 

∑ ∑ ∑ .          (9) 

Доказательство. Разложим в формуле (9) сумму 8 узловых значений в ряд Тейлора в точках, сов-

падающих с вершинами куба (параллелепипеда) относительно центрального узла с индексами ( , , )m n k . 

Воспользуемся модифицированной формулой бинома Ньютона (8) 

( ) 1 2 3 3 1 2 31 2

1

2

3

1 2 3

, , , ,
1 2 3

1 2 30
0
0

!
, , ,

! ! !

n s s s s s s ss s
n n

s n
s n
s n

s s s n

n
a b c C a b c n N C s s s n

s s s≤ ≤
≤ ≤
≤ ≤
+ + =

+ + = ∈ = + + =∑ . 

Подставляя восемь раз формулу (8) в левую часть (9), учитывая 

1 2 3, ,

1 2 3
1 2 3 1 2 3

! 1
,

! ! ! ! ! ! ! !

s s s
nC n

s s s n
n n s s s s s s

= = + + = , получим относительно центрального узла с индексами 

( , , )m n k  

1, 1, 1 1, 1, 1 1, 1, 1 1, 1, 1 1, 1, 1 1, 1, 1 1, 1, 1 1, 1, 1m n k m n k m n k m n k m n k m n k m n k m n ku u u u u u u u− − − − − + − + − − + + + − − + − + + + − + + ++ + + + + + + =  

(
1 2 3

31 2 1 2 3 1 31 2 1

31 2
1

2

3

1 2 3

, ,2

, , 1 2 3
10

0
0

8 ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
!

s s s lp l
ss s s s s s ss s sl

m n k ss s
l s l

s l
s l

s s s l

C u
u h h h

l x y z

+ + ++

= ≤ ≤
≤ ≤
≤ ≤
+ + =

∂= + − + − + − + − +
∂ ∂ ∂

∑ ∑  

) 31 22 3 32

1

2

3

1 2 3

1 2 3
0 2 1
0 2 1
0 2 1

2 1

( 1) ( 1) ( 1) 1
ss ss s ss

s p
s p
s p

s s s p

O h h h
+

≤ ≤ +
≤ ≤ +
≤ ≤ +
+ + = +

 
 
 
 

+ − + − + − + +  
 
 
 
 

∑ . 

Кроме того, преобразуем сумму 

1 2 3 1 3 2 3 31 2 1 2( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) 1
s s s s s s s ss s s s+ + + ++− + − + − + − + − + − + − + =  

( ) ( ) ( ) ( )( )3 1 3 3 1 31 2 2 2 2 2 1( 1) ( 1) 1 ( 1) ( 1) 1 ( 1) ( 1) 1 ( 1) 1 ( 1) 1 ( 1) ( 1) ( 1) 1
s s s s s ss s s s s s s+ += − − + + − − + + − − + + − + = − + − + − + − + =  

( ) ( )( ) ( ) ( )( )3 3 32 1 2 1( 1) 1 ( 1) 1 ( 1) 1 ( 1) ( 1) 1 ( 1) 1 ( 1) 1
s s ss s s s= − + − + − + + − = − + − + − + =  

' ' '
1 1 2 2 3 3

' ' '
1 1 2 2 3 3

8, 2 2 2

0, 2 1 2 1 2 1.

s s s s s s

s s s s s s

 = ∧ = ∧ == 
 = + ∨ = + ∨ = +

                                               (10) 

то, упрощая множитель в двойной сумме используя формулу (10) и возвращаясь к переменным, 

( )' ' ' ' ' ' ' '
1 2 3 1 2 3 1 1 2 2 3 32 2 , , , ,l s s s s s s l s s s s s s l l= + + = + + = → → → → , получим 

(
1 2 3

31 2 1 2 3 1 31 2 1

31 2
1

2

3

1 2 3

, ,2

1 2 3
10

0
0

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
!

s s s lp l
ss s s s s s ss s sl

ss s
l s l

s l
s l

s s s l

C u
h h h

l x y z

+ + ++

= ≤ ≤
≤ ≤
≤ ≤
+ + =

∂ − + − + − + − +
∂ ∂ ∂

∑ ∑  
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) 31 22 3 32

1

2

3

1 2 3

1 2 3
0 2 1
0 2 1
0 2 1

2 1

( 1) ( 1) ( 1) 1
ss ss s ss

s p
s p
s p

s s s p

O h h h
+

≤ ≤ +
≤ ≤ +
≤ ≤ +
+ + = +

 
 
 
 

+ − + − + − + + = 
 
 
 
 

∑  

( ) ( ) ( )
31 2

31 2

31 2
1 1

2 2

3 3

1 2 3 1 2 3

22 2 2
22 21 2 3

1 2 322 2
1 2 310 0 1

0 0 1
0 0 1

1

8
2 ! 2 ! 2 !

ss s lp l
ss s

ss s
l s l s p

s l s p
s l s p

s s s l s s s p

h h h u
O h h h

s s s x y z= ≤ ≤ ≤ ≤ +
≤ ≤ ≤ ≤ +
≤ ≤ ≤ ≤ +
+ + = + + = +

 
 
 
 ∂= +  

∂ ∂ ∂  
 
 
 

∑ ∑ ∑ .               (11) 

Добавляя к выражению (11) , ,8 m n ku , получим формулу (9). Лемма 3 доказана.  

В частности, на равномерной сетке формула (9) переходит в формулу (12) 

1, 1, 1 1, 1, 1 1, 1, 1 1, 1, 1 1, 1, 1 1, 1, 1 1, 1, 1 1, 1, 1m n k m n k m n k m n k m n k m n k m n k m n ku u u u u u u u− − − − − + − + − − + + + − − + − + + + − + + ++ + + + + + + =  

( ) ( ) ( ) ( )
31 2

1

2

3

1 2 3

2
2 2 2

, , 22 2
1 2 31 0

0
0

1
8 8 .

2 ! 2 ! 2 !

lp
l p

m n k ss s
l s l

s l
s l

s s s l

u
u h O h

s s s x y z

+

= ≤ ≤
≤ ≤
≤ ≤
+ + =

∂= + +
∂ ∂ ∂

∑ ∑                     (12) 

 

Замечание 1. В формуле (12) суммирование происходит по 4 индексам ,1 2 3, ,s s s l , однако в силу 

уравнения связи 1 2 3s s s l+ + =  независимыми остаются только 3 переменных, то есть данная формула 

представляет тройную сумму по узлам параллелепипеда.   

Лемма 4. Пусть решение уравнения Пуассона (1) принадлежит классу функций ( ) ( )4, ,u x у z С∈ Ω  

и неоднородная правая часть уравнения ( )2( , , )f x y z С∈ Ω , и пусть наложена связь на коэффициенты 

в линейной комбинации производных четвертого порядка от решения уравнения Пуассона: Сумма ко-

эффициентов для несмешанных частных производных равна половине суммы коэффициентов от сме-

шанных производных в линейной комбинации, тогда этого достаточно для преобразования линейной ком-

бинации в сумму частных производных второго порядка от правой части уравнения Пуассона. 

Доказательство. Используя уравнение Пуассона, найдём его вторые частные производные от 

правой части 

( )

(4) (4)(4)
(2) (2)
(2) (2)

(4) (4)(4)
(2) (2)
(2) (2)

(4) (4) (4)
(2) (2)
(2) (2)

, ,

,

xx x x x
y z

xx yy zz yy yx y
y z

zz zx y
z z

f u u u

u u u f x y z f u u u

f u u u


 = + +




+ + = ⇒ = + +


 = + +


                                     (13) 

где символ 
(4)
(2)
(2)

x
y

u  обозначает частную производную 4 порядка: 2 порядка по переменной x и 2 порядка по y. 

Тогда для линейной комбинации вторых производных получим с учетом формулы (13) 

(4) (4) (4) (4) (4) (4)(4) (4) (4)
(2) (2) (2) (2) (2) (2)
(2) (2) (2) (2) (2) (2)

xx yy zz x y zx x x y x y
y z y z z z

Af Bf Cf A u u u B u u u C u u u
     
     + + = + + + + + + + + =
     
     

 

( ) ( ) ( )(4) (4) (4)(4) (4) (4)
(2) (2) (2)
(2) (2) (2)

x y z x x y
y z z

Au Bu Cu u A B u A C u B C= + + + + + + + + .                         (14) 
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Из последней формулы следует, что ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1

2
A B C A B A C B C+ + = + + + + + , то есть сумма 

коэффициентов при несмешанных частных производных равна половине суммы коэффициентов при 

смешанных производных в линейной комбинации производных 4 порядка от решения уравнения Пуас-

сона. Лемма 4 доказана. 

Как было показано в Леммах 1–3 аппроксимация трех различных сумм узловых значений реше-

ния на 27-точечном шаблоне содержит частные производные от решения только четного порядка, а сле-

довательно, и производные четного порядка от правой части. Следовательно, линейная комбинация про-

изводных четвертого порядка и четного порядка по каждой из координат является общим видом разло-

жения в ряд Тейлора для слагаемых 4-й степени по шагам сетки, т.е. утверждение Леммы 4 учитывает 

общий случай разложения в ряд Тейлора суммы узловых значений для 27-точечного шаблона.  

Лемма 5. Пусть решение задачи (1) принадлежит классу функций ( ) ( )6, ,u x у z С∈ Ω  и неодно-

родная правая часть уравнения ( )4( , , )f x y z С∈ Ω , и пусть наложена связь на коэффициенты в линейной 

комбинации производных шестого порядка от решения уравнения Пуассона: Сумма коэффициентов для 

несмешанных частных производных и коэффициента при симметричной смешанной производной 
(6)
(2)
(2)
(2)

x
y
z

u  

равна половине суммы коэффициентов от несимметричных смешанных производных шестого порядка. 

Тогда этого достаточно для преобразования линейной комбинации в сумму частных производных чет-

вертого порядка от правой части уравнения Пуассона. 

Доказательство. Используя уравнение Пуассона, найдём его четвертые частные производные от 

правой части 

( )

(6) (6)(4) (6)
(4) (4)
(2) (2)

(4) (6)
(2) (4)
(2) (2)

(4) (4)(4)
(2) (2)
(2) (2)

(4) (4)(4)
(2) (2)
(2) (2)

(4) (4) (4)
(2) (2)
(2) (2)

, ,

x x x x
y z

x x
y y

xx x x x
y z

xx yy zz yy yx y
y z

zz zx y
z z

f u u u

f u u

f u u u

u u u f x y z f u u u

f u u u

= + +

= +


 = + +




+ + = ⇒ = + + ⇒


 = + +


(6) (6)
(2) (2)
(4) (2)

(2)

(4) (6) (6) (6)
(2) (4) (2) (2)
(2) (2) (2) (4)

(2)

(6) (6)(4) (6)
(2) (4)
(4) (2)

(4) (6) (6) (6)
(2) (2) (4) (2)
(2) (2) (2) (4)

(2)

(6)(4)
(2) (2)
(4) (

x x
y y

z

x x x x
z z y z

z

y yx y
y z

y x y y
z y z z

z

z x y
z

u

f u u u

f u u u

f u u u

f u u

+

= + +

= + +

= + +

= + (6) (6)

4)

.z

z

u
























+


           (15) 

Тогда для линейной комбинации четвертых производных от правой части уравнения Пуассона 

получим  

(4) (4) (4) (6) (6) (6) (6) (6)(4) (4) (4) (6)
(2) (2) (2) (4) (4) (4) (2) (2)
(2) (2) (2) (2) (2) (2) (4) (2)

(2)

x y z xx x y x x x x x
y z z y z y y y

z

Af Bf Cf Df Ef Ff A u u u B u u u

 
   
   + + + + + = + + + + + +
      

 

 

(6) (6) (6) (6) (6) (6) (6) (6) (6) (6)(6) (6)
(4) (2) (2) (2) (4) (2) (4) (2) (2) (2)
(2) (2) (4) (4) (2) (2) (2) (4) (4) (4)

(2) (2)

y zx x x x y x y y x y
z y z y z y z z z z

z z

C u u u D u u u E u u u F u u u

   
      
      + + + + + + + + + + + + =
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( ) ( ) ( ) ( )(6) (6) (6) (6)(6) (6) (6)
(4) (2) (2) (4)
(2) (4) (4) (2)

x y z x x x x
y y z z

Au Du Fu u A B u D B u C F u C A= + + + + + + + + + + +  

( ) ( ) ( )(6) (6) (6)
(2) (4) (2)
(4) (2) (2)

(2)

.
y y x
z z y

z

u E F u D E u B C E+ + + + + + +                                           (16) 

Из последней формулы следует, что  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1
( )

2
A D F B C E A B D B C F C A E F D E+ + + + + = + + + + + + + + + + + , 

то есть сумма коэффициентов для несмешанных частных производных и коэффициента при симмет-

ричной смешанной производной 
(6)
(2)
(2)
(2)

x
y
z

u  равна половине суммы коэффициентов от несимметричных 

смешанных производных шестого порядка линейной комбинации от решения уравнения Пуассона. 

Лемма 5 доказана.   

Как было показано в Леммах 1–3 аппроксимация трех различных сумм узловых значений реше-

ния на 27-точечном шаблоне содержит частные производные от решения только четного порядка. По-

этому линейная комбинация производных шестого порядка и четного порядка по каждой из координат 

является общим видом разложения в ряд Тейлора для слагаемых при шестой степени шага сетки. Следо-

вательно, утверждение Леммы 5 учитывает общий случай разложения суммы узловых значений функ-

ций для 27-точечного шаблона. 

Теорема 1. Пусть решение задачи (1) принадлежит классу функций ( ) ( )6, ,u x у z С∈ Ω  и неодно-

родная правая часть уравнения ( )4( , , )f x y z С∈ Ω , тогда симметричный 27-точечный шаблон на равно-

мерной сетке обеспечивает аппроксимацию 3 мерного уравнения Пуассона на параллелепипеде с шестым 

порядком погрешности ( )6O h . Более того, невозможно получить порядок невязки 27-точечным шабло-

ном выше шестого. Имеет место разностное уравнение для трёхмерного уравнения Пуассона: 

( ) (1, , 1, , , 1, , 1, , , 1 , , 1 1, 1, 1, , 12

1 64 7 1

15 15 10
mnk m n k m n k m n k m n k m n k m n k m n k m n ku u u u u u u u u

h
− + − + − + − − − −

− + + + + + + + + +


 

)1, 1, 1, , 1 , 1, 1 , 1, 1 , 1, 1 , 1, 1 1, 1, 1, , 1 1, 1, 1, , 1m n k m n k m n k m n k m n k m n k m n k m n k m n k m n ku u u u u u u u u u− + − + − − + − − + + + + − + − + + + ++ + + + + + + + + + +  

( )1, 1, 1 1, 1, 1 1, 1, 1 1, 1, 1 1, 1, 1 1, 1, 1 1, 1, 1 1, 1, 1

1

30
m n k m n k m n k m n k m n k m n k m n k m n ku u u u u u u u− − − − − + − + − − + + + − − + − + + + − + + +

+ + + + + + + + =


 

( ) ( )
2 4 4 4 4 4 4 4 4

6

4 4 4 2 2 2 2 2 212 360 90
mnk xx yy zz

h h f f f h f f f
f f f f O h

x y z x y x z y z

   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= + + + + + + + + + +   
   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

.    (17) 

Замечание 2. Правая часть формулы (17) за вычетом mnkf  равна невязке уравнения Пуассона  

и в двухмерном случае для прямоугольника переходит в формулу  

( ) ( )
2 4 4 4 4 4

6

4 4 2 212 360 90
xx yy

h h f f h f
f f O h

x y x y

   ∂ ∂ ∂+ + + + +   
   ∂ ∂ ∂ ∂   

 [4, с. 73]. 

Доказательство. Заметим, что в силу уравнения Пуассона  

( )( , , ) , ,xx yy zzu x y z u u u f x y z∆ ≡ + + =  

операции в правой и левой частях этого уравнения принадлежат одинаковому классу гладкости, и по-

скольку ( )4( , , )f x y z С∈ Ω , то решение имеет класс гладкости на две единицы больше, чем правая часть 

уравнения ( ) ( )6, ,u x у z С∈ Ω .  
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Оператор Лапласа, как и уравнение Пуассона, является линейным оператором относительно неиз-

вестной функции, поэтому возможно аппроксимировать лапласиан квадратурной формулой линейной 

относительно узлового значения, используя все 27 узлов шаблона mnku : 

( )( 0 1 1, , 1, , , 1, , 1, , , 1 , , 12

1
xx yy zz mnk m n k m n k m n k m n k m n k m n ku u u u C u C u u u u u u

h
− + − + − +∆ = + + = + + + + + + +  

(2 1, 1, 1, , 1 1, 1, 1, , 1 , 1, 1 , 1, 1 , 1, 1 , 1, 1m n k m n k m n k m n k m n k m n k m n k m n kC u u u u u u u u− + − + − − − − − − − + + − + ++ + + + + + + + +  

) (1, 1, 1, , 1 1, 1, 1, , 1 3 1, 1, 1 1, 1, 1 1, 1, 1 1, 1, 1m n k m n k m n k m n k m n k m n k m n k m n ku u u u C u u u u+ − + − + + + + − − − − − + − + − − + ++ + + + + + + + +  

))1, 1, 1 1, 1, 1 1, 1, 1 1, 1, 1 .m n k m n k m n k m n ku u u u+ − − + − + + + − + + ++ + + +                                     (18) 

Подставим в формулу (18) разложения из Лемм 1–3, т.е. формулы (3), (7), (12) с разложением по сте-

пени шага 1 2 3 ,h h h h= = =  2 6p =  включительно, и сгруппируем скобками слагаемые с равной степенью по 

h  (
(6)
(2)
(2)
(2)

x
y
z

u − для краткости будем обозначать, например, частную производную функции ( ), ,m n ku x y z  шесто-

го порядка и по всем координатам x, y, z второго порядка в узле с координатами , ,m n kx y z ): 

( ( ) ( ) ( ) ( )
4 6

2 (4) (4) (4) (6) (6) (6) 8
0 12

1
6

12 360
mnk mnk xx yy zz x y z x y z

h h
u C u C u h u u u u u u u u u O h

h

 
∆ = + + + + + + + + + + + + 

 
 

 

( ) ( ) ( )(4) (4)2 4 (4) (4) (4) (4)
2 (2) (2)

(2) (2)

1 1 1 1
12 4

24 4 24 4
mnk xx yy zz x y x zx x

y z

C u h u u u h u u u u u u

  
  + + + + + + + + + + +
  



 

( ) ( ) ( )(4) (6) (6) (6) (6)(4) (4) 6 (6) (6) (6) (6)
(2) (2) (4) (2) (4)
(2) (4) (2) (4) (2)

1 1 1 1 1 1

24 4 720 48 720 48
y z x y x zy x x x x

z y y z z

u u u h u u u u u u u u

    
    + + + + + + + + + + + +
    

    

 

( ) ( ) ( ) ( )
2 4

(6) (6)(6) (6) 8 (4) (4) (4)
3(2) (4)

(4) (2)

1 1
8 8

720 48 2 24
y z mnk xx yy zz x y zy y

z z

h h
u u u u O h C u u u u u u u

   
  + + + + + + + + + + + + +

     

 

( )
4 6 6

(4) (4) (4) (6) (6) (6) (6) (6) (6)(6) (6) (6)
(2) (2) (2) (2) (4) (2) (4) (2) (4)
(2) (2) (2) (4) (2) (4) (2) (4) (2)

4 720 48
x y xx x y x x x x y y

y z z y y z z z z

h h h
u u u u u u u u u u u u
   
   + + + + + + + + + + + + +
   
   

 

( ) ( ) ( )
6 4

(6) 8 2 (4) (4) (4)
0 1(2) 2

(2)
(2)

1
6

8 12
mnk mnk xx yy zz x y zx

y
z

h h
u O h C u C u h u u u u u u

h


  
 + + = + + + + + + + +

  
 

 

( ) ( ) ( ) ( )
6 4

(6) (6) (6) 8 2 (4) (4) (4)
2 12 4

360 3
x y z mnk xx yy zz x y z

h h
u u u O h C u h u u u u u u

 
+ + + + + + + + + + + + 

 
 

 

( ) ( )(4) (4) (4) (6) (6) (6) (6) (6) (6)4 6 (6) (6) (6) 8
(2) (2) (2) (2) (4) (2) (4) (2) (4)
(2) (2) (2) (4) (2) (4) (2) (4) (2)

1 1

90 12
x y zx x y x x x x y y

y z z y y z z z z

h u u u h u u u u u u u u u O h

   
   + + + + + + + + + + + + + +
   

    

 

( ( ) ( ) ( )
4 6

(4) (4) (4)2 (4) (4) (4) 4 (6) (6) (6)
3 (2) (2) (2)

(2) (2) (2)

8 4 2
3 90

mnk xx yy zz x y z x y zx x y
y z z

h h
C u h u u u u u u h u u u u u u

 
 + + + + + + + + + + + + + +
 
 

 

( ) ( )
6

(6) (6) (6) (6) (6) (6) (6)6 8
0 1 2 3(2) (4) (2) (4) (2) (4) (2) 2

(4) (2) (4) (2) (4) (2) (2)
(2)

6 12 8
6

mnk
x x x x y y x
y y z z z z y

z

uh
u u u u u u h u O h C C C C

h


  
  + + + + + + + + = + + + +
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( )( ) ( ) ( )(4) (4) (4)2 (4) (4) (4) 31 2
1 2 3 2 3(2) (2) (2)

(2) (2) (2)

4 4 2
12 3 3

xx yy zz x y z x x y
y z z

CC C
u u u C C C h u u u u u u C C

     + + + + + + + + + + + + + + +       

 

( ) ( )(6) (6) (6) (6) (6) (6) (6)4 (6) (6) (6) 63 31 2 2
3(2) (4) (2) (4) (2) (4) (2)

(4) (2) (4) (2) (4) (2) (2)
(2)

.
360 90 90 12 6

x y z x x x x y y x
y y z z z z y

z

C CC C C
h u u u u u u u u u u C O h

 
       + + + + + + + + + + + + + +          

 

  (19) 

Из формулы (19) следует, что 0 1 2 3 0 1 2 32 0
0

6 12 8 6 12 8 0,

mnk

mnk

h
u

u
C C C C C C C C

h →
≠

+ + + < + ∞ ⇔ + + + =  

то есть получаем первое уравнение связи для слагаемых при 2h−  

 В задаче аппроксимации трехмерного лапласиана 1 2 34 4 1xx yy zzu u u f C C C+ + = ⇔ + + =  – полу-

чаем второе уравнение связи для слагаемых при 0h .

 Согласно Лемме 4 запишем третье уравнение связи для слагаемых при 2h  

( )31 2
2 3 1 2 3

1
3 3 2 2 8

12 3 3 2

CC C
C C C C C

 + + = + ⇔ = + 
 

. 

Согласно Лемме 5 – четвертое (последнее) уравнение связи при 4h  

3 31 2 2
3 1 2 3

1
3 6 26 64

360 90 90 2 12 6

C CC C C
C C C C

   + + + = + ⇔ = −   
   

. 

Полученная система линейных уравнений имеет единственное решение:  

0 1 2 3

1 2 3

0 1 2 3

1 2 3

1 2 3

6 12 8 0

4 4 1 64 7 1 1
, , , ,

15 15 10 302 8

26 64

C C C C

C C C
C C C C

C C C

C C C

+ + + =

 + + = ⇔ = − = = =

= +

 = −

                          (20) 

поэтому первое слагаемое в формуле (19) ( )0 1 2 32
6 12 8 0mnku

C C C C
h

+ + + = , в силу уравнения Пуассона 

второе слагаемое в формуле (19) с учетом системы (20) ( )( )1 2 34 4xx yy zzu u u C C C f+ + + + = , используя 

Лемму 4, получим третье слагаемое в (19): 

( ) ( ) ( )(4) (4) (4)2 (4) (4) (4) 231 2
2 3(2) (2) (2)

(2) (2) (2)

2
12 3 3

x y z xx yy zzx x y
y z z

CC C
h u u u u u u C C h Af Bf Cf

     + + + + + + + + = + + =       

( )
2

12
xx yy zz

h
f f f= + + , так как 

31 2 7 1 1 15 1

12 3 3 180 30 90 180 12

CC C
A B C= = = + + = + + = = .                                     (21) 

Используя Лемму 5, получим четвертое слагаемое в (19): 

( ) (6) (6) (6) (6) (6) (6) (6)4 (6) (6) (6) 3 31 2 2
3(2) (4) (2) (4) (2) (4) (2)

(4) (2) (4) (2) (4) (2) (2)
(2)

360 90 90 12 6
x y z x x x x y y x

y y z z z z y
z

C CC C C
h u u u u u u u u u u C

 
       + + + + + + + + + + + + =          

 

 

( )
4 4

(4) (4) (4) (4) (4) (4)4 (4) (4) (4) (4) (4) (4)
(2) (2) (2) (2) (2) (2)
(2) (2) (2) (2) (2) (2)

,
360 90

x y y x y zx x y x x y
y z z y z z

h h
h Af Bf Cf Df Ef Ff f f f f f f

   
   = + + + + + = + + + + +
   
   

  (22) 
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так как  31 2 7 1 1 7 6 2 1

360 90 90 5400 900 2700 5400 360

CC C
A D F

+ += = = + + = + + = =    и  3, ,B C E B C E C= = + + =  

3 1

3 90

C
B C E= = = = . 

Подставляя в левую часть формулы (19) найденные коэффициенты из выражения (20) – 

0 1 2 3
64 7 1 1

, , ,
15 15 10 30

C C C C= − = = = , а в правую часть (19) (невязка аппроксимации трехмерного уравне-

ния Пуассона представляет третье и четвертое слагаемые в правой части (19)) – преобразованные слага-

емые через функцию ( , , )f x y z  – (21), (22), получим следующую формулу: 

( ) (1, , 1, , , 1, , 1, , , 1 , , 1 1, 1, 1, , 12

1 64 7 1

15 15 10
mnk m n k m n k m n k m n k m n k m n k m n k m n ku u u u u u u u u

h
− + − + − + − − − −

− + + + + + + + + +


 

)1, 1, 1, , 1 , 1, 1 , 1, 1 , 1, 1 , 1, 1 1, 1, 1, , 1 1, 1, 1, , 1m n k m n k m n k m n k m n k m n k m n k m n k m n k m n ku u u u u u u u u u− + − + − − + − − + + + + − + − + + + ++ + + + + + + + + + +  

( 1, 1, 1 1, 1, 1 1, 1, 1 1, 1, 1 1, 1, 1 1, 1, 1 1, 1, 1 1, 1, 1
1

30
m n k m n k m n k m n k m n k m n k m n k m n ku u u u u u u u− − − − − + − + − − + + + − − + − + + + − + + +

+ + + + + + + + =


 

( ) ( )
2 4 4 4 4 4 4 4 4

6

4 4 4 2 2 2 2 2 2
,

12 360 90
mnk xx yy zz

h h f f f h f f f
f f f f O h

x y z x y x z y z

   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= + + + + + + + + + +   
   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

   (23) 

которая совпадает с формулой (17). Из формулы (23) следует, что аппроксимация трехмерного уравне-

ния Пуассона на параллелепипеде 27-точечным симметричным шаблоном имеет шестой порядок по-

грешности. Всего неизвестных коэффициентов в шаблоне (18) четыре. Тогда добавление условий в си-

стему уравнений (20), аналогично условиям связи в Леммах 4, 5, приведет к несовместности линейной 

системы уравнений, в которой число неизвестных 4, а число уравнений не менее 5. Другими словами,  

27-точечным шаблоном аппроксимировать трехмерное уравнение Пуассона с 8 порядком погрешности 

невозможно.  

Теорема 1 доказана. 

Из формулы (23) выразим центральное узловое значение с индексами (m, n, k) и получим формулу 

простой итерации: 

( )1
1, , 1, , , 1, , 1, , , 1 , , 1

15 7

64 15

s s s s s s s
mnk m n k m n k m n k m n k m n k m n ku u u u u u u+

− + − + − +
 = + + + + + + 
 

 

1, 1, 1, , 1 1, 1, 1, , 1 , 1, 1 , 1, 1 , 1, 1 , 1, 1
1

10

ss s s s s s s
m n k m n k m n k m n k m n k m n k m n k m n ku u u u u u u u− − − − − + − + − − + − − + + +

+ + + + + + + + +


 

) (1, 1, 1, , 1 1, 1, 1, , 1 1, 1, 1 1, 1, 1 1, 1, 1 1, 1, 1
1

30

s s s s s s s s
m n k m n k m n k m n k m n k m n k m n k m n ku u u u u u u u+ − + − + + + + − − − − − + − + − − + ++ + + + + + + + +  

) ( )
4 6 4 4 4

2
1, 1, 1 1, 1, 1 1, 1, 1 1, 1, 1 4 4 412 360

s s s s
m n k m n k m n k m n k mnk xx yy zz

h h f f f
u u u u h f f f f

x y z
+ − − + − + + + − + + +

 ∂ ∂ ∂+ + + + − − + + − + + − 
 ∂ ∂ ∂ 

 

( ) ( )
6 4 4 4

6
1, , 1, , , 1, , 1, , , 1 , , 12 2 2 2 2 2

7

90 64

s s s s s s
m n k m n k m n k m n k m n k m n k

h f f f
O h u u u u u u

x y x z y z
− + − + − +

 ∂ ∂ ∂− + + + = + + + + + + 
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 

( 1, 1, 1, , 1 1, 1, 1, , 1 , 1, 1 , 1, 1 , 1, 1 , 1, 1
3

128

s s s s s s s s
m n k m n k m n k m n k m n k m n k m n k m n ku u u u u u u u− − − − − + − + − − + − − + + ++ + + + + + + + +  

) (1, 1, 1, , 1 1, 1, 1, , 1 1, 1, 1 1, 1, 1 1, 1, 1 1, 1, 1

1

128

s s s s s s s s
m n k m n k m n k m n k m n k m n k m n k m n ku u u u u u u u+ − + − + + + + − − − − − + − + − − + ++ + + + + + + + +  

) ( )
4

2
1, 1, 1 1, 1, 1 1, 1, 1 1, 1, 1

15 5

64 256

s s s s
m n k m n k m n k m n k mnk xx yy zz

h
u u u u h f f f f+ − − + − + + + − + + ++ + + + − − + + −  

( )
6 4 4 4 6 4 4 4

8

4 4 4 2 2 2 2 2 2
.

1536 384

h f f f h f f f
O h

x y z x y x z y z

   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂− + + − + + +   
   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

                          (24) 
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В формуле простой итерации (24) верхний индекс s обозначает номер итерации, в левой части (24) 

индекс итерации s = 1 на единицу больше, чем индексы итерации s у всех узловых значений в правой 

части формулы (24). В формуле (24) значения функции f(x,y,z) и ее частные производные вычисляются 

в узле с индексами (m, n, k). Формулу простой итерации (24) можно записать в виде 

( ) ( )1 8
1 2 3, , 0,1,2,..., 1, 1, 1, 1, 1, 1,s s

mnk mnk mnku G u f O h s m n n n k n+ = + = = − = − = −                  (25) 

где функция ( ),s
mnk mnkG u f  полностью совпадает с правой частью формулы (24). 

По аналогии с оператором ( ),
s
mnk mnkG u f  в формуле (25), рассмотрим итерационную последова-

тельность (26) со сжимающим коэффициентом 0 1q< < , индуцируем следующий вспомогательный опе-

ратор ( ),
s
mnk mnkG qu f , если в ее правой части провести замену 

s s
mnk mnku qu→ : 

( ) ( )1 8
1 2 3, , 0,1,2,..., 1, 1, 1, 1, 1, 1.s s

mnk mnk mnku G qu f O h s m n n n k n+ = + = = − = − = −                 (26) 

Введем функцию нормы в пространстве сеточных функций 
( ) ( ) ( )31 2 11 1

, ,
nn n

m n ku R R R
++ +∈ × ×  

( )1 2 3

1

2

3

, ,

, , , ,
0
0
0

max , 0,1,2,...
n n n exacts nums s num exact

m n k m n kC m n
n n
k n

u u u u s
≤ ≤
≤ ≤
≤ ≤

δ = − = − = , совпадающей с метрической функци-

ей в пространстве 
( ) ( ) ( )31 2 11 1 nn ns

mnku R R R
++ +∈ × × , определяемой формулой 

( ),num exact num exactu u u uρ = −  (А.Н. Колмогоров, С.В. Фомин) [8, с. 139], где 
, ,

s num
m n k

u , ( )
, ,

exact

m n k
u  обо-

значает соответственно численное решение задачи (27) в узле (m, n, k) на итерационном шаге (s) и след 

[9, с. 102] точного решения задачи (1) на узел сетки (m, n, k). 

Описание численного алгоритма 
Введем на параллелепипеде для задачи (1) равномерную сетку с равным шагом 

1 2 3
1 2 3

b a d c r e
h h h h

n n n

− − −= = = = = = : 

{ }1 2 3, , 1 2 3[ , ] [ , ] [ , ], , 0, , , 0, , , 0,n n n m n ka b c d e r x a h m m n y c h n n n z e h k k nΩ = × × ω = = + = = + = = + = . 

Для сеточной функции 
1s

mnku +  запишем систему разностных уравнений, соответствующих задаче в 

частных производных (1): 

( ) ( )
11

22

1 8
, , , , , , 1 2 3

1 1
0, , 1,0, , 2, , , 2 3, ,

1 1
,0, 3, ,0, 4, , , 1 3, ,

, (24), 0,1,2,..., 1, 1, 1, 1, 1, 1

, , 0, , 0, , 0,1, 2...

, , 0, , 0, , 0,1, 2..

s s
m n k m n k m n k

s s
n k n k n n kn n k

s s
m k m k m n km n k

u G qu f O h s m n n n k n

u u n n k n s

u u m n k n s

+

+ +

+ +

= + = = − = − = −

= µ = µ = = =

= µ = µ = = =

33

1 1
, ,0 5, , ,0 6, , , 1 2, ,

.

, , 0, , 0, , 0,1,2...
s s
m n m n m n nm n n

u u m n n n s+ +










 = µ = µ = = =


         (27) 

Замечание 3. В разностной задаче (27) 1q → , иначе изменяются коэффициенты точной аппрок-

симации (20). Достаточно, чтобы 
151 10q −= − , т.е. q может отличаться от 1 на число, которое в 10 раз 

большее машинной ошибки округления. 

В системе разностных уравнений (27) первое уравнение совпадает с записью формулы (26). За 

начальное решение итерационного процесса можно выбрать функцию, определяемую граничными усло-

виями [2, с. 428]: 

( )1 2 3

0
, , 1,0, , 2, , , 3, ,0, 4, , , 5, , ,0 6, , , 1 2 3

1
, 1, 1, 1, 1, 1, 1.

6
m n k n k n n k m k m n k m n m n nu m n n n k n= µ + µ + µ + µ + µ + µ = − = − = −   (28) 
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Из формулы (28) видно, что начальное численное решение непрерывно зависит от всех 6 краевых 

функций как их линейная комбинация, и в классической постановке задачи (1) не может быть разрывов 

первого рода для начального приближения решения и всех значений индексов (m, n, k). 

Теорема 2 (об устойчивости итерационных формул (23), (26). Итерационная последовательность 

(26) ( ) ( )1 8,s s
mnk mnk mnku G qu f O h+ = +  является сжимающим отображением в метрическом пространстве 

( ) ( ) ( )31 2 11 1 nn ns
mnku R R R

++ +∈ × × , то есть для любой итерационной последовательности численных реше-

ний (26) существует единственное предельное значение 

1 0
0

lim s
mnk

s
q
h

u
→+∞
→ −
→

, равное точному решению задачи (1), 

удовлетворяющее разложению (23): 

 ( ) ( ) ( )1 2 3
0 0 0 0

1 0
0

lim lim , 0, , 0, , 0, , lim lim , lims exact exact exact
mnk mnk

mnk mnk mnks h h h h
q
h

u u m n n n k n u G u f
→+∞ → → → →
→ −
→

 = ∀ = = = =  
 

. 

Доказательство. Покажем, что итерационная последовательность (26) является сжимающим 

отображением. 

Обозначим , , , , , , 1 2 3, 0, , 0, , 0,s s s
m n k m n k m n ky x m n n n k nδ = − ∀ = = = . 

Рассмотрим 2 произвольные сеточные функции и получим: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )31 2
(26)

11 1 1 11 1 1 1
, , , ,

, : , , , ,
nn n s ss s s s s s

mnk mnk mnk mnk mnk mnk mnk mnk m n k m n k
x y R R R x y G qx f G qy f x y

++ + + ++ + + +∀ ∈ × × ρ = ρ ⇔ − =  

( ) ( ) (24)

1, , 1, , , 1, , 1, , , 1 , , 1

7
, ,

64

s s s s s s s s
mnk mnk mnk mnk m n k m n k m n k m n k m n k m n k

q
G qx f G qy f − + − + − +

= − ≤ δ + δ + δ + δ + δ + δ +


 

1, 1, 1, , 1 1, 1, 1, , 1 , 1, 1 , 1, 1 , 1, 1 , 1, 1
3

128

s s s s s s s s
m n k m n k m n k m n k m n k m n k m n k m n k

q
− − − − − + − + − − + − − + + ++ δ + δ + δ + δ + δ + δ + δ + δ +  

1, 1, 1, , 1 1, 1, 1, , 1 1, 1, 1 1, 1, 1 1, 1, 1
128

s s s s s s s
m n k m n k m n k m n k m n k m n k m n k

q
+ − + − + + + + − − − − − + − + −+δ + δ + δ + δ + δ + δ + δ +  

)
1

2

3

1, 1, 1 1, 1, 1 1, 1, 1 1, 1, 1 1, 1, 1 , ,
0
0
0

max
s s s s s s
m n k m n k m n k m n k m n k m n k

n n
m n
k n

− + + + − − + + − + + − + + +
≤ ≤
≤ ≤
≤ ≤

+ δ + δ + δ + δ + δ ≤ δ ×  

( )
1 1

2 2

3 3

1
, , , ,

0 0
0 0
0 0

7 6 3 12 8 84 36 8
max max , , 0 1

64 128 128 128

s s s s
m n k m n k mnk mnk

n n n n
m n m n
k n k n

q q q
q q q x y q

+
≤ ≤ ≤ ≤
≤ ≤ ≤ ≤
≤ ≤ ≤ ≤

⋅ ⋅ ⋅ + +   × + + = ⋅ δ = δ = ρ < <   
   

, 

что равносильно  

1 1

2 2

3 3

1
, , , ,

0 0
0 0
0 0

max max
s s

m n k m n k
n n n n
m n m n
k n k n

q
+

≤ ≤ ≤ ≤
≤ ≤ ≤ ≤
≤ ≤ ≤ ≤

δ ≤ δ                                                      (29) 

при достаточно малом шаге h, то есть ( ) ( )1 1, ,s s s s
mnk mnk mnk mnkx y q x y+ +ρ ≤ ρ . 

Применяя определение 1 [8, с. 74] по А.Н. Колмогорову, получим, что последовательность (26) яв-

ляется сжимающей и сходится к единственному пределу, который обозначим *
mnku  (теорема – принцип 

сжимающих отображений [8, с. 75]) 

( ) ( )* * * 8
lim : , .

s
mnk mnk mnk mnk mnk

s
u u u G qu f O h

→∞
≡ = +                                         (30) 
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Но точное решение удовлетворяет формулам (23), (25), из которых получим предельный переход 

( ) ( )
0 0 0

lim lim , limexact exact
mnk

mnk mnkh h h
u G u f

→ → →
 =  
 

, где оператор ( ),
s
mnk mnkG qu f  является линейным и непре-

рывным в формуле (23) по s
mnku  и по q. Далее перейдем к следующему пределу в (30) по переменным q и h: 

( ) ( )* * * *

1 0 1 0 1 0 1 0 0
0 0 0 0

lim lim , lim , lim lim
exact

mnk mnk mnk mnk mnk mnk
mnkq q q q h

h h h h

u G qu f G u f u u
→ − → − → − → − →
→ → → →

 
 = = ⇔ = 
 
 

. 

Теорема 2 доказана. 

 

Рассмотрим тестовый пример 

sin( )sin( )sin( ), (0, ), (0, ), (0, )

(0, , ) ( , , ) sin( ) sin( ), ( , ) [0, ] [0, ]

( ,0, ) ( , , ) sin( ) sin(2 ), ( , ) [0, ] [0, ]

( , ,0) ( , , ) sin(3 )sin( ), ( , ) [0, ] [0, ]

xx yy zzu u u x y z x y z

u y z u y z y z y z

u x z u x z x z x z

u x y u x y x y x y

+ + = ∈ π ∈ π ∈ π

= π = ∈ π × π

= π = ∈ π × π

= π = ∈ π × π .










                             (31) 

Постановка задачи в примере (31) является классической, так как все шесть краевых функций не-

прерывны не только на своей грани куба, но и на всех 12 ребрах куба равны друг другу (нулю). 

Задача (31) является линейной относительно неизвестной функции ( , , )u x y z , поэтому воспользу-

емся методом редукции линейной задачи 1 2 3 4( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )u x y z u x y z u x y z u x y z u x y z= + + + , где 

функции 1 2 3 4( , , ), ( , , ), ( , , ), ( , , )u x y z u x y z u x y z u x y z  являются решениями соответственно следующих част-

ных задач: 

1 1 1

1 1

1 1

1 1

sin( )sin( ) sin( ), (0, ), (0, ), (0, )

(0, , ) ( , , ) 0, ( , ) [0, ] [0, ]
1)

( ,0, ) ( , , ) 0, ( , ) [0, ] [0, ]

( , ,0) ( , , ) 0, ( , ) [0, ] [0, ]

xx yy zzu u u x y z x y z

u y z u y z y z

u x z u x z x z

u x y u x y x y

+ + = ∈ π ∈ π ∈ π

 = π = ∈ π × π


= π = ∈ π × π

 = π = ∈ π × π

 

2 2 2

2 2

2 2

2 2

0, (0, ), (0, ), (0, )

(0, , ) ( , , ) sin( ) sin( ), ( , ) [0, ] [0, ]
2)

( ,0, ) ( , , ) 0, ( , ) [0, ] [0, ]

( , ,0) ( , , ) 0, ( , ) [0, ] [0, ]

xx yy zzu u u x y z

u y z u y z y z y z

u x z u x z x z

u x y u x y x y

+ + = ∈ π ∈ π ∈ π

 = π = ∈ π × π


= π = ∈ π × π

 = π = ∈ π × π

 

3 3 3

3 3

3 3

3 3

0, (0, ), (0, ), (0, )

(0, , ) ( , , ) 0, ( , ) [0, ] [0, ]
3)

( ,0, ) ( , , ) sin( ) sin(2 ), ( , ) [0, ] [0, ]

( , ,0) ( , , ) 0, ( , ) [0, ] [0, ]

xx yy zzu u u x y z

u y z u y z y z

u x z u x z x z x z

u x y u x y x y

+ + = ∈ π ∈ π ∈ π

 = π = ∈ π × π


= π = ∈ π × π

 = π = ∈ π × π

 

4 4 4

4 4

4 4

4 4

0, (0, ), (0, ), (0, )

(0, , ) ( , , ) 0, ( , ) [0, ] [0, ]
4)

( ,0, ) ( , , ) 0, ( , ) [0, ] [0, ]

( , ,0) ( , , ) sin(3 )sin( ), ( , ) [0, ] [0, ].

xx yy zzu u u x y z

u y z u y z y z

u x z u x z x z

u x y u x y x y x y

+ + = ∈ π ∈ π ∈ π

 = π = ∈ π × π


= π = ∈ π × π

 = π = ∈ π × π
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Ищем решение задачи 1) в виде 1( , , ) sin( )sin( )sin( )u x y z C x y z= , которое удовлетворяет однород-

ным краевым условиям системы уравнений 1): 

1 1 1 1 1 1(0, , ) ( , , ) ( ,0, ) ( , , ) ( , ,0) ( , , ) 0u y z u y z u x z u x z u x y u x y= π = = π = = π = . 

Подставим 1( , , )u x y z  в первое уравнение системы 1): 

1 1 1 1
1 1

3 sin( )sin( )sin( ) sin( )sin( ) sin( ) , ( , , ) sin( )sin( ) sin( )
3 3

xx yy zzu u u C x y z x y z С u x y z x y z+ + = − = ⇔ = − = − . 

Ищем решение задачи 2) в виде 2 ( , , ) ( )sin( )sin( )u x y z f x y z= , которое удовлетворяет однородным 

краевым условиям системы уравнений 2): 2 2 2 2( ,0, ) ( , , ) ( , ,0) ( , , ) 0.u x z u x z u x y u x y= π = = π =  

Подставим 2 ( , , ) ( )sin( )sin( )u x y z f x y z=  в первое и второе уравнения системы 2): 

'' ''
2 2 2

2

2

( ) sin( )sin( ) 2 ( )sin( ) sin( ) 0 ( ) 2 ( ) 0

(0, , ) (0)sin( ) sin( ) sin( )sin( ), ( , ) [0, ] [0, ] (0) 1

( , , ) ( ) sin( )sin( ) sin( ) sin( ), ( , ) [0, ] [0, ] ( ) 1.

xx yy zzu u u f x y z f x y z f x f x

u y z f y z y z y z f

u y z f y z y z y z f

 + + = − = ⇔ − =

= = ∀ ∈ π × π ⇔ =

π = π = ∀ ∈ π × π ⇔ π =








 

Общее решение краевой задачи с обыкновенным дифференциальным уравнением (ОДУ) второго 

порядка есть 

( ) ( ) ( ) ( )''( ) 2 ( ) 0, ( ) sh 2 ch 2 , (0) 1 1, ( ) 1 1 sh 2 ch 2f x f x f x A x B x f B f A− = = + = ⇔ = π = ⇔ = π + π , 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )1 ch 2 1 ch 2
, ( ) ch 2 sh 2 ,

sh 2 sh 2
A f x x x

 − π − π
 = = +
 π π
 

 

( ) ( )
( ) ( )2

1 ch 2
( , , ) ch 2 sh 2 sin( )sin( )

sh 2
u x y z x x y z

  − π
  = +
  π 

  

. 

Ищем решение задачи 3) в виде 3 ( , , ) ( )sin( )sin(2 )u x y z f y x z= , которое удовлетворяет однород-

ным краевым условиям системы уравнений 3):   

3 3 3 3(0, , ) ( , , ) ( , ,0) ( , , ) 0.u y z u y z u x y u x y= π = = π =  

Подставим 3 ( , , ) ( )sin( )sin(2 )u x y z f y x z= в первое и третье уравнения системы 3): 

'' ''
3 3 3

3

3

( ) sin( ) sin(2 ) 5 ( )sin( )sin(2 ) 0 ( ) 5 ( ) 0

( ,0, ) (0)sin( )sin(2 ) sin( )sin(2 ), ( , ) [0, ] [0, ] (0) 1

( , , ) ( )sin( )sin(2 ) sin( ) sin(2 ), ( , ) [0, ] [0, ] (

xx yy zzu u u f y x z f y x z f y f y

u x z f x z x z x z f

u x z f x z x z x z f

+ + = − = ⇔ − =

= = ∀ ∈ π × π ⇔ =

π = π = ∀ ∈ π × π ⇔ ) 1.







π =


 

Общее решение краевой задачи с ОДУ второго порядка есть 

( ) ( ) ( ) ( )''( ) 5 ( ) 0, ( ) sh 5 ch 5 , (0) 1 1, ( ) 1 1 sh 5 ch 5f y f y f y A x B x f B f A− = = + = ⇔ = π = ⇔ = π + π  

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )1 ch 5 1 ch 5
, ( ) ch 5 sh 5 ,

sh 5 sh 5
A f y y y

 − π − π
 = = +
 π π
 

 

( ) ( )
( ) ( )3

1 ch 5
( , , ) ch 5 sh 5 sin( )sin(2 ).

sh 5
u x y z y y x z

  − π
  = +
  π 

  

 

Ищем решение задачи 4) в виде 4 ( , , ) ( ) sin(3 )sin( )u x y z f z x y= , которое удовлетворяет однород-

ным краевым условиям системы уравнений 3):   

4 4 4 4(0, , ) ( , , ) ( ,0, ) ( , , ) 0.u y z u y z u x z u x z= π = = π =  
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Подставим 4 ( , , ) ( ) sin(3 )sin( )u x y z f z x y=  в первое и четвертое уравнения системы 4): 

'' ''
4 4 4

4

4

( )sin(3 )sin( ) 10 ( )sin(3 )sin( ) 0 ( ) 10 ( ) 0

( , ,0) (0)sin(3 )sin( ) sin(3 )sin( ), ( , ) [0, ] [0, ] (0) 1

( , , ) ( )sin(3 )sin( ) sin(3 )sin( ), ( , ) [0, ] [0, ]

xx yy zzu u u f z x y f z x y f z f z

u x y f x y x y x y f

u x y f x y x y x y

+ + = − = ⇔ − =

= = ∀ ∈ π × π ⇔ =

π = π = ∀ ∈ π × π ⇔ ( ) 1.f







π =


 

Общее решение краевой задачи с ОДУ второго порядка есть 

( ) ( ) ( ) ( )''( ) 10 ( ), ( ) sh 10 ch 10 , (0) 1 1, ( ) 1 1 sh 10 ch 10f z f z f z A z B z f B f A− = + = ⇔ = π = ⇔ = π + π  

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )1 ch 10 1 ch 10
, ( ) ch 10 sh 10 ,

sh 10 sh 10
A f x z z

 − π − π
 = = +
 π π
 

 

( ) ( )
( ) ( )4

1 ch 5
( , , ) ch 10 sh 10 sin(3 )sin( )

sh 5
u x y z z z x y

  − π
  = +
  π 

  

. 

Решение примера (31) равно (в силу линейной редукции) сумме решений систем уравнений 1) – 4): 

1 2 3 4
1

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) sin( )sin( )sin( )
3

u x y z u x y z u x y z u x y z u x y z x y z= + + + = − +  

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )1 ch 2 1 ch 5
ch 2 sh 2 sin( )sin( ) ch 5 sh 5 sin( )sin(2 )

sh 2 sh 5
x x y z y y x z

      − π − π
      + + + + +
      π π   

      

 

( ) ( )
( ) ( )1 ch 5

ch 10 sh 10 sin(3 )sin( ).
sh 5

z z x y

  − π
  + +
  π 

  

                                              (32) 

В таблице показаны результаты численного решения примера 1 с параметрами программы 

1 2 360, 60, 60, 13500n n n m= = = =  (первые три столбца координаты – x, y, z; четвертый и пятый столбцы – 

численное и точное решение соответственно).  
 

Таблица 

x y z numerical exact 

1 2 3 4 5 

0.261799387799149 0.261799387799149 0.261799387799149 0.19326654098 0.19326654078 

1.30899693899575 0.261799387799149 0.261799387799149 0.18328544131 0.18328544145 

2.35619449019234 0.261799387799149 0.261799387799149 0.28564460479 0.2856446045 

0.261799387799149 1.30899693899575 0.261799387799149 0.4608673730 0.46086737233 

1.30899693899575 1.30899693899575 0.261799387799149 -0.28784462945 -0.28784462878 

2.35619449019234 1.30899693899575 0.261799387799149 0.35457814658 0.35457814586 

0.261799387799149 2.35619449019234 0.261799387799149 0.35373212267 0.35373212214 

1.30899693899575 2.35619449019234 0.261799387799149 -0.14968371807 -0.14968371760 

2.35619449019234 2.35619449019234 0.261799387799149 0.30424860387 0.30424860333 

0.261799387799149 0.261799387799149 1.30899693899575 0.22895617234 0.22895617228 

1.30899693899575 0.261799387799149 1.30899693899575 0.242830568967 0.242830568968 

2.35619449019234 0.261799387799149 1.30899693899575 0.23202215878 0.23202215871 

0.261799387799149 1.30899693899575 1.30899693899575 0.59406289056 0.59406289039 

1.30899693899575 1.30899693899575 1.30899693899575 -6.56191877E-002 -6.56191875E-002 

2.35619449019234 1.30899693899575 1.30899693899575 0.15445645365 0.15445645348 

0.261799387799149 2.35619449019234 1.30899693899575 0.45123800883 0.45123800870 

1.30899693899575 2.35619449019234 1.30899693899575 1.299659600E-002 1.299659609E-002 

2.35619449019234 2.35619449019234 1.30899693899575 0.15774935695 0.15774935681 

0.261799387799149 0.261799387799149 2.35619449019234 -1.683548459E-002 -1.683548468E-002 

1.30899693899575 0.261799387799149 2.35619449019234 -0.57131703876 -0.57131703855 

2.35619449019234 0.261799387799149 2.35619449019234 -0.35628466793 -0.35628466797 

0.261799387799149 1.30899693899575 2.35619449019234 0.45799547075 0.45799547037 
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Окончание таблицы  
1 2 3 4 5 

1.30899693899575 1.30899693899575 2.35619449019234 -0.18843379843 -0.18843379794 

2.35619449019234 1.30899693899575 2.35619449019234 9.325158014E-002 9.325157979E-002 

0.261799387799149 2.35619449019234 2.35619449019234 0.30256837412 0.30256837385 

1.30899693899575 2.35619449019234 2.35619449019234 -0.26000946507 -0.26000946466 

2.35619449019234 2.35619449019234 2.35619449019234 -2.109387609E-002 -2.109387631E-002 
 

С нормой невязки 1 2 31.0854397936022005e-009 ( 60)num exact C
u u n n n− = = = = , где равномерно 

непрерывная норма разности двух сеточных функций численного и аналитического решений имеет по-

рядок 910−  и определяется по формуле 
1

2

3

, , , ,
0
0
0

max
num exact

num exact n m k n m kC n n
m n
k n

u u u u
≤ ≤
≤ ≤
≤ ≤

− = − , т.е. программа работает 

с использованием алгоритма согласно формулам (19)–(28) с относительной точностью REAL (4), лучше 

чем 810−  [10].     

При n1 = 10, n2 = 10, n3 = 10, m = 6000 5.019113151139010E-005num exact C
u u− = , а при n1 = 20,  

n2 = 20, n3 = 20, m = 6000 (уменьшение всех шагов сетки в 2 раза) 

7.891130154868975E-007num exact C
u u− = , то алгебраический порядок погрешности p равен 6 при ис-

пользовании формул (25), (27) – q = 1, так как норма невязки уменьшается в 63,4 раз: 
1

6

1/2

5.019113151139010E-005
63.4 2 2 , 6.

7.891130154868975E-007

num exact pC

num exact C

u u
p

u u

−
= ≈ ≈ = =

−
 

При использовании алгоритма (26), (27) 81 1 5 10 0.99999995q eps −= − = − ⋅ =   

1

6

1/2

5.013128145980872E-005
71.7 2 2 , 6

6.993329699778172E-007

num exact pC

num exact C

u u
p

u u

−
= ≈ ≈ = =

−
. 

Более высокое значение для порядка погрешности во втором случае объясняется экспоненциаль-

ным затуханием ошибки округления в правой части формулы (27) в слагаемых вида 1, 1, 1
s
m n ku − − − ,…  

c параметром 0.99999995.q =  

Лемма 6. Пусть начальная норма разности численного и точного решения конечна, тогда после s 

шагов итерационной формулы (26) конечная норма затухает по экспоненциальному закону от s и спра-

ведлива оценка  

( )
1

2

3

0 0, 0
0 , , , , , ,, ,

00
0
0

max , lim exp , 1 .
exact num exact

m n k m n k n m k sn m k
C n n

m n
k n

R
R u u u u R s q

ε→≤ ≤
≤ ≤
≤ ≤

= − = − = −ε = − ε
ε

                (33) 

Доказательство. Согласно теореме о неподвижной точке [8, с. 75] итерационная последователь-

ность (26) имеет предел, и после s итераций получим оценку погрешности [8, с. 75]:  

( ) ( )00 0 0

0

1
, 1 0 1 0, exp

1 1

s
s s

s s

RR q R q R
R q q R s

q q

−ε
−ε

ε→

− ε
≤ → − ⇔ ε = − → + ≤ = → −ε =

− − ε ε
 

( )
( )1

1 1
, 0

00 0
exp

exp
1

exp

d d
s d zd

d

RR R
s

+= > =−
ε ε−ε

= −ε = = =
ε ε  ε  

ε 

 

( ) ( )
1/ [1/ ] 1

0 0 0

[1/ ] 1 [1/ ] 20

1/ ([1/ ] 1)! ([1/ ] 2)!

0.
1 exp

exp

d d

d d z
zd d d

R z R z R

z z zz
z

+

+ +ε→ →∞
→∞ + +

= = ≤ →
+

                               (34) 

Лемма 6 и формула (33) доказаны. 
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Замечание 4. Из формулы (33) следует, если 1
0

0
1, ss R sR e−

ε→
⋅ ε = → , то ошибка округления в алго-

ритме (26) как и в (25) прямо пропорциональна числу итераций s. При выполнении условий в алгоритме 

(26): ( )
1 0

1
1 0, , 0, 0

d
sd

q s s d R
−

+ ε→
ε = − → ε = ε → ∞ ⇔ ε = > →

ε
, sR  мала. 

Быстродействие алгоритма в секундах составляет для n1 = 30, n2 = 30, n3 = 30, m = 6000  

(t2 – t1 = 12.85448 с, с нормой погрешности 
8

6 10num exact C
u u

−− = ⋅ ). В то время как авторы работы [11] 

получили время счета 15 минут (n1 = 30, n2 = 30, n3 = 30) с алгоритмами вида ( )4
O h  и погрешность 

в процентах, т.е. с точностью порядка 210− . 

Программа написана на языке FORTRAN и представлена ниже с использованием всех функций 

и переменных двойной точности, также занесены данные из тестового примера 1. 

module stolb;use dfimsl;integer(8),parameter:: n1=30,n2=30,n3=30,m=6000;end module 

program one;use dfimsl;use stolb;real(8)::a,b,c,d,e,r,h1,h2,h3,ss 

integer(8)::i,j,k;real(8)::res(0:n1+2,0:n2+2,0:n3+2) 
real(8)::res0(0:n1+2,0:n2+2,0:m+2),l(n1+2),nu(n1+2),res1(0:n1+2,0:n2+2,0:n3+2,0:m+1),max,delta(0:n1+2,0:n2+2,0:n3+1) 

real(8)::x,y,z,t,ch,sh,f,u1x,u2x,u1y,u2y,u1z,u2z,du,d4u,d4xyzu,pi,h22,h44,h66 

ch(x)=(dexp(x)+dexp(-x))/2d0;sh(x)=(dexp(x)-dexp(-x))/2d0;f(x,y,z)=dsin(x)*dsin(y)*dsin(z); 

u1x(y,z)= dsin(y)*dsin(z);u2x(y,z)= dsin(y)*dsin(z);u1y(x,z)=dsin(x)*dsin(2d0*z) 

u2y(x,z)=dsin(x)*dsin(2d0*z);u1z(x,y)=dsin(3d0*x)*dsin(y) 

u2z(x,y)=dsin(3d0*x)*dsin(y);du(x,y,z)=-3d0*dsin(x)*dsin(y)*dsin(z)  

d4u(x,y,z)=3d0*dsin(x)*dsin(y)*dsin(z);d4xyzu(x,y,z)=3d0*dsin(x)*dsin(y)*dsin(z)   

a=0d0;c=0d0;e=0d0;pi=2d0*dasin(1d0);b=pi;d=pi;r=pi 

h1=(b-a)/dfloat(n1);h2=(d-c)/dfloat(n2);h3=(r-e)/dfloat(n3) 

max=-1d3;do k=0,n3;z=e+h3*dfloat(k);do j=0,n2;y=c+h2*dfloat(j) 

do i=0,n1;x=a+h1*dfloat(i);call uu(x,y,z,t);res(i,j,k)=t;if(mod(i,5)==0.and.mod(j,5)==0.and.mod(k,5)==0)then;endif 

if(max<dabs(res(i,j,k)))then;max=dabs(res(i,j,k));endif; 

enddo;enddo;enddo;do i=1,n1-1;x=a+h1*dfloat(i);do j=1,n2-1;y=c+h2*dfloat(j);do k=1,n3-1;z=r+h3*dfloat(k) 

res0(i,j,k)=(u1x(y,z)+u2x(y,z)+u1y(x,z)+u2y(x,z)+u1z(x,y)+u2z(x,y))/6d0 

enddo;enddo;enddo;do s=0,m;do j=0,n2;do k=0,n3;y=c+h2*dfloat(j) 

z=e+h3*dfloat(k);res1(0,j,k,s)=u1x(y,z);res1(n1,j,k,s)=u2x(y,z) 

enddo;enddo;do i=0,n1;do k=0,n3;x=a+h1*dfloat(i);z=e+h3*dfloat(k) 

res1(i,0,k,s)=u1y(x,z);res1(i,n2,k,s)=u2y(x,z);enddo;enddo;do i=0,n1;do j=0,n2;x=a+h1*dfloat(i);y=c+h2*dfloat(j); 

res1(i,j,0,s)=u1z(x,y);res1(i,j,n3,s)=u2z(x,y);enddo;enddo;enddo 

h22=h1*h1;h44=h22*h22;h66=h44*h22;do s=0,m-1;do k=1,n3-1;z=e+h3*dfloat(k); 

do j=1,n2-1;y=c+h2*dfloat(j);do i=1,n1-1;ss=0d0;x=a+h1*dfloat(i) 

ss=(7d0/64d0)*(res1(i-1,j,k,s)+res1(i+1,j,k,s)+res1(i,j-1,k,s)+res1(i,j+1,k,s)+res1(i,j,k-1,s)+res1(i,j,k+1,s)) 

ss=ss+(3d0/128d0)*(res1(i-1,j+1,k,s)+res1(i-1,j,k+1,s)+res1(i-1,j-1,k,s)+res1(i-1,j,k-1,s)+res1(i,j-1,k-

1,s)+res1(i,j-1,k+1,s)+res1(i,j+1,k-1,s)+res1(i,j+1,k+1,s)+res1(i+1,j-1,k,s)+res1(i+1,j,k-

1,s)+res1(i+1,j+1,k,s)+res1(i+1,j,k+1,s)) 

ss=ss+(1d0/128d0)*(res1(i-1,j-1,k-1,s)+res1(i-1,j-1,k+1,s)+res1(i-1,j+1,k-1,s)+res1(i-1,j+1,k+1,s)+res1(i+1,j-

1,k-1,s)+res1(i+1,j-1,k+1,s)+res1(i+1,j+1,k-1,s)+res1(i+1,j+1,k+1,s)) 

ss=ss-(15d0/64d0)*f(x,y,z)*h22-(5d0*h44/256d0)*du(x,y,z)-(h66/1536d0)*(d4u(x,y,z))-

(h66/384d0)*(d4xyzu(x,y,z)) 

res1(i,j,k,s+1)=ss;enddo;end do;enddo;enddo;max=-1d3;do k=0,n3;do j=0,n2;do i=0,n1 

delta(i,j,k)=dabs(res(i,j,k)-res1(i,j,k,m));if(mod(i,2)==0.and.mod(j,2)==0.and.mod(k,2)==0)then 

endif;if(max<=delta(i,j,k))then;max=delta(i,j,k);endif;enddo;enddo;enddo; print*,"norma C",max; 

end program one;  

subroutine uu(x,y,z,t);real(8)::x,y,z,t,pi,c1,c2,c3,c4,ch,sh 

ch(x)=(dexp(x)+dexp(-x))/2d0;sh(x)=(dexp(x)-dexp(-x))/2d0 

pi=2d0*dasin(1d0);c1=-dsin(x)*dsin(y)*dsin(z)/3d0 

c2=dsin(y)*dsin(z)*(ch(x*dsqrt(2d0))+sh(x*dsqrt(2d0))*(1d0-ch(pi*dsqrt(2d0)))/sh(pi*dsqrt(2d0))) 

c3=dsin(x)*dsin(2d0*z)*(ch(y*dsqrt(5d0))+sh(y*dsqrt(5d0))*(1d0-ch(pi*dsqrt(5d0)))/sh(pi*dsqrt(5d0))) 

c4=dsin(3d0*x)*dsin(y)*(ch(z*dsqrt(10d0))+sh(z*dsqrt(10d0))*(1d0-ch(pi*dsqrt(10d0)))/sh(pi*dsqrt(10d0))) 

t=c1+c2+c3+c4;end subroutine 

Особую сложность в методах решения имеют дифференциальные уравнения с разрывами первого 

рода в краевых и начальных условиях [12, 13, 18], а также с разрывами первого рода в правой части 
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уравнения Пуасона [19, 20]. Предложенный в работе алгоритм (26) с формулой (24) устойчив по отноше-

нию к разрывам первого рода в краевых условиях, например, к прибавлению постоянной к краевой 

функции одной грани (точки разрыва первого рода краевых условий появляются на все 4 ребрах данной 

грани). 

В работе получены результаты: 

1. Предложен минимальный симметричный 27-точечный шаблон для аппроксимации трёхмер-

ного уравнения Пуассона на параллелепипеде. 

2. Доказано, что на 27-точечном шаблоне и равномерной сетке невозможна аппроксимация 

уравнения Пуассона выше шестого порядка. 

3. В леммах 1–3 доказано, что коэффициенты разложения в ряд Тейлора суммы узловых значе-

ний в группах узлов, расположенных симметрично и на одинаковом расстоянии от центра 

куба, содержат только частные производные четного порядка и четного порядка по каждой из 

трех переменных. 

4. В леммах 4, 5 получено достаточное условие на коэффициенты аппроксимации уравнения 

Пуассона линейной квадратурной формулы, как следствие уравнения Пуассона, по одному 

уравнению на каждую четную степень шага сетки. 

5. Найдена явная разностная схема аппроксимирующая трехмерное уравнение Пуассона на па-

раллелепипеде с шестым порядком погрешности, доказана ее устойчивость. 

6. Численно показано с использованием точного аналитического решения тестирующего при-

мера (28) и программы, что явная формула простой итерации (24) с алгоритмом (26) имеют 

шестой порядок погрешности. 

7. Итерационная формула (25) устойчива относительно ошибки округления, исключая ее экспо-

ненциальный рост, но допускает линейный рост ошибки округления. В то время как сжима-

ющий алгоритм (27) и формула (26) подавляют даже линейный рост ошибки округления. Раз-

ность между начальной итерацией задачи (1) и ее точным решением падает экспоненциально. 

Алгоритм (27) обеспечивает единственность и существование численного решения задачи (1), 

совпадающего с точным при любой начальной допустимой итерации в пространстве сеточ-

ных функций. Он минимизирует ошибку до невязки аппроксимации ( )8
O h . 
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MINIMUM SCHEME OF THE DIFFERENCES FOR EQUATION  

OF THE POISSON ON BOX WITH SIXTH RATHER INACCURACY 

 

D. PASTUHOV, Y. PASTUHOV, N. VOLOSOVA 

 

The Offered algorithm of the decision of the general lumpy marginal problem Dirihle for three-

dimensional equation of the Poisson on parallelepiped with sixth rather inaccuracy with minimum 27 point pat-

terns. Numerically stability of the algorithm is checked to breakup of the first sort of the border conditions on 

side parallelepiped. It Is Received decomposition to inaccuracy of the problem in general type for uneven net 

through derived even order from decision and right part of equation and even order on each of three variable. 

The Writtenned program on base of the built algorithm and principle of the compressed images for evident for-

mula iteration idle time. It Is Solved exactly and numerically test example, which comparison confirms the sixth 

order to inaccuracy for molded the numerical algorithm. 

Keywords: three-dimensional equation of the Poisson on parallelepiped, lumpy-marginal task Dirihle. 
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